ALEXANDRIA: R. Educ. Ci. Tec., Florianépolis, v. 11, n. 2 p. 3-29, novembro. 2018.
http://dx.doi.org/10.5007/1982-5153.2018v1 1n2p3

ALEXANDRIA

ALEXANDRIA

Revista de Educagéio em Ciéncia e Tecnologia

Engenharia Didatica para o Ensino de Variavel Complexa:
Visualizacao de Conceitos Relacionados ao Processo
Matematico de Integracao

Didactical Engineering for the Teaching of Complex Variable:
Visualizing the Concepts Related to the Mathematical Integration

Process

Francisco Regis Vieira Alves?

a Departamento de Matemadtica e Fisica, Instituto Federal de Educacio, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceard, Fortaleza

Brasil — fregis@ifce.edu.br

Palavras-chave:
Engenharia diddtica.
Visualizacio e ensino.
Integracdo de fungdes.
Varidvel complexa.
Tecnologia.

Keywords:

Didactical engineering.
Visualization and
teaching. Integration of
functions. Complex
variable. Technology.

O

Resumo: O presente trabalho apresenta uma proposta, de cunho tedrico e
descritivo, para uma Engenharia Diddtica — ED, para um contexto do ensino de
certos assuntos especificos da Andlise Complexa. Dessa forma, dando &nfase as
duas fases sistemdticas iniciais, nomeadamente conhecidas como andlise preliminar
e andlise a priori, o trabalho tende a acentuar a concepcio, estruturaco e descri¢do
de duas situagdes diddticas de ensino, afetadas pelos pressupostos da Teoria das
Situa¢des Diddticas — TSD. Desse modo, ao assumir um cardter imprescindivel da
habilidade de visualizac@o, consubstanciando uma a¢do do aprendiz na perquiri¢io
de propriedades relacionadas com o processo de integraciio na varidvel complexa, o
escrito indica, ainda, determinados aspectos que devem ser explorados com o
software GeoGebra, com o escopo de evidenciar outras propriedades e significagdes

do simbolo I f(z)dz que extrapolam o sentido matemdtico logicizante.
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Abstract: This paper presents a theorical and a descriptive proposal for a Didactical
Engineering — DE, in the context of teaching of a certain specific subject in Complex
Analysis. Thus, emphasizing the two initial systematic phases, namely known as
preliminary and a priori analysis, it tends to accentuate a design a conception,
estructuration and description of two didactical situations for the teaching, affected
by the assumptions of the Theory of Didactical Situatibons — TSD. Thus, to take as
essential character of the ability of visualization, consolidating an apprentice action
in searching of some properties related to the process of integration in the complex
variable, the works also indicates certain aspects that should be explored with the
GeoGebra software with the scope of enphasize some properties and significations of

the symbol I f(2)dz that go beyond the mathematical and logical sense.
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Introducao

De modo indubitdvel, presenciamos nas ultimas décadas, uma contribui¢do sem
precedentes de um design de investigagdo, origindrio da vertente francesa em Didatica de
Matematica (e tradi¢do francéfona) que, a partir da demarcacido de um campo epistemoldgico
especifico e da andlise e estudo das relagdes de praticas que dele emergem, atingiu um stafus
e reconhecimento internacional de metodologia de pesquisa e, desde a década de 70, tem
proporcionado um progresso evolutivo, cumulativo dos conhecimentos metodolégicos e
diddticos condicionados, epistemologicamente, por teorias matemadticas especificas.

Desse modo, tendo em vista a identificacio da escassez de trabalhos sobre o ensino da
teoria das fungdes na varidvel complexa, propomos uma Engenharia Didédtica — ED, com um
tema relacionado ao processo matemdtico de integragdo de funcdes na varidvel complexa
(ALVES, 2017). No rol de possiveis justificativas sobre a relevancia de sua discussdo e
repercussdo, assinalamos o cardter indefectivel de praticas académicas anacronicas que
persistem em tornar hegemonico o cardter algebrizante e formal de certos contetidos no locus
académico, nomeadamente os conteidos de Andlise Complexa — AC (ALVES, 2017;
ALVES; MARINHO, 2017; ALVES, 2013; AVILA, 1987; MARINHO, 2017).

Por outro lado, por intermédio de uma perspectiva de abordagem metodoldgica
influenciada por alguns autores de compéndios especializados e investigagdes sobre a matéria
assinalaremos, nas segdes subsequentes, o papel da percepc¢do e da visualizagdo (ALVES,
2012), no sentido de proporcionar aos estudantes de um curso de graduagdo, um cendrio de
aprendizagem que ndo negligencia a tecnologia atual e que permite ao expert, vislumbrar
determinados momentos dialéticos na mediacdo e no real funcionamento da sala de aula.

Ademais, tendo em vista a descricdo das fases iniciais de uma ED, conhecida na
literatura como andlise preliminar e andlise a priori, abordaremos e descreveremos duas
situagOes-didaticas que evidenciam o cardter dual de conceitos matematicos especificos no
ambito dos estudos da AC. De modo prosaico, a perspectiva epistemoldgica que passaremos a
discutir, permite a significagdo de conceitos cldssicos em AC, do ponto de vista matemadtico,
bem como do ponto de vista fisico interpretativo (POLYA; LATTA, 1974)

De forma imediata, assumindo alguma familiaridade do leitor com determinados
pressupostos de uma ED, bem como suas exigéncias e considerdvel sistematiza¢do, no
préximo segmento discutiremos, com brevidade, os elementos que concorreram para a sua
evolugdo e conquista de um espaco académico. Logo em seguida, apds demarcar nosso campo
de interesse epistemoldgico, descreveremos os elementos tedricos que constituem o fio

condutor para nossa ED que restringir-se-4, no presente caso, ao contexto puramente tedrico.
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Sobre a Engenharia Didatica (Classica) (ED)

Recordamos que “o término de uma Engenharia Didatica designa um conjunto de
sequéncias de classes de situacdes concebidas, organizadas e articuladas no tempo, de
maneira coerente por um professor-engenheiro, com o fim de realizar um projeto de
aprendizagem para uma populacdo determinada de alunos” (DOUADY, 1995b, p. 62). “No
ponto de partida de um processo de uma Engenharia Didética, estamos localizando um
conteddo ou problema concreto para ser ensinado e aprendido e geralmente um problema
didatico relacionado a ele” (BARQUERO; BOSCH, 2015, p. 251).

Reconhecemos, entretanto, uma profusio de trabalhos (ALVES, 2011) que permitiu a
consolidag¢do e a demarcag¢do de um campo de estudos aprofundados, bem como a evolugio
de um design de investigagdo cientifica (MARGOLINAS; DRIJVERS, 2015), que se apoiou
numa metdfora que remete a um planejamento sistemdtico de um engenheiro, tendo em vista a
concepcdo e ajuste de um projeto preciso. Desse modo, a terminologia Engenharia Diddtica —
ED foi usada para designar um modus operandi de investigagdo ou ainda como “uma
metodologia para a analise de situagdes didaticas” (ROBINET, 1983, p. 2).

Margolinas (2004, p. 3) menciona que “um campo de estudo ndo se constroi sem uma
historia”. E, deste modo, Margolinas (2004, p. 3) fornece dois elementos que concorreram em
sua génese, a saber: os de natureza histérica e outros de natureza tedrica, para a constituicao
da Diddtica da Matemadtica. A Diddatica da Matemadtica francoéfona se apresentou
historicamente nos anos 60, num contexto de crise e influéncia do pensamento bourbakiano.
Como de costume, “o surgimento deste campo se mostrou em oposi¢do a certas correntes de
pensamento e de pesquisa e em concordancia com outras”. (MARGOLINAS, 2004, p. 3).

Margolinas (2004, p. 4) esclarece que “a proximidade natural da Didatica da
Matemadtica com a Matematica tem sem divida uma vinculagdo com um papel e funcio de
natureza epistemologica e metodologica” e, dessa forma, tanto a ED, bem como outras
perspectivas de teorizagdo de determinados fendmenos precisos da realidade como, por
exemplo, a Teoria das Situagbes Didaticas — TSD, detém o potencial de permitir a
identificacdo de elementos invariantes ou assume lugar especial, na medida em que nos
atemos aos fendmenos de ensino e da aprendizagem em Matematica.

De acordo com extensa literatura (ARTIGUE, 1984, 1989; 1995; HADDAD, 2012;
LABORDE, 1997; ROBINET, 1983), identificamos as cldssicas etapas previstas por uma
Engenharia: (1) andlises preliminares; (2) andlise a priori; (3) experimentacdo; (4) andlise a
posteriori e validagdo. Adotaremos a perspectiva de Almouloud (2007) com o intuito de
distinguir na etapa da andlise a priori, o momento de descri¢do e concepcdo (e discussdo
tedrica) de situagdes diddticas para o ensino de determinadas nogdes, intimamente

relacionadas com o processo de integragdo de fungdes na varidvel complexa. Na figura 1
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seguinte, divisamos um esquema mnemonico proposto por Barchero e Bosch (2015) no
sentido de situagdo os pressupostos didaticos e cientificos envolvidos no uso do design de
investigacdo que conhecemos como Engenharia Didética (ED) e as fases correspondentes
indicadas.

Barchero e Bosch (2015) explicam a primeira fase da seguinte forma:

A primeira fase, denominada andlise preliminar, inclui principalmente um
questionamento epistemoldgico do contelido matemdtico em jogo e da necessidade
de introduzi-lo na escola, e um estudo das condi¢des e restricdes oferecidas pelas
institui¢des onde o ensino e o processo de aprendizagem deve acontecer. Este € um
primeiro passo essencial em que as hipdteses de pesquisa sdo formuladas e o
conteido matemdtico a ser ensinado e aprendido é questionado, geralmente
considerando diferentes tipos de fendmenos didéticos hipotéticos envolvidos. E
também nesta fase que os resultados de pesquisas anteriores podem ser reinvestidos.
(BARQUERO; BOSCH, 2015, p. 251).

Logo em seguida, Barchero e Bosch (2015) explicam a segunda fase de uma ED:

A segunda fase diz respeito ao projeto e andlise a priori. Esta fase corresponde para
a declaracdo de como o conteido em jogo € considerado ou modelado dentro
pesquisa diddtica. Um nivel matemdtico e diddtico pode ser distinguido aqui,
primeiro “definir” ou “caracterizar” o conteudo (analise matemaitica), ¢ depois
propor como fazé-lo emergir de questdes problemdticas dentro de uma seqiiéncia de
situacdes concretas (andlise didatica). Nos quadros tedricos aqui considerados, estas
andlises sdo realizadas em termos de situacdes matemdticas e diddticas (TDS) ou
praxeologias matemdticas e diddticas (ATD). (BARQUERO; BOSCH, 2015, p.
251).

No que concerne a etapa de experimentagdo, assumiremos uma posi¢do concorde com
Perrin-Glorian e Belleman (2016, p. 25), acrescentando as seguintes terminologias:
realizacdo, observacdo e coleta de dados. Assim, constatamos que “a realizacdo ¢ feita sob a
responsabilidade do professor que lidera a aula. Os pesquisadores observam e coletam dados.
Observagdo e coleta de dados depende naturalmente da questdo de pesquisa € do tamanho da
Engenharia Diddtica” (PERRIN-GLORIAN; BELLEMAN, 2016, p. 25). Aqui, assinalar-se-d
uma aten¢do com a varidvel de pesquisa temporal, posto que, nos estudos em Engenharia
Didatica Classica, ocorreu um desenvolvimento de engenharias extensas e prolongadas, em
consondncia com os problemas investigativos suscitados e perquiridos, bem como, em
consonancia com as hipdteses da engenharia ou as hipéteses didaticas consideradas.

Finalmente, a andlise a posteriori e a validacdo (interna e externa) (LABORDE, 1999)

da Engenharia. Perrin-Glorian e Belleman (2016) explicam aspectos sobre a tltima fase:

Na andlise a posteriori, se torna necessirio distinguir das observacdes, o que se
releva do contingente e o que se releva do necessdrio. A teoria e as hipéteses da
pesquisa conduziram na organizacdo de uma situacdo ou de situacdes, isto é, um
meio e uma sequéncia de questdes atinentes a este meio (milieu) e que a andlise a
priori permite prever que os conhecimentos novos visados podem ser produzidos
pelos estudantes a partir dos antigos conhecimentos e sua interpretacio das
retroacdes do meio que correspondem as suas acdes sobre o meio (milieu)
(BARQUERO; BOSCH, 2015, p. 251).

Diante do cendrio anterior, a andlise a posteriori permite prever se o meio, se 0

cendrio demarcado para o desenvolvimento das sequéncias, permitiu a determinacido e
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determinacdo de informagdes representativas e ndo secundarias para a investigagdo. “O
confronto da andlise a priori com a andlise a posteriori permite retornar a situacdo ao mesmo
tempo (mudar o ambiente ou as condicdes de interagdo do aluno com o meio) e na teoria
(revisdo das hipoteses, refinamento de certos conceitos tedricos)” (PERRIN-GLORIAN;

BELLEMAN, 2016, p. 27). Abaixo divisamos sua organizagdo sistemadtica para a pesquisa.

Science of Didactics
Froblems, methodologies,
results, theoretical developments

4 )
1. Preliminary analyses
What the content at stake
is, how is, was, could be
taught

2, Design and a priori analysis
Sequence of mathematical
and didactic situations

design

Hypothesis
and questions
Math & Did

4. A posteriori analysis,
validation and 3. Implementation, observation

development and data collection

. ‘In viva” analysis
New conditions, /

\_ regularities, phenomena Y,

Answers and
new questions
Experimental

level

Figura 1 — Barquero e Bosch (2015, p. 252) descrevem as fases de uma Engenharia Diddtica (ED)
Fonte: Barquero e Bosch (2015)

Ademais, tendo em vista o cardter estruturante da teoria € matematizado das situagdes
que buscamos estruturar, prevemos a presenga do professor na participacio do debate coletivo
que deve ser instalado, a partir das relagdes entre a triade (alunos — professor — conhecimento)
(DOUADY, 1995a). No proximo segmento, passaremos a identificar/demarcar nosso campo

epistemoldgico de interesse e, de modo especial, evidenciaremos o processo de integracao.

Sobre o processo de integracio na variavel complexa

Reconhecidamente, o processo de integragdo de fungdes na varidvel complexa
representa a generalizacio de certos elementos que costumeiramente deparamos na teoria das
fungbes de uma varidvel real (BOTTAZZINI, 1986). Shokranian (2011, p. 143) esclarece

nossa ilagdo que revela um ponto de vista matematico ampliado quando observa:

Na teoria das fun¢des reais, originalmente, a integracdo foi usada para calcular a
drea de uma figura geométrica ou o volume de um sdélido. Diferentemente, na
varidvel complexa, a teoria da integracdo é uma ferramenta para estudar funcdes
analiticas, tais como os Teoremas de Cauchy e outros que mostraremos. Por outro
lado, uma das aplicacdes fundamentais das integrais das fungdes complexas €
também o célculo das integrais definidas de uma varidvel real [...] (SHOKRANIAN,
2011, p. 143)
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Shokranian (2011) faz referéncia de modo direto ao processo de integragdo de func¢oes
na varidvel complexa e, com origem no excerto acima, podemos conjecturar a possibilidade
de surgimento de certos entraves, quando nos atemos ao ensino e a aprendizagem desse
conteddo no locus académico. Por outro lado, em alguns de nossos trabalhos, temos
propugnado o carater imprescindivel da habilidade cognitiva que nominamos por visualizagdo
e a percepcdo de determinadas propriedades matematicas (ALVES, 2016).

Com efeito, assumimos posi¢do concorde com Medvedev (1991), Needham (2000),
Wegert (2012) e, sobretudo, com a perspectiva de Polya e Latta (1974). Esses tltimos autores
desenvolvem uma abordagem geométrica, com apelo a determinados elementos e fendmenos
fisicos, relativamente ao processo de integracio de fungbGes na varidvel complexa,

manifestando uma  interpretacio  diferenciada para a  seguinte  simbologia

I f(2)dz = I f(x+1iy)dz ., aonde f € uma funcdo na varidvel complexa e y designa uma
e e

curva ou um caminho descrito por y :[a,b] = C, a,beIR. Observamos, ainda, que ¥
descreve uma parametrizacio da curva (MEDVEDEV, 1991).

Por outro lado, a partir de uma inten¢do metodolégica que entendemos ser
diferenciada (ALVES, 2018), para a abordagem de AC, Polya e Latta (1974) fazem agregar
significados fisicos para o processo matemadtico de integracdo. Nesse sentido, com o escopo
de descrever uma interpretacio fisica para fungdes do tipo f(z) = f(x+1y) estabelecem:

Vamos focar nossa atencio num ponto em um rio largo, fluindo de forma constante.
Muitas particulas passam por tal ponto, sempre particulas diferentes passam, porém,
todas passam com a mesma velocidade se o fluido for realmente estdvel. Todavia,
uma certa velocidade pertence a tal ponto, representada por um vetor possuindo uma
magnitude definida e direcdo. De modo geral, a cada ponto da corrente fazemos
corresponder um vetor, representando a velocidade do fluxo no ponto. O fluxo
constante de um rio nos sugere um importante conceito de campo de vetores.
(POLYA; LATTA, 1974, p. 61)

O expediente metaférico dos autores acima evolui, com o cuidado matemadtico
necessario, com 0 €sCopo que pensamos ser o mais importante e vinculado ao nosso assunto,
na direcdo de uma interpretagdo fisica para uma integral de linha, para fungdes de varidvel
complexa. Com efeito, com arrimo do apelo mnemodnico que vislumbramos na Figura 2,
compreendemos o esfor¢o metodoldgico dos autores no sentido de uma transposicdo diddtica

(CHEVALLARD, 1991), de cunho intuitivo e interpretativo para a no¢do de integral.

wdz = work + i flux
c

Figura 2 — Polya e Latta (1974, p. 146) propugnam uma significagfo fisica para a nogéo de integral de linha
como a contribui¢do do fluxo e do trabalho
Fonte: Polya e Latta (1974)
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Niao obstante, antes de atingirmos o patamar de discussdo envolvendo o significado
matematico pretendido na Figura 2 acima, precisamos compreender de que forma uma funcéo

analitica, na varidvel complexa, produz um campo vetorial, com divergéncia nula € se mostra

irrotacional, ou seja, vale que: div(v_v) =0 e rot(v_v) :(0,0,0) =0 . Para tanto, Polya e Latta

(1974, p. 143) aconselham em considerar “um vetor w=u+iv associado a cada ponto (x,y)
de um dominio bidimensional. Neste campo, desenhamos uma curva C com ponto inicial a €
ponto final b”. Pouco mais adiante, os autores mencionam que o vetor w=u+iv pode ser
considerado com uma for¢a, ou uma densidade atual num fluido ou fluxo bidimensional.

Os autores advertem que cada interpretacio do campo vetorial produz uma
interpretagdo prépria da curva C. De fato, quando consideramos W=u+iv como uma
forca, o expediente da abordagem de Polya e Latta (1974, p. 143) consiste em pensar a curva
C como um caminho, ao longo do qual uma particula material se desloca. A dire¢do de tal
movimento, representado por um vetor tangente unitdrio a curva C, indicado por e, em que

'z' € o angulo entre a tangente e o eixo positivo das abcissas. (Figura 3, ao lado direito)

pil

git

) " o) ()

Figura 3 — Polya e Latta (1974, p. 143) produzem uma significacdo dual para um vetor v_v afim de descrever o
processo de integracio
Fonte: Polya e Latta (1974)

Por outro lado, podemos interpretar o vetor w =z +iv como “a densidade atual,

entdo ¢ natural considerar C como uma fronteira relativamente a qual um ponto material se
move. Para tal movimento, o vetor normal unitdrio a curva serd e”, é importante” (Idem,
1974, p. 143). Nesse caso, entdo, o dngulo 'v' € o dngulo entre a normal ¢ o eixo positivo das
abcissas. Logo em seguida, com origem na Figura 3 - I, Polya e Latta assinalam a seguinte
relagdo e”” =7 -e” oriunda das escolhas anteriores.

Ademais, obtemos ¢ =cos7 +i-senz =i-(cosv+i-senv) = ((—senv)+icosv)=i-e"”

e, assim, vale cos7 =—senv e senr =cosV (*). No passo seguinte, passam a considerar as
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projecdes de w = u + iv nas dire¢Oes tangente e normal a curva C que chamamde w, e w,,

respectivamente. Ora, sdo ndmeros reais, € sdo uteis no cdlculo/determina¢do de varias
quantidades fisicas. Nesse cendrio, Polya e Latta (1974, p. 144) comentam, inicialmente, uma

interpretagdo fisica para a no¢do de integragdo:

Considerando o vetor w como uma forca, podemos computar o trabalho realizado

pelo transporte de uma particula material ao longo de C de a até b. Dada, entdo, ds
para ser a diferencial do arco de C no ponto z. A contribui¢do deste elemento de

arco para o trabalho realizado é WTdS , isto &, a projecdo da forca vezes a

distancia, assim, o trabalho total & dado por J-wTdS . (POLYA; LATTA, 1974,

C
p. 144)

Reparemos, no excerto anterior, que a consideracdo passada do simbolo I confirma
C

que os autores incluiram, no raciocinio anterior, a contribui¢do de todos os elementos de arco

da curva C, sob um viés de interpretacdo mediante a nog¢do de trabalho. E, logo em seguida,

indicam outra forma de significar e interpretar os mesmos elementos do tipo “w _ds . Com

efeito, “consideraremos w como a densidade atual”. Por tal expediente, passam a levar em

considera¢do uma quantidade de matéria atravessando os elementos de linha ds, por unidade
de tempo em w,_ds ou, a componente normal vezes o comprimento de linha cruzado”

(POLYA e LATTA, 1974, p. 144). De modo similar ao caso visto, a quantidade total de

matéria atravessando C por unidade de tempo, o fluxo ao longo de C, € entdo indicado por

vads .
C

Ora, de acordo ainda com a Figura 3 — II (indicada acima), os autores escrevem

ir

w =R-w-e" = |w| -cos(r —argw) =u-cost+v-senz. E, de modo semelhante,

iv

indicam ainda w, = R-w-e " = |w| -cos(v —argw) = u-cosv—+ v-sen v . Por
outro lado, reparemos que Iwrds = I(u COST +V-sen z')ds e vads = I(u cos vV +v-sen V) ds .
C C C C

. . . . ~ X
Ora, com origem na Figura 2 — (IV), extraimos as seguintes relagdes: d—zcosr e
s

? =cos 7 (ver as Figuras 3 — Il e 3 — IV).

S

(**). Em

senv-ds = —dx

) ) cosT-ds =dx sent-ds =dy
Com origem nas relagdes (*), vemos ainda e
cosv-ds =dy

seguida, incorporando as relagdes (**) nas expressdes que correspondem Iwrds e vads .
C C

estabelecem ainda que: J‘wra’s = Iua’x +vdy e vads = Iudy —vdx .
C C C C

10
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Por fim, recordando que vale a relagio dx+idy=ds e que

Jwrds +i-Jdes = j(u — iv)(dx+idy) = jwdz . Por fim Polya e Latta (1974, p.

C C C C

TRABALHO FLUXO
146) acentuam a relevincia do seguinte feito: temos encontrado uma interpretagdo fisica para
uma integral de linha complexa.

Podemos reinterpretd-la por uma via sugestiva, € ndo essencialmente ortodoxa, da
seguinte forma mnemonica indicada dez =(TRABALHO)+i-(FLUXO)
INTEGlgAL DE LINHA

(ver Figura 1).

Antes de concluir, ao consultarmos alguns livros de AC e investigagdes (LINS NETO,
1996; BRADEN, 1985; CONWAY, 1978; FLANIGAN, 1972; GLUCOFF, 1993; GONG,
2001; GROHOLZ, 2013; PEREZ, 2012; SANTOS, 1998; SOARES, 2014), cujas publica¢cdes
se mostram relativamente recentes e atuais, podemos considerar uma funcido derivdvel

f(2)=uz)+iv(z) =u(x,y)+iv(X,y), isto €, dado um ponto z,<€ Dom(f(z)), existe uma
vizinhanca A(z,,r) C A(aberto), de modo que existe [ '(z,).,paratodo Vze A(z,,r).

Ora, com origem em argumentos cldssicos da teoria, podemos garantir as relacdes de

compatibilidade de Cauchy-Riemann (SHOKRANIAN, 2011), descritas

ou (x,y)= v (x,y), ou (x,y)=— ov (x,y) ou, equivalentemente, teremos:
ox oy oy ox

Jy

Mas, do CVV, sabemos que a divergéncia (campo escalar) e o rotacional (campo

M )= 9= 0.2 )+ 2 (6, 3) =0 e tomando w= (ux, y)—v(x, ).
Ox Ox oy

vetorial) obtidos de um campo vetorial bidimensional sdo definidos, respectivamente, por

div(w) = Z—Z(x, V) %(x, ) e rot(w) = [0, 0, %(x, V) %"(x, y)J.

Isto €, se no ponto z,=(x,,y,) valem as condi¢des de Cauchy-Riemann, teremos
dessa forma que div(w) =0 e tot(w) = (0,0,0) =0.

Para concluir a presente secdo, assinalamos ainda a interpretacdo intuitiva propugnada

por Polya e Latta (1974, p. 146), quando grafam, de modo pouco ortodoxo, o seguinte

simbolo Eﬁ wdz = [ﬁ w dz +i- Eﬁ w, dz = Trabalho +iFluxo .
(&) (&) (&)
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Por fim, os autores fornecem uma interpretagdo intuitiva de um teorema cldssico em
AC, descritos pelos compéndios especializados por Teorema de Cauchy e, ressignificado da

seguinte forma comentada por Polya e Latta (1974):

Agora, assumimos que a fungdo w € analitica através de um dominio

DcC

plano incluindo seu bordo definido a partir de uma curva C. Entdo, como

vimos na se¢fio 3.5, o campo vetorial w terd a divergéncia nula e irrotacional.
Desde que ¢ irrotacional, o trabalho realizado ao longo da curva C desaparece. E
como sua divergéncia € nula, o fluxo total ao longo da fronteira da curva
desaparece. Isto €, ambas as partes do lado direito desaparecem e se anula o lado
direito. Temos obtido, assim, uma forma intuitiva da demonstracdo do Teorema de
Cauchy. (POLYA; LATTA, 1974, p. 146).

Para concluir a presente se¢do, cujo contetdo se insere na etapa cldssica e que marca o
inicio de uma ED, chamada de andlises preliminares, envolvendo a andlise epistemolégica do
contetdo visado, indicaremos uma tltima figura, que envolve uma discussdo comparativa dos
dois processos de integracdo, no caso da varidvel real (3 — I) e da varidvel complexa (3 — II).
No caso do processo ao lado direito da figura abaixo, Polya e Latta (1974, p. 148) se
evidencia pela “existéncia de um limite menos intuitivo”, quando comparado com o primeiro

caso, bem como o significado geométrico envolvido.

- ___________________________|
(Z) ()
b= Zn
%4
zp
| L
1
| ™~
: : ‘-“-""‘-——'_ k9 24
|| : a = zp
I 1
| I 2
a=xg Xg -1 Ek X Xn= b -
|

Figura 4 — Discussdo comparativa do processo de integracéo na varidvel real - 1 e na varidvel complexa — 11
abordada por Polya e Latta (1974)
Fonte: Polya e Latta (1974)

Analises preliminares

Margolinas (2004) explica que em uma instituicdo didatica, a inten¢do de ensinar €
manifestada pelos seus atores. Uma situagdo didética retine estes atores em torno da intengdo.
Temos, todavia, dois problemas centrais pontuados por ela, a saber: (i) da relacdo entre saber
e a origem da intencdo de ensinar ¢ a construcdo de uma situagdo diddtica; (ii) e da
reconstru¢do das condi¢des de construcdo de um conhecimento matemaético.

Por outro lado, apontamos as implica¢des para ambos os itens indicados no pardgrafo
anterior. Com efeito, Brousseau (1986) fornece a indicag@o de elementos essenciais a prdxis
do professor, ao mencionar que ¢ necessario “poder comparar, ndo apenas os resultados, mas

também as condi¢des nas quais eles foram obtidos e de modo que tais condi¢des sejam
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reprodutiveis”. (BROUSSEAU, 1986, p. 3). Outrossim, o pesquisador francés esclarece a

possibilidade de “reprodugdo” no ensino de Matematica, quando acrescenta ainda que:

Esta reprodutibilidade implica uma descricdo, no ingénua, de todas as condig¢des
observadas, mas seletivas e que repousam sobre uma escolha pertinentes as
variagOes possiveis de efeitos reconhecidos. A reprodutibilidade repousa, entfio, na
compreensdo dos fendmenos fundamentais, isto &, do tecido de relacdes atestadas,
constituindo a teoria e permitindo se escolher as condi¢des de ensino, de explicar
seus efeitos e de prevé-los. (BROUSSEAU, 1986, p. 3).

Para concluir a presente secdo, recordamos que, de modo sistemdtico, conforme
Artigue (1995a), nesta etapa consideramos: uma andlise epistemoldgica dos contetidos
visados no ensino (indicada na secdo anterior); andlise dos entraves no campo de ensino em
que pretendemos realizar uma agdo didatica; exame das concepgdes e conhecimentos prévios
dos alunos e, por fim, andlise do ensino atual (inspe¢do dos compéndios especializados) e
seus efeitos. Por fim, todos os elementos anteriores levam em consideragdo os objetivos desta
investigacdo que indicamos na secdo precedente.

Ora, tendo em vista os limites de trabalho atual e nosso escopo de investigacdo, ndo
realizaremos o exame das concepgOes prévias dos estudantes, bem como, ndo nos
aprofundaremos numa inspecdo das abordagens dos compéndios sobre o tema de nosso
interesse. Por outro lado, a partir de uma apreciacio de alguns estudos empiricos
investigativos na drea, podemos depreender que, em sua grande maioria, as investigagdes no
ambito do ensino de AC, se detém ao ensino de conceitos introdutdrios. Outrossim,
registramos o expediente empregado por autores estrangeiros com o intuito de evidenciar o
papel primordial da visualizacdo para o entendimento do corpus tedrico matemdtico que
constitui o habitat de nossa atencdo (KRANTZ, 1990; POLYA; LATTA, 1974; WEGERT,
2012). Na se¢do subsequente introduzimos a discussdo de nogdes ndo discutidas na literatura,

diante da exploragdo didatica da visualizagdo para o ensino de AC (ALVES, 2016).

Analise a priori

Para efeito de maior sistematizagdo, assumiremos que uma situagdo-problema envolve
“a escolha de questdes abertas e/ou fechadas numa situacdo matematizada ou menos
matematizada, vinculada a um campo de problemas colocados em um ou varios dominios de
saber” (ALMOULOUD, 2007, p. 174). Outrossim, nas duas situagdes-problema que
abordaremos na presente se¢do, assumiremos os pressupostos € a sistemadtica prevista pela
ED. Ademais, tendo em vista a consideracdo de uma perspectiva de influéncia de carater
metodolégico, assinalaremos a dialética dos momentos de agdo, formulagdo, validagdo
(BROUSSEAU, 1986) ¢ a fase de institucionalizacdo (ALMOULOUD, 2007).

Recordamos, ainda, que no momento das andlises preliminares, a previsibilidade das

varidveis micro-diddticas (responsdveis por uma organizagdo local da ED), devem ser
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definidas. Assim, apoiando-nos as concepgdes de Artigue (1995), acentuamos: a dimensdo
epistemoldgica associada as caracteristicas do saber em jogo; a dimensdo cognitiva, associada
as caracteristicas cognitivas do publico alvo; a dimensdo diddtica, associada as caracteristicas
do funcionamento do sistema de ensino. Todavia, desconsideraremos uma analise
institucional, posto que nossa discussdo envolve um planejamento para uma eventual
experimentacdo em sala de aula.

Antes de concluir, acentuamos que o planejamento e escolha das varidveis micro-
didaticas condicionam a organizacdo da sequéncia estruturada visando o ensino. Nao
obstante, as varidveis macro-didaticas, concernentes a organizacio da ED, sdo condicionadas
ainda pelo contetido didatico (ARTIGUE, 1995). Por fim, um elemento que ndo podemos
perder de vista diz respeito ao controle do significado produzido a partir das interagdes entre a
triade cldssica, indicada por especialistas franceses por aluno-professor-saber matematico
(DOUADY, 1995b; LABORDE, 1997).

Tendo em vista as limitagdes do presente texto, de modo resumido, podemos apontar
que a etapa de andlise a priori permanece fundamentada a partir do estabelecimento de um
conjunto de hipétese de investigacdo. Isso posto, indicamos: (1) a exploragdo da tecnologia
permite a mobilizagdo de conhecimentos estimulados pela visualizagdo e percepg¢do de
propriedades atinentes ao processo de integracdo e sua interpretacdo geométrica; (2) uma
mediacgdo diddtica apoiada no software se mostra afetada/modificada (ARTIGUE, 2013); (3) o
uso do software permite tornar menos hegemonico o trato eminentemente analitico, formal e
logicizante da teoria matemadtica. Ndo perseguiremos respondé-las ao decurso das proximas

secoes, entretanto, sdo passiveis de adaptacdes tendo em vista uma experimentacio em sala.

Concepcio e construcio de situacoes didaticas

Vale recordar que na discriminacdo e escolha das hipéteses, o engenheiro-professor
decide um lapso temporal envolvendo o entendimento de determinado fenémeno de ensino ou
de aprendizagem. Em nosso caso, quando nos debrugamos nas trés hipoteses aqui formuladas,
notamos que parte delas possui uma carateristica de adequacdo, segundo preconiza Artigue
(1995, p. 49), entretanto, outras envolvem e exigem a proposi¢do de outras investigagdes que
ultrapassam os limites de nossa discussdo, ndo obstante, com as caracteristicas aqui
apresentadas, nosso projeto de engenharia devera levar em consideragdo “os registros dos

estudos de caso, nos quais, a validacdo ¢ essencialmente interna” (HADDAD, 2012, p. 19).
Situa¢io-problema I: Considerando a fungdo polinomial F(z)=z’+4, verificar: (i)
sua parte real e imagindria; (ii) a partir da expressdo F(z)=u(x, y)+iv(x,y), descrever o

campo vetorial indicado por wi(x, y):(u(x, ), —v(x, y))(campo vetorial de Polya); (iii)
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avaliar o comportamento da divergéncia e do rotacional; (iv) localizar suas raizes com origem

nos itens anteriores e decidir o comportamento da integral IF (z)dz, aonde C € uma
C

circunferéncia que envolve as raizes da fungdo F(z)=2z"+4.

Comentdrios: Com origem na perspectiva de Polya e Latta (1974), os estudantes sdo
colocados em contato com um cendrio que busca promover a visualizacdo, como elemento
inicial e estimulador de um debate local. Ademais, os alunos devem relacionar as informagdes
sobre a dispersdo ou divergéncia dos vetores do campo num ponto, bem como, a taxa de
circulagdo do volume de um fluido de escoamento bidimensional (rotacional).

Situagdo de agdo. Assumimos como pressuposto de que “a constitui¢do do sentido, tal
como entendemos, implica numa interacio constante dos alunos com situagdes problematicas,
interagdes dialéticas (caso o sujeito antecipe, finalize suas agdes) [...]” (BROUSSEAU, 1998,
p- 117). Assim, de modo preliminar, os alunos manifestam uma ag¢do em situacdo, na
condicdo em que a situacdo problema manifeste um sentido e desperta o interesse dos
mesmos.

Assim, na Figura 4, apresentamos a descricdo das curvas de nivel associadas as
fungdes u(x,y) € v(x,y), no espago IR>. Por outro lado, com arrimo do software GeoGebra,
definimos também as superficies z=u(x,y) € z=v(x,y), descritas no espagco IR’. Tal
cendrio de aprendizagem jd impulsiona a transicdo dimensional IR® = IR’. Ainda, com o
software, proporcionamos o vislumbre, por parte dos estudantes, o conjunto interse¢do
definidas pelas curvas de nivel e também, pelas duas superficies. Na Figura 5, os estudantes
devem identificar dois pontos (na cor rosa), que constituem, precisamente, as raizes da funcio
polinomial F(z)=2z"+4.

Suas raizes sdo localizadas no plano, na medida em que observem as relagbes e
solugdes das equagdes F(z)=z" +4=u(x,y)+iv(x,y)=0+i0. Ou seja, ao lado direito,
relativamente aos pontos de intersec¢do das superficies (Figura 5, ao lado direito), devem

interessar aos estudantes aqueles que anulam as partes real e imagindrias, isto ¢, podem
verificar que |F(Z)|2 = |u(x, y) +iv(x, y)| = (u(x, y))2 +(v(x, y))2 =0+1i0.

Situacdo de formulacdo. Almouloud (2007, p. 38) esclarece que, neste momento, a
troca de informagdes € mensagens entre os estudantes € imprescindivel. Ademais, o resultado
do debate e da dialética “permite criar um modelo explicito que pode ser formulado com
sinais e regras comuns’.

Dessa forma, afim de uniformizar as mensagens e conjecturas formuladas, a partir da
exploragdo da construg¢do dindmica que o professor fornece aos estudantes, do ponto de vista

notacional, os alunos devem inferir F(z)= (x> —y> +4)+i(—2xy) = u(X,y) +iv(Xx,y).
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Portanto, segundo a definigdo, o campo vetorial deve ser indicado por
w(x,y) = (x2 —y*+4,-2 xy).
9. GeoGebra - o[El
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Figura 5 — Visualizagdo das curvas de nivel associadas as partes real e imagindrias da func¢éo e sua

representacio no espago (como supetficies), com auxilio do software Geogebra.
Fonte: Elaboracdo do autor

Na figura 5, os estudantes podem visualizar um campo de dire¢des (na cor verde). E,

com origem nas defini¢des, devem lidar com o campo escalar diviw) =2x—2x=0 e 0

campo vetorial rot(v_v) =(0,0,2x—-2x) =(0,0,0) . Com origem nessas informagdes, o professor
busca extrair as possiveis interpretacdes fisicas para os significados de cada comportamento,
todavia, a representacdo grifica do Geogebra na descrigdo do campo de direcdes relacionados
ao campo m = (x2 —y*+4,-2 Xy) ndo permite a verificagdo, por exemplo, da
variagcdo da magnitude dos vetores nas vizinhangas de cada raiz.

Situacdo de validag@o. Diferentemente da etapa anterior, se mostra necessario “provar
o que foi afirmado na fase anterior” (ARTIGUE, 1984, p. 7-8). E, ainda, Almouloud (2007, p.
39) explica que “¢é a etapa na qual o aprendiz deve mostrar a validade do modelo por ele

criado, submetendo a mensagem matemadtica (modelo de situagdo) ao julgamento de um

interlocutor”.
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Por fim, com origem na seguinte formulacdo simbdlica

[ﬁ wdz = Eﬁ w.dz +i- [ﬁwvdz =Trabalho +iFluxo, indicada na se¢do anterior, 0s
C C C

alunos devem inferir que Eﬁ(z2 + 4)dz = Trabalho +iFluxo =0+i0=0.
C

Situagdo de institucionalizag@o. Almouloud (2007, p. 40) esclarece que “uma vez
construido e validado, o novo conhecimento vai fazer parte do patriménio da classe embora
ndo tenha ainda o estatuto de saber social”. Com tal ponto de vista, o professor poderd
valorizar o papel da visualizagdo tendo em vista a aquisi¢do de uma cultura matemadtica € o
delineamento de hébitos intelectuais aplicaveis em outras situagdes.

Do ponto de vista formal, a fun¢do anterior € uma funcio polinomial do segundo grau,
e, pelo Teorema Fundamental da Algebra (SHOKRANIAN, 2011), deve possuir duas raizes
no plano complexo. Ademais, € sempre analitica e, pelo teorema de Cauchy, que
mencionamos na se¢do anterior, sua integral ¢ sempre nula, numa curva suave C. Vejamos
uma situacdo um pouco mais complicada.

Situacio-problema II: Considerando a fun¢do polinomial F(z)=z"+2z"+8z+5,
verificar: (i) sua parte real e imagindria; (ii) a partir da expressdao F(z)=u(x, y)+iv(x,y),

descrever o campo vetorial indicado por w(x, y):(u(x, ), —v(x, y))(campo vetorial de

Polya); (ii1) localizar suas raizes com origem nos itens anteriores e comportamento da integral

z

IF (z)dz, aonde C ¢ uma circunferéncia que envolve as raizes da
C

fungio F(z) =z +27° +8z+5.
Comentdrios: Diferentemente da situagdo anterior, a decomposi¢do da fungdo
F(z)=z'+2z>+8z+5 pode ser obtida com recurso ao software CAS Maple. Com

arrimo da Figura 6, os estudantes devem identificar, ao lado esquerdo, a existéncia de suas

quatro raizes no plano complexo. Por fim, devem comparar o comportamento da integral

_f F'(z)dz numa vizinhanga envolvendo todas as raizes da func¢io polinomial.
C

Situacdo de agdo. O professor repete o procedimento da situagdo anterior, estimulando

o entendimento da transicio dimensional IR> = IR®. Nas figuras 5 e 6, visualizamos uma

vizinhanga A(0,R) que, aparentemente, contém todas as raizes. O professor conduz os

estudantes na percep¢do das propriedades necessdrias para a discriminacdo das raizes.
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Situagdo de formulagao. Com origem na descri¢do analitica
F(z)=z7"+272"+8z+5=u(x,y)+iv(x,y), os estudantes devem lidar com as seguintes
expressdes  u(x,y)=x"'—6x"y +y +2x° —2y* +8x+5 e  v(x,y)=4xy—4xy’ +4xy+8y.
Reparemos que, com arrimo do comando CampoDeDirecoes[ <f(x, y)> | e a definicdo das
funcdes de duas varidveis, ao lado direito, conseguimos determinar sua interse¢cdo com as
fungdes do software.

Ainda nas figuras 6 € 7, os estudantes devem notar a existéncia de quatro pontos (na
cor verde), obtidos com a interse¢dio (planar) das curvas de nivel indicadas
ux,y) =x*—6x>y> +y* +2x° —2y>+8x+5=0 ¢ v(x,y)=4x’y—4xy’ +4xy+8y=0.
Tal condi¢@o deve proporcionar o estudo do comportamento dos valores das raizes.

Situa¢do de validagdo. Como demandado no enunciado, os estudantes precisam
determinar ainda  div(w) = (4x> —12xy> +4x+8)—(4x> —12xy> +4x+8)=0 ¢
rot(v_v) =(0, 0,4x>-12 Xy2—|—4x+8) =(0,0,0). Por outro lado, com auxilio do teorema de Greeen,

poderdo inferir que Eﬁudx +vdy = ” [? — % xdy = ” rot (rv)dxdy = ” Odxdy =0.
C C X C C

Nesta fase, os dados produzidos pelo grupo de estudantes deverd ser confrontado com o
modelo matemaético formal.

Situagdo de institucionalizagdo. Ora, o conhecimento matematico que o expert deverd
convencionar ou fixar (ARTIGUE, 1984, p. 8), seguindo os rituais académicos, indicando o
estatuto cognitivo de um novo saber, rico em relagdes conceituais. Nesse caso, a cultura
matemadtica a ser incorporada e definida pelo professor envolve a producdo de significados
fisicos ao processo de integragdo na varidvel complexa, a partir de uma perspectiva
metodolégica se aproxima do expediente adotado por Polya e Latta (1974). Observamos,
todavia, que o papel oficial assumido pelo conhecimento matemdtico mobilizados nas
situacoes didaticas foi amparado pelo modelo computacional e, a partir da interacdo com o
mesmo, a habilidade de visualizagdo ndo assumiu papel secunddrio.

Antes de concluir, porém, observamos uma importante distin¢do explicada no trecho

que segue sobre a importancia da no¢do de institucionaliza¢io:

A necessidade de institucionalizacdo foi formulada em 1980, assim como a
existéncia de um contrato diddtico implicito; a situagfio didética é observada desde
1982, como uma situacfo a-diddtica imersa em um contrato diddtico e, a0 mesmo
tempo em que surge a no¢do de devolucdo. Todavia, a teoria das situacOes se
desenvolveu, preliminarmente, em torno da caracterizacdo de situacdes a-didaticas
em situacdes quase isoladas do professor, o que constitui que a Engenharia
Diddtica, no seu comeco, era centrada sobre os aspectos matematicos
(epistemoldgicos) e cognitivos, ndo explicitados no papel do professor, ao
momento de mobilizacdo das sequéncias em classe. (PERRIN-GLORIAN;
BELLEMAIN, 2016, p. 13)
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Elementos para uma analise a posteriori

Almouloud (2007, p. 177) comenta que possiveis corre¢oes e ajustes locais ndo podem
ser negligenciados numa aplicacdo empirica. Dessa forma, indicaremos apenas alguns
elementos que carecem de vigilincia num caso de eventual experimentag¢do. Para tanto,
recordamos que “a analise a posteriori de uma sessdo ¢ o conjunto de resultados que se pode
tirar da exploracdo dos dados recolhidos e que contribui para a melhoria dos conhecimentos
didaticos que se tém sobre as condi¢gdes de transmissdo do saber em jogo”.

Nao podemos perder de vista ainda as consideragdes de Laborde (1997, p. 103) ao
mencionar que a validagdo da ED consiste em “comparar os resultados de duas modelizac¢des
diferentes para 0 mesmo objeto”. Nesse caso, sugerimos a confronta¢do dos dados originados
numa mediacdo que desconsidera a tecnologia atual e, explora, de modo hegemdnico, o
cardter formal e matematizado de situacdes problemas da mesma categoria que discutimos ao
longo das se¢des anteriores. Devem ser considerados, ainda, varidveis micro-didaticas quando
lidamos com o aumento do grau da funcdo polinomial e, nesse caso, as manipulagdes de
formulacdo devem exigir, cada vez mais, o uso, em cardter de complementaridade, de outro
software (ALVES, 2014b; 2014c; 2014d).

De fato, na Figura 8, visualizamos a localizacdo de oito zeros, correspondentes as
raizes de uma fungdo polinomial que, podemos depreender de grau no miximo oito. Por outro
lado, quando passarmos a propor atividades estruturadas aos estudantes com outras func¢oes
na varidvel complexa, cujos graus sejam mais elevados, a determinagdo das partes real e
imagindria da fun¢do, bem como a determina¢do dos campos vetoriais associados, cujo
procedimento de determina¢do foi indicado hd pouco, devem incorrer em cdlculos
algoritmicos matemadticos fastidiosos.

Ademais, na Figura 9, exploramos as potencialidades do softiware CAS Maple, no
sentido de proporcionar maiores mintcias sobre o comportamento do campo nas vizinhangas
das raizes. Por fim, no caso de uma eventual experimentagdo, a sintaxe implementada para o
uso de ambos os softwares ndo apresenta extremamente complexidade. Podemos acentuar que
em nossos trabalhos apresentamos vdrios exemplos de exploragdo, em cardter de
complementaridade, o software GeoGebra e o CAS Maple, no sentido de proporcionar um
cendrio de visualizagdo e interpretacdo geométrica de importantes no¢des da AC (ALVES,
2016). Acrescentamos, para exemplificar, uma tltima constru¢do com o software GeoGebra
na Figura 10. Ao lado direito divisamos uma espécie de “cratera” ou “montanha”, cujo
indicativo geométrico, do ponto de vista matemdtico, representa a existéncia de uma

singularidade. Neste caso, os procedimentos que empregamos nas duas situagdes anteriores,

do ponto de vista do emprego da integral IF (z)dz ndo podem ser aplicados em uma
C
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vizinhang¢a do plano complexo, bem préxima ao comportamento inesperado e que, do ponto

de vista geométrico, se verifica.
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A DO gl 40 4N ke D] -
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i
N

\ I! )
N
R 1y

Entrada: CJ i)

Figura 8 — Visualiza¢fo e identificagcdes de relagdes conceituais estabelecidas no contexto de transi¢do do
espaco IR = IR’.
Fonte: Elaboracdo do autor

Figura 9 — Com o CAS Maple os alunos devem visualizar e compreender o comportamento do campo de Polya
nas vizinhancas de cada raiz das equacgoes discutidas.
Fonte: Elaboracdo do autor
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Figura 10 — Visualizacdo do comportamento de uma fungéo na varidvel complexa e a existéncia de uma
singularidade em forma de “vulcido”.
Fonte: Elaboracio do autor

Antes de concluir, acentuamos que Perez (2012), seguindo a perspectiva de Gluchoff
(1993), aconselha em notar que, em torno das raizes (Figura 9, na cor rosa), os vetores tendem
a efetuar uma volta completa e, ademais, as magnitudes relacionadas aos comprimentos dos
mesmos tendem a decrescer consideravelmente. Tal comportamento qualitativo pode ser
incorporado ao patrimdnio geral dos estudantes, na medida em que, ndo negligenciamos o

papel da visualizag¢do para o apoio e evolu¢do dos conhecimentos.

Consideracoes finais

Nas se¢Oes anteriores, abordamos uma discussdo e descricio dos elementos que
consideramos ser os mais proeminentes e imprescindiveis tendo em vista uma transposi¢do
didatica (CHEVALLARD, 1991) que visa modelar situagdes didaticas que proporcionam um
cendrio de aprendizagem envolvendo elementos que estimulam/promovem a visualizagdo de
propriedades matematicas (ALVES, 2011) relacionadas, de modo particular com o histérico
processo de integracdo de fungdes na varidvel complexa (HAIRER; WANNER, 2008).

Dessa forma, por intermédio de uma mediacdo que ndo desconsidera a tecnologia
atual, com arrimo do software GeoGebra, discutimos duas situacdes-didaticas, profundamente
matematizadas e condicionadas por uma teoria de base e que, sob a perspectiva da TSD,

temos capacidade de distinguir os momentos dialéticos de acdo, formulacdo, validagdo e
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institucionalizac@o. E, por intermédio de um expediente que fornece aos estudantes um
cendrio de aprendizagem (ver figuras 4, 5 e 6) que estimula a ag¢do dos estudantes, por
intermédio da visualizacdo e exploragdo de propriedades grafico-geométricas, temos a
possibilidade de estimular um tirocinio que pode apoiar um entendimento de cunho mais
abstrato, atinente a determinados teoremas classicos em AC.

Outrossim, advertimos uma confusdo constante na adog¢do de quadro tedricos que
consubstanciam o desenvolvimento de investigagdes da drea que abordamos. Nesse sentido,
ndo podemos confundir/comparar um design de investigacdo que busca explicar/compreender,
desde o inicio, fendmenos de ensino e de aprendizagem, intrinsecamente condicionados pelo
campo epistémico do saber cientifico matemdtico, com um quadro de pesquisa (categorias de
investigacdo) e investigagdo “exportados” de outras areas de conhecimento que, em sua
origem, sdo amalgamados por priticas, concepcdes e relagdes que ndo se originam das
interagdes caracteristicas do tridngulo didético cldssico: professor — aluno - saber matematico.
Nesse sentido, e Engenharia Didatica, do ponto de vista da teoria e da pratica aplicada ao
funcionamento da sala de aula, apresenta um potencial natural de se fazer aderir aos reais
problemas de funcionamento de uma aula de Matemadtica. Ndo obstante, ndo podemos
descrever nenhuma ilacdo a respeito de teorias ou pressupostos metodolégicos derivados de
outras praticas distintas e apartadas dos fendmenos de ensino e de aprendizagem em
Matematica.

Recordamos, por exemplo, que “um curioso aspecto da Analise Matematica dos anos
em torno de 1800, correspondeu ao uso da varidvel complexa para avaliar determinadas
integrais definidas” (GRAY, 2010, p. 59). De modo semelhante, propugnamos uma espécie
de transi¢do ou “passagem” semelhante, na medida em que, os cenarios de aprendizagem
apoiados pelo uso do sofiware, promovem a transicdo para uma interpretacdo gréfico-
geomélrica e, do ponto de vista das propriedades fisicas discutidas por Polya e Latta (1974) e
que se mostram desconsideradas por outros autores e, ainda, quando lidamos com teorias
abstratas, como no caso da varidvel complexa, determinadas integrais especiais (AVILA,
1987), podem ser interpretadas com o uso da tecnologia atual.

No que concerne as varidveis micro-didaticas, apregoamos que o estimulo do
entendimento de propriedades fisicas (como o rotacional e a divergéncia do campo)
possibilita uma via alternativa para o entendimento da abstrata e geral no¢do da integral de
linha ou processo de integracdo sobre um caminho no plano complexo. Em nossa mediacio,
temos apregoado a exploragdo, em cardter de complementaridade, do CAS Maple e do
software Geogebra, posto que, alguns calculos algébricos elevados (das fun¢des polinomiais),

podem conduzir a algumas limitagdes do Geogebra.
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Por conseguinte, com a exploracio moderada da tecnologia, podemos evitar o
emprego precipitado e hegemonico do rigor matematico, uma vez que, “torna-se dificil de
acreditar que o rigor tenha encontrado na matemdtica de maneira repentina, tendo se
estabelecido de uma hora para a outra com o padrao definitivo” (SCHUBRING; ROQUE,
2016, p. xi).

Antes de concluirmos, temos assinalado em nossos trabalhos os inimeros problemas e
entraves enfrentados pelos estudantes, desde seu contato com a teoria das fun¢des em uma
varidvel real, passando pelo estudo da teoria das fungdes em vdrias varidveis (ALVES, 2014a;
2014b; 2014c, 2014d, 2015; ALVES; BORGES NETO, 2011; ALVES; BORGES NETO;
ALVES DIAS, 2012) e, finalmente, como o primeiro contato com as func¢des na varidvel
complexa.

Na Figura 11, exibimos, do ponto de vista notacional, um processo de transi¢do que
envolve o estudo académico compulsério de tépicos especificos no locus académico, todavia,
ainda se observa determinado grau de escassez de pesquisas enderecadas aos intimeros
problemas derivados do seu ensino e de sua aprendizagem (ALVES e MARINHO, 2017). Na

Figura 10, exemplificamos o caso do processo de integragdo.

ab

fode = [T ey indy

TRANSICAQ COMPLEXADO CALCULO (TCC)

Figura 11 — Descri¢éo do processo de Transicdo Interna do Célculo e Transi¢do Complexa do Calculo (TCC)
Fonte: Elaboracio do autor

Por fim, apesar de formuladas e indicadas nas décadas passadas, indmeras questdes
preocupantes e entraves apontados pelos investigadores da vertente francesa ainda preservam
sua atualidade e vigor cientifico que os chancela a verificagdo de implica¢cdes no ensino de
assuntos matematicos avangados abstratos, cujo conhecimento didatico € metodolégico ainda
carece de incrementos.

Além disso, a identificacio de uma vigilancia académica no ambito do ensino
académico, como buscamos discutir ao decorrer do escrito atual, incide no sentido de evitar
que as recomendacdes de especialistas da vertente aqui discutida ao decurso do trabalho,

permanec¢am numa situacdo de oblivio total.
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