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Resumo: O estudo de Geometria Esférica e Hiperbolica, devido sua importancia, ¢ um dos contetidos mais ressaltados
entre diversos pesquisadores no ensino de Matemadtica. Entretanto, devido sua complexidade dos conceitos relacionados
a esse tema, aliada a caréncia de linhas metodoldogicas para sua abordagem em sala de aula, dificulta o pensar do
estudante de compreender o mundo que vive. Com isso, neste artigo apresentamos um relato parcial de uma pesquisa de
mestrado, de cardter qualitativo, a qual teve como objetivo analisar se a utilizacao de diferentes atividades, por meio de
uma sequéncia didatica para o ensino de Geometria Esférica e Hiperbdlica, permite aos estudantes do Ensino Médio,
compreender a existéncia de uma pluralidade de modelos geométricos no espaco em que vivem. Para isso, realizamos
uma pesquisa participante com 14 estudantes da 2* série do Ensino Médio de uma escola da rede publica de Tijucas,
Santa Catarina. A pesquisa foi embasada e discutida a luz da Teoria da Aprendizagem Significativa de Ausubel. A
pesquisa foi dividida em trés momentos: no primeiro foi aplicado um pré-teste, no segundo momento ocorreu a
aplicacdo da sequéncia didatica, e por fim, foi aplicado um pés-teste. Os resultados evidenciam que, apds a sequéncia
didatica a maioria dos estudantes conseguiram assimilar, diferenciar e reconciliar conceitos de Geometria Euclidiana,
Esférica e Hiperbdlica. Por ser um tema ainda novo nos bancos escolares, houve estudantes que permaneceram com um
posicionamento euclidiano frente ao problema nio euclidiano.

Abstract: The study of spherical and hyperbolic geometry, due to its importance, is one of the most highlighted content
from many researchers in teaching Mathematics. However, the complexity of the concepts related to this topic, coupled
with lack of methodological guidelines for their approach in the classroom hinders student to understand the world you
live. Thus, in this article we present a partial report of a qualitative research, which aims to analyze if the use of
different activities, through an instructional sequence for teaching spherical and hyperbolic geometry, allows high
school students to understand the existence of a plurality of geometric models in the space in which they live. For this,
we conducted a survey with 14 students participating in the 2nd grade of public high school in Tijucas, Santa Catarina.
The research was based and discussed on the light of Ausubel’s Theory of Meaningful Learning and was divided in
three stages: the first was administered a pre-test, the second time was the implementation of the instructional sequence
and, finally, we applied a post-test. The results show that after the instructional sequence most students were able to
assimilate, differentiate and reconcile concepts of Euclidean and spherical and hyperbolic geometries. Because the
subject was still new in school enrollment, there were students who remained with a Euclidean position on the non-
Euclidean problem.

Palavras-Chave: Geometria esférica e hiperbdlica,aprendizagem significativa, ensino de matemadtica, sequéncia
didatica

Keywords: Spherical and hyperbolic geometry, meaningful learning, mathematics teaching, didactic sequence.

Introducao

O presente artigo tem como objetivo apresentar a sequéncia diddtica utilizada para tratar de
conceitos de geometria ndo euclidiana no ensino médio, desenvolvida como dissertagdo de
mestrado, no Programa de P6s Graduagdo em Ensino de Ciéncias Naturais e Matematica, drea de
concentracdo Diddtica da Matemadtica, realizada na Universidade Regional de Blumenau, Santa

Catarina e concluida no ano de 2013.

Tradicionalmente, os conhecimentos geométricos abordados em sala de aula se restringem

as relagdes logicas e construgdes de simbolos advindos de uma Geometria dedutiva e axiomadtica,
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estabelecida na Grécia ha cerca de 2700 anos e conhecida hoje como Geometria Euclidiana. No
entanto, ao observar a superficie terrestre com sua forma elipsoidal, as montanhas, as ondas do mar
e tantos outros objetos encontrados na natureza, evidenciam-se as dificuldades de construir alguns

conceitos no campo da Geometria sustentados por no¢des primitivas como de reta, ponto e plano.

Nas duas ultimas décadas, houve uma intensa discussao nos meios educacionais por parte
dos membros de associa¢des de profissionais da Matemadtica, como Kaleff (2004), Cabariti (2006),
Alves (2008), Bongiovani (2010), Carvalho (2011), Cedrez (2012), Leivas (2012) e Martos (2012)
para a inclusdo de contetidos advindos da Geometria Euclidiana, como a Geometria Esférica e
Hiperbdlica nos bancos escolares, considerada como adequado a formagdo de estudantes para o

século XXI em decorréncia dos avancos tedricos da Matematica e da Computacao.

Dessas discussdes emergiram alguns questionamentos: o ensino da Geometria nao
Euclidiana é um tema distante da realidade dos estudantes? O modelo geométrico para representar o
planeta Terra abordado nas aulas de Geografia e Matematica € um plano, uma folha retangular ou
uma superficie quase esférica? Se um dos pontos de discussao € a reformulagido do ensino no Brasil,
porque as Geometrias ndo Euclidianas ainda ndo sido consideradas um ramo importante da
Matematica por parte dos professores? Serd que o ensino de Geometrias ndo Euclidianas, como a
Esférica e Hiperbdlica vem causando inquietacdes em professores de Matemdtica por ser um

assunto novo e ainda desconhecido?

A busca de respostas para estas questdes revela além de sua importancia, a necessidade de
divulgacao junto aos professores desse conteido ainda pouco explorado em sala de aula, afinal, nos
dias atuais, naves espaciais, por exemplo, percorrem em suas viagens trajetérias que niao sao
retilineas e no passado, segundo Eves (2008), Boyer (2009) e Mlodinow (2010) existem registros
que indicam o medo de alguns navegadores por acreditarem que ao fim do horizonte, navios eram
engolidos ou chegaria ao “fim do mundo”. Este pensamento era devido a interpretacdo que muitas

pessoas atribuiam ao formato da Terra.

A Geometria é um dos temas mais interessantes para ser explorada pelos professores, por se
constituir de uma riqueza em ilustracdes, por possibilitar resolugdes diversas com criatividade, e por
fim, proporcionar aos estudantes uma interacdo mais dindmica com o conhecimento. Uma das
justificativas para esta afirmacdo € a existéncia de discussdes acerca da inser¢do de Geometria
Esférica e Hiperbdlica nos curriculos escolares que se encontram nos Pardmetros Curriculares
Nacionais de Matemdtica (BRASIL, 1998), os quais apresentam a importancia do ensino de outras

geometrias aos estudantes:
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[...] a Matematica ndo evolui de forma linear e logicamente organizada. Desenvolve - se
com movimentos de idas e vindas, com rupturas de paradigmas. Frequentemente um
conhecimento é amplamente utilizado na ciéncia ou na tecnologia antes de ser incorporado
a um dos sistemas légicos formais do corpo da Matematica. Exemplos desse fato podem ser
encontrados no surgimento dos numeros negativos, irracionais e imagindrios. Uma
instancia importante de mudanga de paradigma ocorreu quando se superou a visdo de uma
unica geometria do real, a Geometria Euclidiana, para aceitagcdo de uma pluralidade de
modelos geométricos, logicamente consistentes, que podem modelar a realidade do espago
fisico. (BRASIL, 1998, p. 24, grifo nosso).

Neste sentido, os PCN (Pardmetros Curriculares Nacionais) colocam que entre os objetivos
do ensino de Matemdtica, se encontra o desenvolvimento do pensamento geométrico. Recomenda-
se a exploracdo de situacdes de aprendizagem que levem o estudante a resolver situagdes problema
de localizacdo e deslocamento de pontos no espacgo, ler mapas, estimar e comparar distincias
percorridas, reconhecer propriedades de formas geométricas e saber usar diferentes unidades de
medida. Portanto, hd uma orientacdo para situacdes de aprendizagem que levem o estudante a
estabelecer diferencas entre objetos sob diferentes pontos de vista, construindo e interpretando suas

representacoes.

Para estabelecer diferencgas entre objetos geométricos, conforme orienta os PCN, é preciso
identificar uma pluralidade de modelos geométricos na natureza que pode ser pelo estudo das
navegacoes, no sistema de localizagdao por GPS (Sistema de Posicionamento Global), em aulas de
Geografia ao tratar sobre o planeta Terra, na Fisica para compreensao do comportamento da luz no
espaco, em objetos comuns do nosso cotidiano, como trompetes, batatas enlatadas, cornetas, ondas

do mar, poltronas, garrafas de vinhos e outros que transitam nas diversas areas do conhecimento.

Apesar de sua reconhecida importancia porque a Geometria é deixada em segundo plano ou
até muitas vezes € desprezada pelos professores? Uma possivel resposta entre muitas razdes, estd na
promulgacdo da primeira LDB (Lei de Diretrizes e Bases do Ensino) de 1° e 2° Graus em 1971, que
possibilitou a cada professor elaborar seu programa de acordo com as necessidades dos estudantes.
E possivel que uma formagio inicial deficitiria de diversos professores acerca dos conhecimentos
de Geometria Esférica e Hiperbdlica também seja um indicativo para auséncia deste tema em sala

de aula.

O fato é que muitos professores se tornaram dependentes dos livros didéticos, em que estes
enfatizam contetdos algébricos em detrimento dos conhecimentos geométricos. Para Vogelmann
(2011), a maioria dos professores e os livros didaticos formam um pano de fundo para a Aritmética
e a Algebra, deixando a Geometria em segundo plano. Diante dessa realidade e encontradas
algumas pesquisas sobre Geometria Esférica e Hiperbdlica evidenciando a problematica, surgiu a

seguinte pergunta problema da referente pesquisa: Como explorar os conceitos de Geometria
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Esférica e Hiperbolica no Ensino Médio, a fim de desenvolver a compreensdo nos estudantes para

a pluralidade de modelos geométricos no espaco em que vivem?

Para responder a pergunta acima e atender ao objetivo da pesquisa adotamos como recurso
a composi¢do de uma sequéncia didédtica abordando temas de Geometria Euclidiana, Esférica e

Hiperbdlica.

A geometria esférica e hiperbdlica

Durante o século XVII, quando a Geometria de Euclides ja4 nido respondia aos novos
conhecimentos da Matemadtica, emergiu outras geometrias, fundamentadas e embasadas
teoricamente com conceitos apoiados nos quatros primeiros postulados de Euclides, apenas
discordando do postulado das paralelas (STRUIK, 1997). O surgimento das Geometrias nao
Euclidianas no século XIX foi um marco histérico no rumo da Matemética, tendo como precursor,
lembra Boyer (2009), Karl Friedrich Gauss (1777-1855). Este génio seria considerado um dos
maiores matemdticos com profunda influéncia em muitas dreas da Matemadtica. Gauss suspeitava
que o 5° postulado pudesse ser um teorema e entre 1813 a 1816, finalmente confirmou sua hipétese,
resultado tanto aguardado desde Euclides. Esse matemdtico desenvolveu equacdes para um
triangulo no espaco ndo euclidiano, conhecido como Geometria Hiperbdlica. No entanto, ndao
revelou seus estudos para a comunidade cientifica, comenta Coutinho (2001) e ndo era a igreja seu

maior temor, mas os filésofos, com destaque a Immanuel Kant que viera a morrer em 1804.

Embora Gauss nao tivesse revelado suas descobertas, dois outros matematicos conhecidos
por ele fizeram, concomitantemente, descobertas sobre a geometria ndo euclidiana: o hingaro
Johann (Janos) Bolyai, e o russo Nicolai Lobachevsky. Os trabalhos de Lobachevsky colocaram em
divida a Geometria de Euclides. Mlodinow (2010) conta que em 1867, os artigos desses dois
matematicos foram incluidos no livro Elementos de Matematica de Heinrich Richard Baltzer (1818-
1887) e se tornou referéncia entre os que trabalham com geometrias alternativas. Para encerrar a
busca da prova para o 5° postulado, o matemdtico italiano Eugénio Beltrami (1835-1900)
demonstrou que se a Geometria de Euclides forma uma estrutura consistente, entdo o mesmo deve
ocorrer com 0s espagos ndo euclidianos. Os resultados de Lobachevsky abalaram as estruturas da
comunidade cientifica, sofrendo duras criticas por parte de alguns fil6sofos como Kant e Hegel no
século XIX acerca dessa descoberta, mas foi somente com os trabalhos de Einstein na era
relativistica que a Geometria Esférica e Hiperbdlica ganhou papel fundamental no mundo cientifico

e lugar de destaque na histéria da Matematica.
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Os avangos da Geometria Esférica, segundo Mlodinow (2010), Eves (2008), Boyer (2009)
se devem aos trabalhos do alemao Georg Friedrich Bernhard Riemann. Na tentativa de demonstrar
0 5° postulado de Euclides, Riemann abriu um universo para novos estudos afirmando que se a
infinitude de retas fosse descartada, entdo com alguns ajustes nos demais postulados outra
Geometria se desenvolveria, a Esférica. De acordo com Mlodinow (2010), Riemann afirmava que o

plano é a superficie de uma esfera e uma reta € interpretada como o circulo maximo.

Neste tipo de espaco, Riemann aponta situagdes diferentes com relacdo a Geometria
Euclidiana. Entre as situagdes, Mlodinow (2010) Boyer (2009) citam que a soma dos angulos de
um tridngulo construido sobre a superficie esférica é maior do que dois retos e que neste sistema
geométrico ndo existem retas paralelas. Segundo Courant e Robbins (2000), a Geometria Esférica
colocou em xeque o sistema geométrico de Euclides. Se Riemann ndo tivesse incluido a Geometria
Esférica na sua lista de interesses, o instrumento matemético que Einstein precisou para explicar a
teoria da relatividade possivelmente ndo teria existido. O timido e fragil génio ao contrair pleurisia,

morreu de tuberculose antes de completar 40 anos na cidade de Selasca, na Itdlia em 1859.

Os avancos da Geometria Hiperbdlica se devem a Nicolai Ivanovich Lobachevsky.
Lobachevsky se tornou professor na Universidade de Kazan, cargo que ocupou até ao fim da vida.
Em meados do século XIX, Lobachevsky publicou o artigo a Sociedade de Fisica e Matematica na
cidade de Kazan intitulado “Principios de Geometria” sem nenhuma aceitacao. Concomitantemente
aos trabalhos de Lobachevsky, Janos Bolyai envia uma carta ao seu pai, Farkas Bolyai, no qual
relata as descobertas maravilhosas de um universo criado por ele, deixando mais de 2000 paginas de

manuscritos sobre Matematica.

Bolyai ndo demonstrou nenhuma indecisdo nas suas afirmag¢des, mas nao aprofundou suas
ideias como fez o russo Lobachevsky em suas publicagdes, e por isso, a geometria de Lobachevsky
€ conhecida por Geometria Hiperbdlica (COUTINHO, 2001). O que é a Geometria Hiperbdlica?
Segundo Mlodinow (2010) é o espaco resultante da substituicio do postulado das paralelas de
Euclides pela suposicdo de que, para qualquer reta ndo existe apenas uma, mas infinitas retas
paralelas a partir de qualquer ponto. Em sua obra intitulada Pangeometria de 1855, Lobachevsky
apresenta dois pontos importantes acerca da Geometria Hiperbdlica. O primeiro, trata da soma das
medidas dos angulos internos de um tridngulo ser menor do que 180° e o segundo, € que tridngulos

semelhantes ndo existem neste tipo de superficie.
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Alguns aspectos da teoria da aprendizagem significativa

A teoria da aprendizagem significativa foi formulada inicialmente pelo psicélogo norte
americano David Paul Ausubel. As ideias de Ausubel, cujas formulacdes iniciais sdo dos anos 60,
se encontram entre as primeiras propostas psicoeducativas em sua obra “Psicologia Educacional”,
recebendo colaboragdes em 1980 de Joseph Donald Novak e Helen Hanesian, acerca de fatores

sociais, cognitivos e afetivos na aprendizagem.

[...] é essencial levar-se em consideracdo as complexidades provenientes da situacio de
classe de aula, estes por sua vez, incluem a presenca de muitos alunos de motivagao,
prontidao e aptiddes desiguais; as dificuldades de comunicag¢ao entre professor e aluno; as
caracteristicas particulares de cada disciplina que esta sendo ensinada; e as caracteristicas
das idades dos alunos (AUSUBEL; NOVAK; HANESIAN, 1980, p. 5).

Para os autores, basicamente, a ideia central de aprendizagem significativa é uma
reorganizacdo clara da estrutura cognitiva, isto é, um processo pelo qual uma nova informacao se
relaciona com um aspecto relevante na estrutura do conhecimento do estudante (figura 1). A
aprendizagem significativa € uma tentativa de fornecer sentido ou estabelecer relagdes de modo ndao
arbitrario e substancial (ndo ao pé da letra) entre os novos conhecimentos € 0s conceitos que
existem no estudante. Em contraponto a aprendizagem significativa, surge a aprendizagem
mecanica que para Ausubel, Novak e Hanesian (1980) € o tipo de aprendizagem, diferentemente do
processo significativo, ocorrendo quando o estudante € apresentado a um novo conhecimento, e
este, por motivos variados, ndo o relaciona com algum conceito que ja exista em sua mente,

simplesmente, incorpora-se na sua estrutura cognitiva de maneira arbitrdria e ndo substantiva.

Figura 1: Conceitos pertencentes a teoria ausubeliana
Fonte: Elaborado pelo autor
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tipos Aprendizagem Significativa formas

condicdes

Conceitual I | Proposicional I

| Representacional I

Organizadores
Relagéo entre prévios

subsun

conceitos
Simbolo

generico Motivaggo :

ra er Teoria

da

Assimilagéo
| simbolo unitario |

Reconciliagéo Diferenciacdo
integrativa progressiva

A aprendizagem (significativa ou mecéanica) ocorre por meio de recepgdo, enfatizado por
Moreira (2010) como aquela em que todo o contetido vai ser aprendido € apresentada ao estudante
na forma final ou por descoberta onde os conceitos ndo sdo fornecidos, mas deve ser “descoberto”
pelo estudante antes que possa ser incorporado significativamente na sua estrutura cognitiva. No
entanto, a aprendizagem por descoberta, ndo € necessariamente significativa, nem aprendizagem por
recepgdo € obrigatoriamente mecanica, mas se apresentam como um continuum. Para o autor, uma
posicdo mais defensdvel ¢ de que tanto a aprendizagem receptiva ou por descoberta podem ser

mecanicas ou significativas dependendo das condi¢des que ocorre a aprendizagem.

Em ambos os casos (recepg¢do ou descoberta) a aprendizagem significativa ocorre quando
ha um processo de interagdo no qual os conceitos mais relevantes e inclusivos (subsungores)
integram com o novo conhecimento a ser aprendido. A aprendizagem significativa é caracterizada
por uma interacdo entre os aspectos especificos e relevantes da estrutura cognitiva € as novas
informacdes, por meio das quais essas adquirem significado e s@o integradas a uma estrutura

hierdrquica altamente organizada de subsungores de maneira ndo arbitrdria e ndo literal.

A aprendizagem significativa deve preponderar em relacdo a aprendizagem de associagdes
arbitrdrias, organizacionalmente isoladas, mecanica. Para isso, algumas condi¢cdes sdo apontadas

por Ausubel, Novak e Hanesian (1980):

e A existéncia prévia de conceitos subsuncores, compreendido pelos autores como um
conceito j4 existente na estrutura cognitiva, capaz de servir de ancoradouro a uma nova

informacio, de modo que esta adquira significado para o estudante;
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e O estudante precisa ter uma disposi¢do para aprender: se o individuo quiser
memorizar o conteudo arbitrdria e literalmente, entdo a aprendizagem serd mecanica. A
aprendizagem significativa pressupde que o estudante manifeste uma disposi¢ao para a
aprendizagem, ou seja, disposi¢do para se relacionar de forma ndo arbitrdria e substantiva

a0 novo conhecimento;

e O conteudo escolar a ser aprendido tem que ser potencialmente significativo, ou seja,
deve estar relacionado a estrutura cognitiva do estudante, portanto, devem estar

disponiveis em sua estrutura cognitiva subsungores adequados.

A partir destas condi¢des, Pozo (1998) cita que € preciso entender que existe uma
modificagdo no conhecimento, balizado pela manifestacdo de interesse em aprender por parte do
estudante e o material deverd ser potencialmente significativo. A percep¢do de uma aprendizagem
significativa se consolida por meio de um processo que € considerado dindmico e ndo unilateral, no
qual os estudantes carregados de interconexdes mentais e saberes se tornam peca fundamental nesse
movimento de constru¢do do conhecimento, contudo, se o estudante deseja simplesmente

memorizar, o processo de aprendizagem serd mecanico e sem significado.

No curso da aprendizagem significativa, Moreira (2010) enfatiza que os conceitos
interagem com os novos conteddos, servindo de base para a atribuicdo de novos significados que
também se modificam. Essa mudancga progressiva vai tornando um subsuncor mais elaborado, mais
diferenciado, capaz de servir de 4ncora para a aquisi¢cao de novos conhecimentos, processo este que

Ausubel chama de diferenciaciao progressiva.

Outro processo que ocorre no encadeamento da aprendizagem significativa é o que
Moreira (2010) denomina de estabelecimento de relagdes entre ideias, que podem ser conceitos,
proposi¢des que ja se encontram na estrutura cognitiva. A existéncia de conceitos estidveis e com
certo grau de diferenciacdo sdo relacionados com outros conceitos, passando a adquirir novos
significados levando a uma reorganizagdo da estrutura cognitiva. Essa reorganizacdo de conceitos é

conhecida por reconciliagdo integrativa.

A busca de indicios para a ocorréncia de uma aprendizagem significativa ndo é uma tarefa
simples. Verificar se uma aprendizagem ocorreu, segundo Ausubel, Novak e Hanesian (1980),
simplesmente perguntando ao estudante os atributos de um conceito ou proposicao € arriscado, haja
vista a possibilidade da utilizagdo de respostas mecanicamente memorizadas. Os autores entendem
que € necessaria uma compreensdo no dominio dos significados que se apresentam de forma clara,

precisa, diferenciados e transferiveis.
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Uma sugestdo apresentada por Ausubel e defendida por Moreira e Masini (2001), com
objetivo de evitar uma simulagdo da aprendizagem significativa, é utilizar situacdes que sejam
novas e ndo familiares, exigindo maxima transforma¢do do conhecimento existente. Ha diversas
alternativas para verificacdo da ocorréncia da aprendizagem significativa, como tarefas de
aprendizagem sequencialmente vinculadas, servindo de apoio a etapas posteriores da atividade, a

resoluc@o de problemas bem como a utilizagao de mapas conceituais.

Na busca de indicios de uma possivel aprendizagem significativa, um importante aspecto é
partir dos conhecimentos que os estudantes trazem para dentro da sala de aula. “Se tivéssemos que
reduzir toda a psicologia educacional a um unico principio dirfamos que o fator singular mais
importante que influencia a aprendizagem € aquilo que o aprendiz ja sabe, descubra isso e baseie -
se nisso seus ensinamentos” (AUSUBEL; NOVAK; HANESIAN, 1980, p. 137). Nesta vertente, o
projeto educativo do professor deve estd direcionado para o desenvolvimento cognitivo dos
estudantes, priorizando os conhecimentos prévios, reconhecido que raramente vem marcado por
estudos avangados, servindo assim de ancoragem para as novas ideias e conceitos, constituindo a

base fundamental para do processo de aprendizagem.

Formas de aprendizagem significativa

Durante o processo da aprendizagem significativa, a nova informacao nao estabelece uma
espécie de elo com os elementos preexistentes da estrutura cognitiva, ao contrario, esses elos s
ocorrem na aprendizagem automadtica. Na aprendizagem significativa, hd uma mudanga tanto na
nova informag¢do como no subsungores com a qual o novo conhecimento estabelece relacdo, sendo

que o resultado dessa interag@o € a assimilacdo de significados.

Segundo Moreira e Masini (2001) a assimilagdo € um processo que ocorre quando um
conceito ou proposicdo potencialmente significativa € assimilado sob um ideia ou conceito mais
inclusivo, j4 existente na estrutura cognitiva. A assimilacio € compreendida como um
relacionamento entre os aspectos relevantes, preexistentes da estrutura cognitiva, e tanto a nova
informac¢do como a preexistente sdo modificadas no processo. A teoria ausubeliana apresenta trés
formas de aprendizagem significativa, segundo a teoria da assimilacdo: a subordinada,

superordenada e a combinatdria.

Aprendizagem subordinada

Segundo Ausubel, a maior incidéncia de aprendizagem significativa é do tipo subordinada,

ou seja, a nova ideia aprendida se encontra hierarquicamente subordinada a ideia preexistente. Coll,
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Marchesi e Paldcios (2007) comentam que a estrutura cognitiva do sujeito responde a uma
organizacdo hierdrquica na qual os conceitos se conectam entre si mediante relacdes de

subordinagdo, dos mais gerais aos mais especificos.

Aprendizagem superordenada

Nesta forma de aprendizagem significativa o novo conceito € mais geral e inclusivo que os
conceitos subsuncores. Ocorre quando um conceito ou proposi¢ao mais geral do que algumas ideias
ja estabelecidas na estrutura cognitiva do estudante, é adquirido e passa a ser assimilado. Para
Ausubel, Novak e Hanesian (1980) a nova aprendizagem serd superordenada quando se aprende
uma nova proposi¢do inclusiva que condicionard o surgimento de varias ideias, ocorrendo no curso
do raciocinio ou quando o material apresentando é organizado indutivamente ou envolve a sintese

de ideias compostas.

Aprendizagem combinatoria

A aprendizagem de novas proposi¢cOes que ndao apresentam relagdo subordinada nem
superordenada com ideias relevantes ja adquiridas anteriormente na estrutura cognitiva do estudante
¢ denominada aprendizagem combinatéria. Conforme Pozo (1998) na aprendizagem significativa
combinatdria, a ideia nova e as ideias ja estabelecidas ndo estdo relacionadas hierarquicamente,
porém se encontram no mesmo nivel, ndo sendo nem mais especifica nem mais inclusiva do que
outras ideias. Ao contrdrio das proposi¢oes subordinadas e superordenadas, a combinatéria nio é

relaciondvel a nenhuma ideia particular da estrutura cognitiva.

Tipos de aprendizagem significativa

A teoria ausubeliana apresenta trés tipos de aprendizagem significativa: a aprendizagem
representacional, a aprendizagem conceitual (conceitos) e a proposicional. A representacional se
refere ao significado dos simbolos unitdrios, a de conceitos tem sua representacdo por meio de
simbolos, todavia s@o genéricos ou categdricos, enquanto a proposicional envolve uma relagcdo entre
conceitos ou significado de ideias. A aprendizagem representacional é o tipo mais bdsico de
aprendizagem significativa. Portanto, a aquisi¢do de vocabuldrio dentro de uma determinada lingua,
onde as primeiras palavras que a crianga aprende sao representacdes de objetos ou fatos reais e ndo

categorias.

A aprendizagem representacional significa aprender o que um determinado padrio de
estimula¢do (como, por exemplo, um padréo diferenciado de sons ou simbolos “cachorro”
ou mesmo um simbolo grafico, como um desenho ou um croqui) representa € com isso
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significa aproximadamente a mesma coisa (uma imagem de cachorro) significa
(AUSUBEL; NOVAK; HANESIAN, 1980, p. 44).

Por exemplo, uma crianca que aprende pela primeira vez o significado da palavra
“cachorro”, o objetivo € que o som represente, ou seja, equivalente a um objeto (cachorro) que estd
em observacao naquele momento, e, portanto, significando a mesma imagem propriamente dita. A
crianca relacionara de forma ndo arbitrdria e substantiva esta proposi¢do ao conteudo relevante de
sua estrutura cognitiva. Apds o término do processo de aprendizagem significativa, a palavra
cachorro serd capaz de provocar o aparecimento de uma imagem composta de varios cachorros em
sua experiéncia. Um individuo num estdgio primitivo de desenvolvimento, o que um determinado
simbolo significa € inicialmente algo completamente desconhecido para ele, € algo que ele tem que
aprender, tal processo de aprendizagem ¢é denominado representacional (AUSUBEL; NOVAK;
HANESIAN, 1980). Assim aprender a palavra “cachorro” para uma crianga de um ano, significa
apenas a imagem de seu préoprio cachorro, contudo, para uma crianca pré-escolar significa os
atributos essenciais e nao particulares de uma imagem genérica de cachorro.

Para os autores, o passo principal para a aprendizagem representacional € dado geralmente
préoximo ao fim do primeiro ano de vida, quando a crianca adquire a compreensao geral de que, é
possivel usar o simbolo para representar qualquer significado. Aprender o significado de uma
palavra exige conhecimento prévio da palavra propriamente dita, do que outras formas de
aprendizagem representacional, uma vez que, aprender a palavra conceito difere essencialmente da
aprendizagem do significado das palavras, que ndo representam conceitos. Ausubel, Novak e
Hanesian (1980) enfatizam que, se um conceito € adquirido de maneira mecanica, sem que seus
atributos sejam relacionados de maneira ndo arbitréria e substantiva a sua estrutura cognitiva, este
tera pouca validade e serd esquecido rapidamente. Com relacdo a ndo arbitrariedade, os autores
relembram que o material em questdo proporcione um carater de ndo aleatoriedade, ou seja, nele
deve transitar uma base adequada e quase auto evidente, de modo a ser possivel relacionar ideias
relevantes que os estudantes sdo capazes de elaborar. Por outro lado, a relacdo substantiva prioriza
que o material de aprendizagem deve permitir que simbolo ou grupo de simbolos equivalentes, se
relacione a estrutura cognitiva sem alteracao no significado do conceito.

Ausubel, Novak e Hanesian (1980) definem conceito como objetos, eventos, situacdes que
possuam atributos essenciais, comuns que sdo designados por algum simbolo. Existem dois
métodos de aprendizagem de conceitos: primeiramente a formagdo de conceitos, ocorrida a partir da
abstracdo indutiva, de experiéncias reais, por meio de descoberta, levado a estdgios sucessivos de
formulacao de hipoteses e generalizagdo. As criangas aprendem o conceito de “cachorro”, por meio
de encontros sucessivos com cachorros, nesse caso o simbolo “cachorro” ¢ aprendido antes do
conceito. Uma segunda maneira de aprendizagem de conceitos € a assimilacdo, no qual consiste em
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relacionar os novos conceitos com os anteriormente formados ou assimilados, ji existentes na
estrutura cognitiva da crianca, isto €, a medida que ela cresce e entra na escola e passa a receber
instrucdo formal, o vocabulério da crianca aumenta e novos conceitos sao adquiridos por meio do
processo de assimilacio (AUSUBEL; NOVAK; HANESIAN, 1980). Enquanto na formacao de
conceitos, o significado é consequéncia da abstracdo da prépria realidade, na assimilacdo de
conceitos, é extraido de uma interagdo da nova informacdo com conceitos previamente adquiridos.
A tarefa de aprendizagem significativa ndo consiste em aprender o que as palavras representam
individualmente ou combinadas, mas antes aprender o significado de novas ideias expressas, a
partir de frases ou oracdes compostas de dois ou mais conceitos. O somatorio dos significados de
conceitos que compdem a proposi¢cao nao terd o mesmo significado da proposicao.

Para Novak, Gowin (1996) as proposi¢des consistem, em dois ou mais termos conceituais
ligados a uma unidade semantica. Pensando em uma metafora, as proposi¢des sdo “moléculas” a
qual se constroem significados e os conceitos sdo os “atomos” do significado. Esse tipo de
aprendizagem supde que o estudante ji tenha em sua estrutura cognitiva, o significado dos
conceitos que compdem a proposicdo, entendendo que, a partir da idade escolar, ocorrerd o

processo fundamental da aprendizagem ou aquisi¢do de significados.

Aspectos metodologicos

Para o desenvolvimento da pesquisa, optamos pelo cardter participante com abordagem
qualitativa. A pesquisa participante € uma pesquisa qualitativa que, segundo Bogdan e Biklen
(1994) apresenta o pesquisador como seu principal instrumento para a coleta dos dados. Estes
dados, quando coletados, sdo predominantemente descritivos e estd contida em uma das
metodologias da pesquisa social. E uma linha de pesquisa associada a vérias formas coletivas de
colabora¢do, com o objetivo de se pensar possiveis solugdes para dificuldades e problemas que
ocorrem em determinados campos de atuacdo, neste caso, o professor e os seus estudantes

(ESTEBAN, 2010).

O investigador em uma pesquisa participante possui dois papéis, o de membro do grupo e o
de pesquisador. Como membro do grupo atua normalmente e como pesquisador ele observa. O
pesquisador ndo interfere no que o grupo faz ou deixa de fazer, isto €, ndo sugere acdes ao grupo,
porque essas agdes mostrardo situacdes que deseja pesquisar. O pesquisador coleta dados, participa
do grupo que esta sendo investigado, observa as pessoas e seus comportamentos em situagdes de
aprendizagem. Na pesquisa participante, cita Esteban (2010), o professor buscar entender como os

estudantes compreendem suas proprias situagdes e como constroem suas realidades, combinando ao
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mesmo tempo, a participacdo ativa dos estudantes, as conversas informais e as andlises das

atividades desenvolvidas.

Esta pesquisa aconteceu em uma turma de segunda série do Ensino Médio do turno
matutino, em uma escola publica da rede estadual de ensino da cidade de Tijucas (SC), no periodo
de 10/09 a 05/11 do ano letivo de 2012 e concluida em 2013. Os estudantes, por motivos éticos,
serdo nomeados por nimeros romanos (I, II ,..., XIII, XV). O instrumento de coleta de dados na
pesquisa, consiste na aplicacdo de um questiondrio semiestruturado para o pré e pds-teste, contendo
cinco questdes fechadas e quatro questdes abertas. De acordo com Gil (2010), o questiondrio
semiestruturado € uma técnica de investigacdo em que os estudantes se expressam por meio de

questdes abertas e fechadas, sendo possivel conhecer suas opinides, sentimentos e expectativas.

O procedimento para a andlise das respostas apresentadas pelos sujeitos da pesquisa

ocorreu da seguinte forma:

e Para as questdes fechadas, a andlise ocorreu por meio de percentuais que serviram de

subsidio de comparacao entre os resultados obtidos no pré e pos-teste;

e Para as questdes abertas, a andlise de conteudo a posteriori foi escolhida para extrair os
significados explicitos e implicitos nas respostas apresentadas pelos estudantes. Segundo Bardin
(2002), a possibilidade de uma categorizagdo com categorias a posteriori é possivel a partir da
andlise do material. Na andlise de conteido, o ponto de partida € a mensagem, mas devem ser
consideradas as condi¢Ges contextuais de seus produtores e se assenta na concepgdo critica e
dindmica da linguagem. Deve ser considerado ndo apenas a semantica da lingua, citam Puglisi e

Franco (2005), mas também a interpretacao do sentido que um estudante atribui as mensagens.

Ap6s a realizacdo do pré-teste, foi pensada a implementacdo de uma sequéncia didatica,
com objetivo de contribuir no processo de aprendizagem dos estudantes em relacdo a conceitos
elementares de Geometria Esférica e Hiperbolica. Segundo Zabala (2007, p. 18) uma sequéncia
didatica é “um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacdo de
certos objetivos educacionais, que t€tm um principio e um fim conhecido tanto pelos professores

como pelos estudantes”.

A sequéncia didatica foi estruturada em cinco médulos didéticos, a partir dos resultados
obtidos no pré-teste. Cada mddulo € constituido inicialmente de perguntas motivacionais, a fim de
identificar as concepgdes dos estudantes e um conjunto de atividades. Abaixo sdo apresentados os
modulos didéticos, o objetivo de sua execugdo, o tempo de sua duragdo e os instrumentos de coletas

de dados que serviram para apresentacdo de resultados e discussdes.
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1. Geometria ndo Euclidiana: uma visao geral

Este moédulo didédtico teve como objetivo apresentar uma visdo geral do conceito de
Geometria ndo Euclidiana, sua importincia em outras areas do conhecimento e sua identificacdo por
meio de objetos encontrados na natureza. Neste moédulo, foram utilizados trés encontros, com
aproximadamente 3 horas de durac@o. Os instrumentos utilizados para coleta de dados foram: as
producdes dos estudantes, concretizadas nas atividades desenvolvidas em sala de aula e fora dela,

gravacoes e fotografias.
2. Dos egipcios a Euclides

Este médulo didético teve como objetivo apresentar, em sintese, a Geometria desde os
egipcios até os trabalhos organizados por Euclides de Alexandria. Neste modulo, foram utilizados
trés encontros, com aproximadamente 3 horas de duracdo. Os instrumentos utilizados para coleta de
dados foram: cartazes, mapas conceituais, apresentacdes orais com uso de projetor multimidia,

maquetes e texto.
3. Os postulados de Euclides

Este médulo didético teve como objetivo apresentar os cinco postulados de Euclides e as
consequéncias do 5° postulado para Geometria. Neste modulo, foram utilizados dois encontros, com
aproximadamente 2 horas de duragdo. Os instrumentos para coleta de dados foram: texto, lista de

atividades, discussdes em grupo.
4. Geometria Esférica

Este médulo didatico teve como objetivo apresentar conceitos elementares da Geometria
Esférica e realizar comparagdes com a Geometria Euclidiana. Neste mddulo, foram utilizados
quatro encontros, com aproximadamente 4 horas de duracio. Os instrumentos utilizados para coleta

de dados foram: lista de exercicios, discussdes em grupo, manipulacdo de materiais alternativos.
5. Geometria Hiperbdlica

Este médulo didatico teve como objetivo apresentar conceitos elementares da Geometria
Hiperbolica e realizar comparagdes com a Geometria Euclidiana e Esférica. Neste modulo, foram
utilizados cinco encontros, com aproximadamente 5 horas de durag@o. Os instrumentos utilizados
para coleta de dados foram: lista de exercicios, manipulagdo de materiais alternativos, construgao de

uma mandala hiperbdlica, constru¢ao da garrafa de Klein.

A sequéncia diddtica planejada acima buscou apresentar aos estudantes conceitos
elementares de Geometria Esférica e Hiperbodlica, bem como a construcdo, em sintese, de uma linha
do tempo referente a histéria da Geometria. Cada moédulo didatico ao longo de sua execucdo
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contribuiu para a aprendizagem de conceitos geométricos, possibilitando ao estudante a realizagdao

de comparagdes entre os sistemas geométricos estudados em sala de aula.

Recorte dos resultados do pré-teste

Apresentaremos aqui apenas uma questio fechada e outra aberta utilizada no pré-teste.

Questdo fechada 3. Ao construir um tridngulo no chdo, qual € a soma das medidas dos seus

angulos internos? Desenhe a alternativa escolhida.

a) 180° b) 270° ¢) 90° d) 100°

O objetivo desta questdo foi identificar se os estudantes conhecem uma das consequéncias
dos postulados apresentados por Euclides de Alexandria no séc. III a.C. e estudado nos bancos
escolares no ensino fundamental. Esperdvamos que assinalassem a alternativa (a), porém apenas
21,43% 1identificaram a alternativa correta. A estratégia desses estudantes para resolver este

problema partiu de uma divisao de um angulo raso (180°) em trés angulos congruentes.

Apesar da resposta correta, ficou evidente que os estudantes ndo apresentaram outras
possibilidades para os angulos internos de um tridngulo, cuja soma € 180°. A maioria dos estudantes
(64,29%) entendeu que, ao desenhar um tridngulo no chdo, a soma das medidas dos angulos
internos serd igual a 270° (b) (figura 2). Este resultado mostra uma auséncia de conhecimento sobre
tridngulos e a relacdo com seus angulos internos de acordo com os ensinamentos de Geometria,

possivelmente explorados no ensino fundamental.

Figura 2: Protocolo do estudante I referente
a soma dos angulos internos de um tridngulo construido no chdo, referente a questao 03.
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A alternativa (c) foi assinalada por 14,29%, evidenciando desconhecimento com relacdo a
construcdo de tridngulos e a soma das medidas dos seus angulos internos. Ocorrem, também,

indicios da falta de significado para signos, simbolos ou conceitos. Por exemplo, o estudante (I) ao
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representar um tridngulo, demonstra fragilidade de aprendizagem conceitual sobre este simbolo em
sua estrutura cognitiva. Ao colocar trés angulos internos iguais a 90°, desconsidera a definicao para
a soma dos angulos internos de um tridngulo euclidiano e desconhecimento do conceito de angulo

reto.

Questao aberta (2). Imagine que um cagador, resolveu sair de casa e caminhar em linha reta
infinitamente.

a) Desenhe o caminho percorrido pelo cacador numa folha de papel.

b) De acordo com o caminho percorrido desenhado na folha de papel, € possivel para o cacador
voltar no ponto de partida?

¢) Desenhe o caminho percorrido pelo cagcador numa bola de isopor.

d) De acordo com o caminho percorrido desenhado na bola de isopor, € possivel para o cagador
voltar ao ponto de partida?

e) Anote suas conclusdes.

Os estudantes em geral construiram modelos geométricos e utilizaram registros escritos

(figura 3), para justificar suas respostas ao problema.

Figura 3: Protocolo apresentado pelo estudante XIV, referente a solucao geométrica
fornecida a questdo aberta 02.
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A partir dos resultados obtidos, os registros transcritos elucidaram as estratégias utilizadas na

solucdo do problema, emergindo as categorias de subsungores (Quadro 1):
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Quadro 1: Categorias de subsungores construidas a partir dos registros dos estudantes referentes a
questdo aberta 02 (pré-teste).
Categorias/Subsungores Unidade de registro

X1V - Eu acho que ele conseguiria voltar ao ponto de partida se
caminhasse em linha reta, basta saber qual é o seu ponto de
partida.

XII - Ele conseguiria, basta ir deixando marcas no caminho.

E possivel caminhar | XI - Sim, basta ele passar pelo mar.

1V - Ele vai andar em linha reta e vai chegar ao ponto de partida.
111 - Se ele for em linha reta ele saberd voltar ao ponto de partida.
VI - Sim, é possivel se ele voltar pelo caminho correto em linha
reta.

(visdo euclidiana) VIII - Minha conclusdo é que se ele seguir sempre em linha reta
ele fard a volta na Terra e voltard ao seu destino inicial.

IX - Sim ele pode voltar por onde ele foi basta dar meia volta.

X - Sim é possivel voltar de onde partiu se o caminho for em linha
reta.

I - Ndo, pois a folha é um plano e ndo teria como, porém no
isopor é possivel.

Niio é possivel caminhar | XIII - Na folha ndo tem como voltar ao ponto de partida, jd na
bola de isopor jd é possivel.

VII - Notoriamente ndo serd possivel na folha de papel.

Il - Na bola de isopor, ele voltard ao ponto de partida, ele vai
caminhar e chegard ao mesmo lugar, jd na folha de papel, ele ird
(visdo ndo euclidiana) | caminhar em linha reta entdo néo voltard no ponto de partida.

V - Ndo é possivel voltar ao ponto de partida, sé se eu dobrar a
folha, em linha reta ndo dd.

infinitamente em linha
reta e retornar ao ponto
de partida.

infinitamente em linha
reta e retornar ao ponto
de partida.

A partir dos dados coletados, esperdvamos que os estudantes respondessem que o caminho
percorrido pelo cacador “seria curvo”, justificando o fato que a Terra tem forma arredondada,
porém, dos quatorzes estudantes, nove (64,28%) assinalaram que € possivel caminhar infinitamente
em linha reta e retornar ao ponto de partida, fato este relacionado com conhecimentos cristalizados
de Geometria Euclidiana, onde a menor distincia entre dois pontos € dada por um segmento de reta,

0 que aponta para uma confusio conceitual entre na trajetéria “reta” e “arco de circunferéncia”.

Mesmo afirmando que seria possivel retornar ao ponto de partida, os estudantes associaram
o caminho percorrido pelo cagador a uma linha reta esquecendo que na superficie geométrica que
vivemos, para grandes distincias, ndo existem retas, mas arcos de circulos méximos (curvas). Essa
auséncia de aprendizagem representacional mostra que o estudante ainda memoriza modelos
geométricos para aplicar na resolucdo de exercicios sem realizar uma reflexdo acerca do problema,

aspecto que Ausubel, Novak e Hanesian (1980) caracteriza como aprendizagem mecanica.

Com relacdo a utilizacdo de material concreto (bola de isopor), esperdvamos que

construissem circulos, consequentemente, haveria possibilidade do cagador retornar ao ponto de
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onde saiu, concluindo assim que a trajetoria ndo seria uma reta. Contudo, houve estudantes que ndo
conseguiram perceber que a trajetéria seria uma curva, demonstrando uma fragilidade a
aprendizagem representacional e conceitual, que segundo Ausubel, Novak e Hanesian (1980) revela
a importincia e a necessidade de organizar o pensamento atribuindo significado légico e

psicolégico aos conhecimentos adquiridos.

Recorte da aplicacio da sequéncia didatica

Apresentaremos um recorte da sequéncia planejada, escolhendo uma atividade
desenvolvida durante a pesquisa do médulo didatico 4 (Geometria Esférica) e 5 (Geometria

Hiperbdlica).

Atividade do médulo 4

Titulo: Andando sobre a esfera (Parte 2)

Objetivo: Resolver as situagdes problema a fim de verificar os conhecimentos assimilados
pelos estudantes sobre Geometria Esférica.

Forma de realiza¢ao: atividade em dupla.

Materiais utilizados: calculadora, globo terrestre.

Desenvolvimento da atividade: Utilizando os conhecimentos sobre perimetro de um
tridneulo. resolver as atividades nronostas sobre uma esfera.

1. Como vocé observou, unindo dois pontos distintos em uma
superficie esférica, obtemos um arco de circunferéncia.

a) Procure medir a distancia entre esses pontos. Como vocé mediu
essa distancia?

b) Hia uma tnica distincia entre esses pontos? Qual a distincia
entre os pélos Norte e Sul?

Alguns resultados obtidos e discussoes: Com relacdo a questdo 1, os estudantes, em geral,
apresentaram a seguinte estratégia para a questdo: a partir do centro da Terra, conhecendo
aproximadamente o raio, usa-se a equacdo que relaciona o comprimento do arco em funcio do raio
e seu angulo central. As reflexdes de Aleksandrov (1985), Charnay (1994), apresentadas nos PCN
alertam que uma abordagem de conceitos, ideias e métodos, sob a perspectiva de resolugdo de
problemas, ainda ¢ bastante desconhecida da grande maioria, ¢ quando € incorporada a prética
escolar, aparece como item isolado, desenvolvido paralelamente como aplicacdo da aprendizagem,
a partir de listagem de problemas, cuja resolucdo depende basicamente da escolha de técnicas ou

formas de resolu¢cdo memorizadas pelos estudantes.
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2. Vejam a figura abaixo que mostra como 15° de longitude no Equador corresponde a
1.669,792km enquanto que a latitude de Lisboa (38°N) ja s6 representam 1.314km. E muito perto
do Pélo Norte (ou Sul), até¢ mesmo 360° de longitude pode equivaler a apenas alguns centimetros.

a) Partindo dessa imagem, qual a distdncia da linha do
Equador ao P6lo norte? T

b) Se vocé sair do Pdélo Norte e caminhar sobre qualquer e

meridiano até chegar a linha do Equador, em seguida girando Lo %

90° para a esquerda ou direta e caminhando 45°, e retornando \:‘\ ‘ g

por outro meridiano até o P6lo Norte, quantos km vocé teria N .s..mu.‘\f".’”“‘““"
viajado? ‘
c) Os valores acima apresentados foram calculados com base
nos dados adaptados no sistema WGS84 (utilizados na Rl #
navegacdo por GPS): Raio equatorial da Terra: 6378,137 km / ~ ERETE
Raio polar da Terra: 6356,752km. O que significa essa vwm/—"""' ‘ Nardiano —7
diferenca de valores? (Longtude)

d) Qual e o comprimento do meridiano principal? E dos ks
outros meridianos?

Equador ‘\ 1!5'”850.!'9-‘“

Com relagdo a questdo 2, os estudantes mostraram dificuldades de compreensdo na relagdo
entre a distdncia em graus e quilometros entre os paralelos e meridianos, o que precisou de
explicagdo do professor para o andamento desta questdo. Coll et al. (2012) enfatiza que um fator
importante que deve estar dentro do leque de preocupagdes de um professor durante uma atividade
€ se o estudante possui ou ndo pré-requisitos para execucdo do problema proposto. Na opinido de
Mendes (2009) apoiado em Perrenoud (2002), existem escolas com grande ntimero de estudantes
apresentando dificuldades em conceitos basicos de Matemadtica, com falta de hébito de leitura e
problemas em relacionar o contetido com outras dreas do conhecimento. A andlise evidencia que
para a questdo (a), em geral, foram apresentadas respostas adequadas com os dados obtidos a partir
da imagem, evidenciando além de uma aprendizagem representacional, coeréncia e dominio

matematico.

Para questdo (b), entende-se que os estudantes ndo estavam habituados com exercicios que
envolviam conversdo de graus para quilometros como, por exemplo, caminhar “45°”. Concordamos
com Ausubel, Novak e Hanesian (1980) que o possivel insucesso em uma atividade ndo significa
necessariamente auséncia de subsungores ou confusdes conceituais, mas, algumas vezes,
dificuldades de comunicacdo. No processo de ensino, o professor ndo € um elemento neutro, € um
mediador entre a atividade e o estudante, portanto a atividade é a expressdo de uma perspectiva. E
preciso o estudante ir ao encontro do que foi estabelecido, capaz de descobrir o significado e o
objetivo da atividade. Nessa direcdo, o professor explicou a relagdo entre graus e quildometros € os

estudantes continuaram a atividade, resolvida pela maioria com éxito.
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Com relagdo a questdo (c), observa-se que os estudantes assimilaram, por meio da
aprendizagem por descoberta e representacional qual € o formato do planeta Terra. No discurso dos
estudantes caracteriza que “a Terra ndo € esférica, pois é achatada nos polos devido a diferenca
entre os raios”. Concordamos com Ausubel, Novak e Hanesian (1980) que percebem a mudanca
conceitual como uma atitude, uma motivagdo, um estimulo diferente daquele apresentado nas aulas
tradicionais, fato da atividade ser realizada em um ambiente diferenciado do tradicional. Muitas
vezes, com pequenas mudangas de atitudes ou de metodologias € possivel perceber a transformacao

de um estado desfavoravel a aprendizagem num ambiente de constru¢do do conhecimento.

N

Com relagdo a questdo (c), os estudantes apontaram que o comprimento dos meridianos
seriam todos iguais. O estudante (I), por exemplo, lembrou que para calcular o comprimento de um
meridiano que na Geometria Esférica € chamado de circulo maximo bastava realizar uma
multiplicagdo entre a representagdo em quilometros de 15° por vinte e quatro. Essa organizagdo do

M M M M M 1954 4 M 29 (14 o M 29
pensamento atribuindo significado aos conceitos como “circulo maximo” e “meridiano” apresenta
indicios de aprendizagem combinatéria, compreendida por Ausubel, Novak e Hanesian (1980)
como aquela que ndo privilegia relacdes hierdrquicas entre conceitos, mas novas relacdes entre

conceitos ja existentes.

Atividade do médulo 5

Titulo: Garrafa de Klein

Objetivo: Construir a garrafa de Klein a fim de identificar similaridades com a pseudoesfera, e
reconhecer alguns conceitos de Geometria Hiperbolica.

Forma de realizac¢ao: atividade individual.

Materiais utilizados: Garrafa Pet, mangueira corrugada, fita adesiva, tesoura, imagem da
garrafa de Klein.

Desenvolvimento da atividade: Para construir a garrafa de Klein, corte a garrafa Pet em dois
pontos eliminando a parte do meio da garrafa. E preciso fazer dois furos do tamanho da
mangueira, no fundo da garrafa e na parte superior. Conecte a mangueira no furo principal,
passando por dentro do furo superior, terminando na parte debaixo da garrafa.

Klein, despertou certo interesse na turma pelo fato do desconhecimento sobre este artefato.
Os estudantes argumentaram que ainda ndo haviam ouvido falar desse objeto e que sua constru¢io
seria um desafio. Esses comentdrios mostram a preocupagdo dos estudantes frente a atividade,
porém, se mostraram predispostos para a construgdo, enfatizada por Novak e Gowin (1996) como
condi¢do essencial para a aprendizagem significativa. O professor apresentou uma imagem

contendo a garrafa de Klein e explicou: “Esse serd o objeto que vocés construirdo”. Apos o término

da construcdo da garrafa de Klein (figura 4), o estudante (II) afirmou que “se colocarmos dgua na
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garrafa ela ficard vazia”. Por outro lado, o estudante (VIII) comparou a garrafa com o modelo da
pseudoesfera, entretanto argumentou que a curvatura da garrafa seria positiva devido ao seu

formato.

Essa organizacdo do pensamento, evidenciada pelo estudante (VIII), € justificada por
Moreira (2010) quando este expressa que a estruturagdo do conhecimento na mente humana tende a
seguir uma hierarquia a partir de ideias mais gerais e quando uma nova informacao € submetida a
determinado conceito ou representacdo, esta nova informacdo é aprendida e o conceito ou
representacao sofre modificacdes, tornando seu conhecimento prévio cada vez mais elaborado, mais

diferenciado e preparado para servir de dncora a novos conhecimentos.

Figura 4: Garrafa de Klein construida pelos estudantes.

Durante a execugdo da atividade, o estudante (X) ficou com divida e ndo soube identificar
qual era o inicio da garrafa, “parece que ela ndo tem inicio e fim professor”, apresentando mesmo
de maneira inconsciente, uma propriedade da garrafa: sua nio orientabilidade. O estudante (VII)
comentou que no primeiro médulo aprendeu algumas ideias sobre Geometria Hiperbdlica e
comparou a garrafa com um vaso que se encontra na escola, cuja curvatura € negativa. O professor
aproveitou o momento e questionou: “Como vocé sabe que o vaso tem curvatura negativa?”. O
estudante (VIII) aproveitou e argumentou da utilizacdo de folhas para o preenchimento da
superficie com o surgimento de vincos. Nesse momento, o professor pediu a atenc¢do dos estudantes
que desenvolviam a atividade e explicou: “A nog¢do de curvatura negativa ¢ devido ao fato que em
qualquer ponto dessa superficie, linhas se intersectam com curvaturas em sentidos opostos, porém a
técnica para descobrir qual sistema geométrico pertence um determinado objeto pode ser da

utilizagao de folhas e a observagao de vincos™.
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No fim da constru¢do da garrafa, os estudantes (X), (VI), (IV), (VII) e (XI) solicitaram ao
professor um resumo sobre a Geometria Hiperbdlica e Esférica, prontamente atendida. A andlise
evidencia que, quando o professor trabalha com materiais potencialmente significativos,
proporciona, segundo Ausubel, Novak e Hanesian (1980), uma motiva¢do para a aprendizagem e
ndo uma passividade promovida por problemas do tipo “siga o modelo”. Em geral, esta atividade
conseguiu despertar a motivacdo tdo necessdria nos estudantes para sua realizacdo, bem como
comparagdes com outros sistemas geométricos (Esférico e Euclidiano). No que diz respeito as
limitacdes da atividade, hd um reconhecimento que, em funcdo dos objetivos propostos pelo
professor-pesquisador, houve necessidade de alguns acertos com relagdo ao tempo de duragdo,
recortes, ajustes € mudangas, como por exemplo, a continuidade da atividade em casa. Mas isto ndao

atrapalhou o processo de ensino e aprendizagem sobre o tema Geometria Hiperbdlica.

Recorte dos resultados do pds-teste

Apresentaremos a questdo fechada 3 e a questdo aberta 2 utilizada no pré-teste, afim de

comparagdo em termos percentuais € comportamento na categoria de analise.

Questao fechada 3. Ao construir um tridngulo no chao, qual é a soma das medidas dos seus
angulos internos? Desenhe a alternativa escolhida.

a) 180° b) 270° c) 90° d) 100°

Os resultados mostram que 78,57% dos estudantes assinalaram a alternativa (a), apontando
que a soma dos angulos internos de um tridngulo construido no chao seria igual a dois angulos
retos. Praticamente 7% dos estudantes compreendem ainda que a soma seria trés angulos retos (b) e
quase 7% expressaram como sendo um angulo reto e um estudante nao assinalou. No gréfico 1,
apresentamos uma comparacao entre as alternativas escolhidas pelos estudantes no pré e pos-teste, a

fim de servir como subsidio para andlise.
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Griafico 1: Comparagdo entre o nimero de estudantes que escolheram as alternativas para
questdo 3 no pré e pos-teste.
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Os resultados evidenciam uma assimila¢cdo no conceito de tridngulo euclidiano e uma
conexdo com a soma dos seus dngulos internos. Foi detectada uma aprendizagem conceitual,
representacional e proposicional por grande parte da turma, expressada pelas transcrigdes, como por
exemplo, dos estudantes (I), (VII) e (XI) que escreveram: “apenas vale para superficie plana, que é
a Geometria de Euclides (euclidiana), porém se a soma for maior do que 180° estaremos tratando
de uma Geometria Esférica, se for menor do que dois retos é uma Geometria Hiperbdlica e sua
curvatura é negativa”. Ja o estudante (VI) preferiu ndo assinalar, justificando seu posicionamento

frente a questdo (figura 5).

Figura 5: Protocolo do estudante VI, referente a questdo 3 do pés-teste.

De acordo com Ausubel, Novak e Hanesian (1980), € preciso atengdo na elaboracio de questoes de
avalia¢d@o, pois normalmente solicita-se apenas uma repeticdo de informagdes ou ideias aprendidas.
Nessa dire¢do, ndo conseguimos por meio de questdes fechadas, identificar avancos na
aprendizagem, muito menos como os estudantes construiram significados na estrutura cognitiva,
porém, ao permitir por meio de desenho o modelo geométrico adequado para o tridngulo, conforme
seu sistema geométrico, foi possivel perceber que os estudantes aprenderam como representar

adequadamente cada tridngulo.
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Questao aberta (2). Imagine que um cagador, resolveu sair de casa e caminhar em linha reta
infinitamente.

a) Desenhe o caminho percorrido pelo cacador numa folha de papel.

b) De acordo com o caminho percorrido desenhado na folha de papel, é possivel para o cacador
voltar no ponto de partida?

c¢) Desenhe o caminho percorrido pelo cacador numa bola de isopor.

d) De acordo com o caminho percorrido desenhado na bola de isopor, € possivel para o cagador
voltar ao ponto de partida?

e) Anote suas conclusoes.

A partir dos resultados obtidos, os registros transcritos elucidaram as estratégias utilizadas

na solu¢do do problema, emergindo as categorias de andlise (Quadro 2):

o

Quadro 2: Categorias de andlise construidas a partir dos registros dos estudantes referentes
questdo aberta 02 (pos-teste).

Categorias Unidade de registro

Entendeu que é possivel 11l - Se for numa figura plana ele conseguird, agora na esférica ndo,
por causa da distancia que o cacador pode estar.

VIII - O cagador chegard ao ponto de partida, basta retornar pelo
caminho que tragou.

caminhar infinitamente em
linha reta e retornar ao
ponto de partida.
(visdo euclidiana)

Il - Ndo é possivel, pois ele caminhard em uma reta infinita e ndo
chegard ao seu ponto de partida, pois uma reta infinita ndo tem fim.
XI - Na superficie plana ndo é impossivel, jd na superficie esférica é
possivel voltar ao ponto de origem.

XIV - E possivel o cacador voltar ao ponto de partida, sé que ele
andard ndo em linha reta, mas, sobre uma curva, pois a geometria
da Terra é esférica.

V - Nao, pois os pontos de partida e fim ndo irdo se encontrar isso so
aconteceria se o caminho fosse sobre a esfera.

X - Bom, ndo tem como ele andar em uma linha reta e voltar, terd
que fazer curvas.

IX - Ele ndo conseguird dar uma volta completa, ele terd que andar
Entendeu que néo é possivel | €™ circulo, ai conseguird voltar.

XIl - Claro que ndo conseguiria retornar, se andasse em uma

caminhar infinitamente em e . . ;
superficie plana, somente encima de uma bola de isopor ou encima

linha reta e retornar ao da Terra.
ponto de partida. VI - Ndo ¢ possivel ele voltar ao ponto de partida por linha reta, pois
(visdo ndo euclidiana) ndo vivemos no plano, mas em uma esfera.
VII - No plano (folha) ele ndo conseguiria, mas, no globo
conseguiria.

XIII - Ndo é possivel voltar se andar em linha reta infinitamente, ndo
vai conseguir.

I- Percebi que em uma superficie plana nunca chegaremos de onde
saimos, mas, na superficie esférica que é onde vivemos, conseguimos
chegar.

1IV- Ndo é possivel voltar ao ponto de partida, andando sob um
caminho reto, sempre andariamos, iriamos cansar e nao
voltariamos, ndo tem como.
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Dos estudantes participantes, dois (14,28%) responderam que € possivel o cagador voltar ao
ponto de partida, se caminhar infinitamente sobre uma reta. Esse posicionamento por parte desses
estudantes evidencia ainda uma visdo euclidiana para compreender fendmenos, mesmo apds a
realizacdo da sequéncia didatica. Ausubel, Novak e Hanesian (1980) asseveram que o estudante
precisa ter uma disposicdo para a aprendizagem significativa. Nao ¢é suficiente existir
conhecimentos prévios relevantes e apresentar um material potencialmente significativo se o
estudante ndo dispuser de vontade para aprender significativamente. Nesse sentido, é necessario que
o estudante se disponha a relacionar os novos conhecimentos com aqueles jd existentes em sua

estrutura cognitiva de forma consciente e nao trivial.

Os autores citam que toda prética educativa que nao faca com que o estudante assimile o
significado da tarefa de aprendizagem, falha em lhe proporcionar um sentimento de confianca nas
suas capacidades e em nada contribui para incrementar a sua sensacdo de dominio sobre os
acontecimentos. Assim, o surgimento de respostas com concepgoes euclidianas pode ser indicativo
de fragilidades no processo de ensino e auséncia de motivagdo por parte dos estudantes para
relacionar os conhecimentos adquiridos com as ideias relevantes existentes em sua estrutura

cognitiva.

Por outro lado, € preciso ressaltar que doze estudantes (85,72%) apontaram a
impossibilidade de o cacgador retornar ao ponto de partida por meio de uma trajetoria retilinea. A
maioria, ainda incrementou a utilizacio de uma superficie esférica como possivel solucdo. E
importante apontar a ocorréncia de uma mudanca conceitual, bem como, uma possivel
reorganizacdo dos conhecimentos adquiridos na estrutura cognitiva de cada estudante. Essa
mudanga, comentado por Moreira e Greca (2003), ndo supde a ideia de substituicdo dos
conhecimentos prévios do estudante, mas sim, uma proposta de significados na linha da
aprendizagem significativa, na descrimina¢do e desenvolvimento/enriquecimento conceitual, ou

seja, uma evolugdo conceitual.

Nessa dire¢do, os referidos conhecimentos adquiridos possibilitou que os subsungores
originais de cada estudante fossem modificados ao final do processo de assimilagdo. Essa
modificacdo estd baseada no principio que, tanto o subsungor como o novo conhecimento, fossem
assimilados e incorporados a estrutura cognitiva do estudante de modo ndo arbitrério e ndo literal.
Desse modo, o posicionamento dos doze estudantes, ao comparar e atribuir significado a conceitos
como “reta”, “curva”, “trajetoria”, “infinito”, mesmo de maneira ndo formal e esperada pelo
professor, evidenciam possiveis mudancas nos significados, tornando-se mais elaborados, ricos e

diferenciados.
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Ao compreender o que lhe foi ensinado, o estudante consegue justificar suas respostas com
suas proprias palavras o significado do material aprendido. Assim, na elaboragdo de desenhos, o
estudante (VI), por exemplo, conseguiu elaborar um texto explicativo apresentando elementos
essenciais para compreensao do tema, como “linha reta”, “plano”, “meridiano”, “curvas” e “pélos”.
Com relagdo ao texto, o estudante utilizou de palavras de ligacdo, como, “possivel”, “voltard” e

“encontram” construindo proposic¢des validas.

Todo esse processo de compreensdo de determinado conteido ocorre de modo dinamico,
visto que cada estudante é agente ativo e intervird no texto a partir das informagdes dadas,
processando e atribuindo significados. Devido a sua dimensdo idiossincritica, Ausubel, Novak e
Hanesian (1980) defendem que o texto ndo possui significado interno, ou seja, encontra-se pronto e
acabado. Assim, quando o estudante transmite uma mensagem, raramente estdo explicitadas todas

as suas ideias, mas apenas sdo apresentados alguns recortes baseados em seus conhecimentos

prévios e suas aprendizagens.

Consideracoes finais

O enfoque dessa pesquisa referiu-se a inser¢do da Geometria Esférica e Hiperbdlica no
ensino de Matematica da Educacdo Bésica, conteido este que apontou, entre outros fatores, a
inquietacdo de alguns pesquisadores em fun¢do das ingeréncias relatadas por diversos professores
da rede publica na abordagem deste tema. Alguns professores relataram que contetdos referentes ao
ensino de Geometria Esférica e Hiperbdlica, raramente sdo apresentados em cursos de formagao
continuada ou que estdo praticamente ausentes nos livros didéticos, representados apenas por
ilustragdes superficiais, bem como, apontaram sua indicacdo pelos Parametros Curriculares

Nacionais (PCN), os quais apresentam a importancia do ensino de outras geometrias.

A partir dessas problemadticas, esta pesquisa foi orientada pela seguinte questdo: Como
explorar os conceitos de Geometria Esférica e Hiperbdlica no Ensino Médio, a fim de desenvolver a
compreensao nos estudantes para a pluralidade de modelos geométricos no espago em que vivem?
Com o intuito de responder a questdo, estabeleceu-se como objetivo principal analisar o
desenvolvimento de uma sequéncia didatica e suas contribui¢des para a aprendizagem de conceitos
elementares de Geometria Esférica e Hiperbdlica junto aos estudantes do Ensino Médio. Nesse
sentido, para a realizacdo desse artigo foram elaboradas diferentes atividades diddticas para a

abordagem de conceitos pertencentes a Geometria Esférica e Hiperbolica em sala de aula.

Para verificar a viabilidade da abordagem, as atividades didéticas foram aplicadas em sala
de aula para uma turma de 14 estudantes da 2°* série do Ensino Médio de uma escola estadual da
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cidade de Tijucas em Santa Catarina. Na aplicacdo, foram analisadas a aprendizagem dos estudantes
frente as atividades que tratavam de conceitos elementares de Geometria Esférica e Hiperbdlica. As
questdes utilizadas no pré-teste, referentes a contetidos de Geometria Euclidiana, Esférica e
Hiperbdlica foram fundamentais para o delineamento acerca da elaboracao de atividades no ensino
de Geometria Esférica e Hiperbdlica. A partir dos resultados do pré-teste, foi possivel identificar
que os estudantes possuiam em sua estrutura cognitiva, alguns conceitos (subsuncores) sobre

Geometria e se utilizaram desses para resolver as questdes propostas.

Percebeu-se que, durante a sequéncia didatica, a metodologia escolhida pela apresentacao
do tema, por meio de perguntas motivacionais e realiza¢do de atividades contribuiram para que se
desenvolvessem de maneira satisfatoria a construcdo de conceitos elementares de Geometria
Esférica e Hiperbolica. Esse resultado veio ao encontro do que Ausubel, Novak e Hanesian (1980)
argumentam sobre a importancia de atividades diferenciadas como, a producdo de maquetes, a
constru¢do de mapas conceituais, apresentacdes, bem como a resolucdo de atividades sequenciadas,

enquanto contribui¢des para ocorréncia da aprendizagem significativa.

A Teoria da Aprendizagem Significativa de Ausubel e seus colaboradores (1980), as
orientagcdes de Novak e Gowin (1996) e Moreira (2010) nos auxiliaram na compreensdo dos
processos de aprendizagem, dos conceitos cientificos, e principalmente, na relacdo entre professor e
estudante em sala de aula. Foram identificados durante a sequéncia diddtica, momentos de
ocorréncia de aprendizagem significativa do tipo representacional, conceitual e proposicional, bem
como indicios de aprendizagem superordenada, subordinada e combinatéria por parte dos
estudantes nas atividades propostas, contribuindo para que o professor compreendesse como 0s
conceitos foram assimilados pela estrutura cognitiva e de que maneira estes se encontram

organizados.

A sequéncia diddtica foi planejada a partir dos resultados obtidos no pré-teste,
evidenciando a necessidade do primeiro mddulo ter caracteristica de organizador prévio correlativo,
que segundo Ausubel, Novak e Hanesian (1980) € uma estratégia de manipular a estrutura cognitiva
do estudante acerca de conhecimentos referentes a Geometria Esférica e Hiperbdlica, conceitos
considerados mais gerais e inclusivos € menos sensiveis a assimilacdo obliteradora. A partir desse
primeiro médulo, os demais tiveram a intencao de apresentar e diferenciar conceitos e propriedades
pertencentes a Geometria Euclidiana da Geometria Esférica e Hiperbdlica, com o intuito de
colaborar junto ao estudante, para compreensdo de outros modelos geométricos existentes e de
contribuir para a construcdo e reorganizacdo de sua estrutura hierdrquica referente aos conceitos

sobre Geometria Esférica e Hiperbdlica.

153



WANDERLEY P. BRUM e ELCIO SCHUHMACHER

Assim, consideramos que uma maneira para promover uma aprendizagem significativa é
considerar na sequéncia diddtica a exploracdo de ideias prévias que os estudantes possuem, a
apresentacdo de situacdes problematizadoras, a insercdo de recursos didaticos, enquanto
organizadores prévios para manipular a estrutura cognitiva na auséncia de subsungores, bem como,
proporcionar momentos de didlogo entre os pares. Pode-se dizer que a sequéncia didatica foi
construida procurando facilitar a aprendizagem significativa através da utilizagdo de materiais

potencialmente significativos, isto €, relaciondveis sob a natureza ldgica e psicolégica que

explicitamente buscam promover a diferenciacio progressiva e a reconciliagdo integrativa.

Em resposta a questdo que norteou esta pesquisa, a abordagem por meio da sequéncia
diddtica referente a apresentagdo de conceitos elementares de Geometria Esférica e Hiperbdlica a
partir de perguntas motivacionais e realizag¢do de atividades prdticas, como constru¢do de mapas
conceituais, registro e identificacdo de objetos no ambiente escolar, resolucdo de problemas
sequenciados, apresentacoes e debates, construcdo de modelos ndo euclidianos, construgcdo de
maquetes, uso de videos em consondncia com outras dreas do conhecimento, contribuiram de
maneira significativa para que o estudante desenvolva a compreensdo da existéncia de outros
modelos geométricos no espaco em que vivem. As perguntas motivacionais e as atividades praticas
foram importantes durante o processo de aprendizagem, pois contribuiram na organizacdo dos

significados que os estudantes atribuiam aos conceitos abordados.

Foram identificados, também, momentos de motivacdo e interatividade no decorrer da
pesquisa, em busca da construcdo nos significados dos conceitos de Geometria Esférica e
Hiperbodlica. As atividades préticas promoveram a motivagdo e a interatividade tanto entre os
estudantes, como entre professor com os estudantes. O professor pode somente apresentar ideias de
modo significativo, no entanto, a tarefa de organizar novas ideias num quadro de referéncia pessoal
s0 pode ser realizada pelo estudante, ideia enfatizada por Novak e Gowin (1996), em que
compreendem que a participacdo do professor durante todo o procedimento de construgcdo é de

grande importancia.

Quanto as contribui¢des que nossa pesquisa possa vir a trazer para a comunidade cientifica
da Educacdo Matematica, acreditamos ser esta no campo da metodologia de ensino, mais
precisamente, das estratégias diddticas, objetivando o processo de ensino e aprendizagem de

Geometria Esférica e Hiperbdlica.
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