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Resumo

Nas primeiras décadas de 1300, o escritor florentino Dante Alighieri
compoe a Divina Comédia, uma viagem ao além, em que o autor descre-
ve, baseando-se nas teorias cosmologicas, filosoficas e teologicas do seu
tempo, o Inferno, o Purgatorio e o Paraiso. A cratera do Inferno e a
montanha do Purgatério teriam sido formadas pela queda de Liicifer na
Terra, apos sua rebelido contra Deus. A ideia central desse texto é moti-
var a aprendizagem através de cdlculos de grandezas fisicas tendo como
pano de fundo a cosmogonia da ldade Média. Nesse sentido, sdo estima-
das, levando em conta as hipdteses formuladas, a velocidade de queda e
a massa de Liicifer. Espera-se que este trabalho possa contribuir para

estreitar as relagoes entre Fisica e Literatura.
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Abstract

In the first decades of the twelfth century, Dante Alighieri wrote the
Divine Comedy. A text that describes a mythical journey in which the
author describes the Inferno, Purgatory and Paradise based on
cosmology, philosophy and theology of his time. The crater of the Hell
and the mountain of the Purgatory have been formed by the fal of
Lucifer on the Earth, after his rebellion against God. The central idea of
this paper is to motive students from the calculation of physical
quantities using, as background, the cosmogony of the Middle Ages. In
this context, it is estimated the speed and the mass of Lucifer. It is hoped
that this work can help to bridge the gap between Physics and Literature.

Keywords: Didactics in Physics Context; Divine Comedy; Hell;
Purgatory; Mass of Lucifer.

I. Introducao

Temas relacionados a ciéncia por vezes geram discussdes e impactos em diversas
areas do conhecimento humano, alguns com cardter mais tecnolégico, outros com teor mais
humanista. Um desses temas humanistas tem raizes nos argumentos de Sir Charles P. Snow
(SNOW, 1956) sobre a divisdo entre a cultura literdria (representante da cultura humanista) e
da cultura das ciéncias naturais (representada, essencialmente, pela fisica). As ideias expres-
sas por Snow geraram grandes controvérsias das quais participaram personalidades influentes
das duas culturas da época como ressaltado por Mecke (2004), no capitulo As duas culturas —
uma historia escandalosa?, onde se 1€ que “No debate alargado participaram nao s6 fisicos,
como Robert Oppenheimer, mas também criticos literdrios e escritores, como Aldous Huxley”
(MECKE, 2004, p. 5).

De forma interativa, as discussoes suscitadas pela relagdo entre fisica e as artes tive-
ram reflexos no Ensino de Fisica, gerando grande diversidade de sugestdes e uma riqueza de
propostas e ag¢des voltadas a tornar o aprendizado dessa ciéncia mais atrativo e motivador,
além de permitir ao educando desenvolver um conhecimento mais profundo, tanto formal
como conceitual. Em particular no Brasil, propostas de tratar conceitos fisicos no contexto das
artes tém sido apresentadas e exemplos podem ser citados referentes a literatura (ZANETIC,
2005; 2006; FERREIRA, 2003), a pintura (ANDRADE, 2007), s artes cénicas (JUDICE,
2001), entre outros. Em relacdo a fisica e literatura uma revisio abrangente foi publicada por
Lima e Ricardo (2015).

Os trabalhos que tém se voltado para a relagdo especifica entre Fisica e Literatura in-
dicam que o tema pode ser abordado através de diferentes perspectivas. Para fins didéticos, o
uso de literatura especifica de divulgacdo cientifica ou textos literdrios em que um ou mais
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conceitos fisicos sdo evidenciados no decorrer da trama sdao exemplos onde essa relacao pode
ser proficua. Lima e Ricardo (2015) explicita uma classificagdo dos trabalhos nessa linha em
trés categorias. Seguindo essa categoriza¢do o presente artigo se aproxima mais da terceira
categoria que enfatiza o uso de analogias e metaforas no ensino de fisica.

Neste trabalho, tendo como pano de fundo a concep¢ao de mundo proposta por Dan-
te Alighieri em seu livro A Divina Comédia (ALIGHIERI, 1595), usamos as leis fisicas da
Mecanica para estimar qual seria a velocidade de queda e a massa do “anjo caido”. Esse even-
to, a queda de Lucifer, segundo a visdo vigente na Idade Média Europeia, teria causado a for-
macdo da cratera do Inferno e a montanha do Purgatério. Acreditamos que a contextualizacdo
do problema tratado pode contribuir para no processo de ensino/aprendizagem em diferentes
aspectos. Essa contribui¢do permeia diversos niveis do processo em questdo, tais como a mo-
tivacdo dos educados, comparacdo de visdes de mundo, acompanhamento da constru¢dao de
modelos a partir de hipéteses, constru¢do de uma perspectiva histérica do conhecimento hu-
mano, entre outros. Além disso, € possivel introduzir a obra de Dante (uma das mais fascinan-
tes da literatura universal/ocidental) e motivar sua leitura, promovendo uma ponte educacio-
nal entre a Fisica e a Literatura como indicado em outros trabalhos (GUILGER, 2015; NE-
VES, 1998).

Considerando os conceitos fisicos e mateméticos que servem de base ao presente es-
tudo, esse trabalho se destina inicialmente a alunos do curso superior. Entretanto, o contetido
pode ser adaptado para outros niveis de ensino. No apéndice, apresentamos uma versao do
tema abordado direcionada ao Ensino Médio.

Antes de prosseguir € importante lembrar que, embora a ficcdo literdria seja usada
como contexto para abordagem dos conceitos, o uso das leis fisicas nesse trabalho € o mais
preciso possivel. Algumas aproximacdes sdo introduzidas, no entanto elas sdo apontadas e
discutidas para que fique claro quais hipdteses estdo sendo usadas e quais simplificacdes estdo
sendo introduzidas.

Por fim, desejamos ao leitor uma boa leitura. Embora ela possa ser d&rdua em alguns
pontos, esperamos ndo precisar adverti-lo com as palavras: “Deixai aqui 6 vos que entrais
todas as esperancas” (in: Alighieri, 1595, canto III, verso 9) como Dante leu as portas do In-
ferno.

I1. Universo literario abordado

A Divina Comédia do escritor florentino Dante Alighieri ha séculos fascina leitores
de todas as geracOes por sua complexidade e grandiosidade. Dante imagina ter visitado o
mundo do além-morte, comecando sua viagem na noite de Natal de 1300. De acordo com as
teorias vigentes a época ligadas, sobretudo, a Igreja Catdlica, o além se dividia em trés reinos:
Inferno, Purgatério e Paraiso. Dentre os trés reinos, o Inferno teria um carater permanente (a
condenacdo ao inferno seria eterna) e o tratamento reservado aos pecadores seria durissimo.
Os demais reinos seriam provisorios: depois do julgamento final, haveria, de acordo com a
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teologia catdlica, a ressurreicao dos corpos. Uma questdo coerente nesse contexto, formulada
como consequéncia direta dessa visdo de mundo, era: como se formaram os trés reinos?

A resposta a essa questdo € dividida em duas partes. A primeira diz respeito ao Parai-
so, que teria sido construido por Deus quando da criacdo do universo. Os outros dois reinos
teriam sido criados como resultado da queda de Lucifer na Terra, que ocorreu depois dele
liderar uma rebelido dos anjos. O impacto teria ocorrido onde hoje se encontra a cidade de
Jerusalém e resultaria na imensa cratera do Inferno, cuja profundeza chegaria ao centro da
Terra. E, 14 no centro da Terra, o préprio Lucifer se encontra aprisionado, enterrado até a cin-
tura em um lago gelado. De acordo com a concepg¢do da época, as terras teriam se retraido
diante da chegada do mal, ou seja, pelo horror causado pela chegada de Lucifer.

O Inferno seria composto de nove circulos concéntricos que vao se afunilando. Nos
primeiros circulos sdo punidos os pecados menos graves, comecando pela luxuria. Depois de
ter descido até o lugar onde estaria Lucifer, Dante teria subido por uma estreita passagem, que
o escritor chama de “natural burella”, e subido até uma ilha, localizada no hemisfério austral,
em que surge a montanha do Purgatdrio. De acordo com o pensamento da época, nesse hemis-
fério haveria somente dguas. A montanha do Purgatério formou-se, de acordo com Dante,
sucessivamente a formagdo da cratera do Inferno, utilizando o préprio material saido do bura-
co. No cimo da montanha do Purgatério se encontra o Paraiso terrestre onde, posteriormente,
foram colocados Adao e Eva. Simbolicamente o Paraiso terrestre € o lugar da Terra mais per-
to do Paraiso sendo, por essa razdo, o mais perfeito. Na Fig. 1, é possivel observar a represen-
tacdo dos primeiros dois reinos do além de acordo com o quadro proposto por Dante em sua

obra.

INFERND PURBATORID.

Fig. 1 — Representagdo do Inferno e do Purgatorio (Fonte: ALIGHIERI, 1844, p. xvi).
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Acima da Terra, que permanece imével e € o centro do universo de acordo com o sis-
tema ptolemaico, estd o Paraiso, que é formado por nove céus, esferas concéntricas, sete das
quais correspondem aos planetas do sistema ptolemaico, isto é Lua, Mercurio, Vénus, Sol,
Marte, Jupiter e Saturno. O oitavo céu seria formado pelas estrelas fixas, e nono, o primeiro
movel (Primo Mobile), é o céu dos Serafins. Além desses céus fica o Empireo que € imével e
o local onde estaria Deus.

O mundo dantesco €, portanto, um mundo complexo, feito ndo somente de imagens
alegdricas e de criagdes literdrias. Ele é uma simula do saber filoséfico, cosmoldgico e teold-
gico aquinhoado até entdo. Dante era certamente um intelectual e erudito, seu conhecimento
foi adquirido por meio do estudo das principais obras do seu tempo.

I1I. A velocidade de queda

O comeco de nossa andlise fisica sobre a obra de Dante nos leva a refletir sobre a
queda em si. Lucifer comete o pecado da soberba e como puni¢do é afastado do Céu, caindo
na Terra. Uma vez que ele cai, ndo sendo empurrado ou arremessado, sua velocidade inicial
pode ser considerada igual a zero e € preciso saber de onde a queda se inicia. A questdo inicial
que se coloca aqui é: onde fica o limite do primeiro céu?

Tendo em vista o fato de que o primeiro céu corresponde a Lua, a resposta mais con-
vincente parece ser: o primeiro céu inicia a distancia onde a gravidade da Terra € igual a da
Lua. Dessa forma, um corpo mais proximo da Lua que essa distancia, estaria sob a influéncia
da Lua, portanto no primeiro céu. Um corpo parado nesse ponto comecara a cair em direcdo a
Terra apenas com um pequeno deslocamento em sua direcdo. Assim, vamos comegar identifi-
cando esse ponto.

Consideremos um corpo, de massa m, na posi¢ao exata onde a forca gravitacional da
Terra (ﬁT) € igual a da Lua (ﬁL). Nesse caso, admitindo que as for¢as atuem em sentidos opos-
tos, seus modulos devem ser iguais, Fr = Fj, ou seja:

= ey

GMtm  GMpm dr M\ 1/2
— = > - ==(— ~ O,
dz d? d, M

Nessa relacdo, foi usada a expressdo da forca gravitacional introduzida por Newton
(RESNICK, 1974), Mr representa a massa da Terra (cerca de 6.10** kg), ML é a massa da Lua
(7,4.10% kg), G é a constante da gravitagdo universal (6,67. 1o N.m2/kg), dr é a distancia
entre a Terra e o ponto procurado e di € a distancia entre este ponto e a Lua. Usando a relacao
acima (1), o conhecimento de que a distincia entre a Terra e a Lua (Dr.r) vale 3,8.108
m e que Dr.L = dr + dr, obtemos que dr=3.4. 108 m = 3,4. 10° km. Essa distincia representaria
o tamanho da queda do anjo, ou seja, trezentos e quarenta mil quildmetros. Para essa distancia
nao € possivel admitir que a aceleracdo da gravidade seja constante. Entretanto, para fins di-
daticos, uma aproximacao inicial pode ser feita considerando a aceleracdo da gravidade cons-
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tante (g), digamos 9,8 m/s%. Com essa aproximagio o contetido tratado aqui pode ser discutido
também no Ensino Médio (vide o apéndice do presente artigo).

Um cdlculo mais rigoroso para se determinar a velocidade com que o Lucifer atingi-
ria a superficie da Terra pode ser feito usando a conservacgdo de energia. Para tanto, um pouco
de calculo integral € necessdrio. A variacdo da energia potencial (AU) € encontrada pela inte-
gral da forga, nesse caso, a forga gravitacional. Assim, temos:

AU = — [T dr = —GMyMy, [ — o] = 61.107My,, 2)
sendo que My, corresponde a massa de Licifer, Rt é o raio da Terra (6,4.10°m) e o restante
dos simbolos s3o os mesmos usados anteriormente. Desprezando o atrito, a conservagdo da
energia mecinica impde que a energia cinética final (Ec = m.v%/2) de Liicifer deve ser igual a
variacdo da energia potencial, lembrando que estamos admitindo que ele parte do repouso.
Dessa forma, igualando o resultado indicado em (2) a energia cinética, se obtém:

_ MLuvz

Ec == =6,1.10'My, - v=11.10"m/s. 3)

Como esperado essa velocidade € muito alta no sentido cotidiano, cerca de 11 km/s,
mas ¢é relativamente pequena se comparada a velocidade da luz (3.10% m/s). Desta forma, o
problema pode ser tratado classicamente, sem necessidade de fazer corregdes relativisticas.

Um ponto a ser destacado € que nos célculos feitos acima se desprezou a resisténcia
do ar. Esse efeito deve ser importante considerando o valor da velocidade obtida. Entretanto,
uma vez que a distincia entre a Terra e o inicio da queda vale dr = 3,4. 108 m =3,4. 10°kme a
espessura da atmosfera é da ordem de 100 km = 10?km, o trecho no qual haveria agdo da resis-
téncia do ar corresponde a menos de um milésimo da trajetdria total. Essa relacdo fornece
uma justificativa para se admitir que os efeitos de resisténcia do ar sejam pequenos frente ao
movimento total e, portanto, podem ser desprezados em uma primeira aproximagao.

IV. A Cratera do Inferno e a Montanha do Purgatorio

Seguindo adiante na andlise, vamos estimar qual seriam as dimensdes da Montanha
do Purgatdrio, criada pelo impacto de Lucifer na Terra, para tanto, de acordo com Dante, con-
sideremos que Lucifer estd no ponto mais profundo do Inferno, que deveria coincidir com o
centro da Terra. Assim, o modelo que emerge € que ele ao atingir a superficie do planeta teria
criado o Inferno e elevado, do outro lado da Terra, a Montanha do Purgatdrio. Seguindo essa
ideia, vamos aproximar a montanha como sendo um cone cuja drea da base € Ay e a altura
coincide com o raio da Terra (Rt). Essa descri¢do parece ser amparada pela cosmologia expli-
citada por Dante, os circulos do Inferno se afunilam até chegar ao dltimo e a Montanha do
Purgatdrio teria base larga e se estreitaria até chegar ao paraiso terrestre (Figura 1).

Drigo Filho, E e Babini, M.
1052



O volume do cone (V) € relativamente facil de calcular e pode ser obtido multipli-
cando a drea da base pela altura do cone e dividindo por trés, no presente caso: V = Ap.R1/3.
Este valor pode ser determinado considerando discos sobrepostos de espessura infinitesimal, a
soma (integracdo) da massa de todos os discos fornece o volume total do cone. Uma descri¢do
geral do cdlculo do volume de um corpo em func¢do das dreas de sec¢des paralelas pode ser
encontrada em livros de célculo (vide, por exemplo, PISKUNOV, 1983).

Muitos estudiosos da obra de Dante atentaram para dados quantitativos relacionados
com a Divina Comédia, em particular, no que diz respeito sua topografia. Esses dados sdo
importantes para os cdlculos desenvolvidos mais adiante.

O primeiro estudo de grande importincia a esse respeito foi desenvolvido pelo hu-
manista, arquiteto e matematico florentino Antonio di Tuccio Manetti (1423-1497). Este tra-
balho (MANETTI, 1506) € escrito na forma de um didlogo entre o proprio Manetti e o poeta
florentino Girolamo Benivieni (1453-1542). Benivieni € o responsdvel pela publicacdo pds-
tuma dessa obra de Manetti em Florenca pela imprensa do governo da cidade ("Giunta"). O
Didlogo foi sucessivamente republicado em varias edi¢des e coletaneas, dentre elas a obra
muito divulgada publicada por Gigli (1855).

Antonio Manetti baseando-se na obra original de Dante fornece varios dados sobre as
dimensdes da cratera do Inferno. A Figura 2, que reproduz um mapa do Inferno de Dante,
redesenhado a partir das medidas propostas por Manetti, foi publicada pela primeira vez na
edi¢do da Divina Comédia de 1595 organizada pela Accademia della Crusca de Florenga,
impressa pelo editor Domenico Manzani (ALIGHIERI, 1595).

De acordo com Manetti, o buraco do Inferno teria um didmetro enorme. O tamanho
da boca do Inferno é obtido partindo de um arco de 3.400 milhas que € igual a um sexto da
medida da circunferéncia da Terra, tendo como centro Jerusalém. Assim, o topo da cratera se
estenderia 1700 milhas a direita e 1700 milhas a esquerda da cidade sagrada. A corda formada
por esse arco € igual ao raio da Terra, que de acordo com os dados da época seria de 3245
5/11 milhas (~3245,45 milhas). Este valor, que ndo difere muito do valor atual, j4 era conhe-
cido na época de Dante e estava contido, por exemplo, no livro Tresor de Brunetto Latini
(1220-1294) (LATINI, 2007) que foi a primeira enciclopédia popular do mundo ocidental. O
Tresor, cujo titulo original era Li livres dou tresor, obra em trés volumes, foi escrito durante o
exilio de Brunetto Latini na Franca entre 1260 e1266.

Para determinar a dimensdo da boca da cratera temos que conhecer a largura do pri-
meiro circulo do Inferno. Inicialmente, € importante notar que antes da entrada do Inferno se
localizaria o Limbo, local destinado as almas dos que ndo pecaram, mas que nasceram antes
de Jesus Cristo e ndo tiveram, portanto, a oportunidade de conhecer a religido cristd. E nesse
local que Dante encontra o poeta Virgilio que lhe serve de guia na travessia do Inferno e do
Purgatério. De acordo com Manetti, o Limbo teria 87,5 milhas de extensao contornando toda
a entrada da cratera. Assim, para determinar o diametro do primeiro circulo do Inferno (D)
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seria necessario subtrair a distancia correspondente ao Limbo, o que resultaria em um didme-
tro de D; = 3245,45 - 2 x 87,5 = 3070,45 milhas.

Do FILO, PIANTA E MTSVRE DELE INFERNO DI DANTR SECUNDO LA DESCAIZIONE p'
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Fig. 2 — Mapa do Inferno. Desenho feito a partir dos estudos de Antonio Manetti
(ALIGHIERI, 1595).

Em 1544 foi impressa em Veneza outra edi¢do da Divina Commedia de Dante
Alighieri (ALIGHIERI, 1544) comentada por Alessandro Vellutello, um literato de Lucca,
cidade da Toscana, que viveu em Veneza no periodo da Renascenga. Nessa edi¢do estd conti-
do o capitulo Descrittione de lo inferno ("Descricdo do inferno"), em que o autor, apresenta
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novas reflexdes acerca da cosmologia dantesca e sobre a topografia dos trés reinos, criticando
o trabalho do predecessor e propondo, inclusive, medidas bem diferentes das propostas por
Manetti. Sem analisar em detalhes as diferencas entre as duas propostas, cabe destacar que o
diametro da boca do Inferno de Vellutello € de 280 milhas, um valor bem menor que o atribu-
ido por Manetti.

A publicacdo do trabalho de Vellutello gerou muita polémica, sobretudo em ambien-
tes florentinos. Mais tarde, Galileu Galilei foi convidado pela Accademia Fiorentina para de-
bater e comparar as duas hipéteses. O resultado da andlise de Galileu foi apresentado em duas
licoes feitas em 1588. As li¢cdes de Galileu Galilei estdo contidas em muitas obras e coleta-
neas posteriores de escritos do cientista, dentre elas a de Gigli (GIGLI, 1855). No que diz res-
peito ao tamanho do Inferno, Galilei indica ser mais "verosememelhante" o trabalho de Ma-
netti (GIGLI, 1855). Dificil saber quanto o fato de Manetti ser florentino e Vellutello de Luc-
ca (cidade rival de Florenga) tenha pesado na decisdao de Galilei, que embora pisano, devia ter
propensdo para comprazer a elite florentina da época.

No que diz respeito ao vao do Inferno, Galileu, que nédo calcula com precisdo o seu
tamanho, afirma que ndo deve ser considerado igual a um sexto do volume da Terra, mas que
provavelmente deveria ser igual a cerca de um quatorze avos desse. Os argumentos de Galileu
levam em conta a estabilidade da estrutura que cobriria a cratera do Inferno. Nessas condi¢des
o didmetro da cratera seria igual ao raio da Terra.

Outros autores apresentaram outros cdlculos e modelos sobre a topografia do Inferno,
mostrando interesse e criatividade sobre o assunto. No presente trabalho, utilizaremos a medi-
da proposta por Manetti, tendo em vista o fato de que o proprio Galileu Galilei a considerou
como sendo mais confidvel que a medida proposta por Vellutello. Nada impede, contudo, que
o leitor interessado refaca os cdlculos levando em conta outra hipétese acerca do tamanho da
cratera.

Para continuar nosso trabalho faz-se necessério converter as medidas em milhas pro-
postas por Manetti para quildmetros. A medida do "miglio" fiorentino é, de acordo os estudio-
sos de metrologia, de 1653,607 metros (BARATTA, 1903, p. 37). Entretanto, esse fator de
conversdo aplicado ao valor indicado por Manetti (3070,45 milhas) fornece um diametro da
cratera de (3070,45) x (1653,607) = 5077317,61 m = 5,08 10° m que é cerca de 20% inferior
ao raio médio da Terra conhecido hoje em dia (6,37.10° m). Pode-se corrigir essa diferenca
igualando a proporcao entre o raio da Terra conhecido hoje (6372,97 km) e o raio indicado por
Manetti (3245,45 milhas). Nessas condi¢des, o didmetro da cratera seria 6029 km o que cor-
responde a um raio de cerca de Ry = 3,0 10° m, metade do didmetro. Assim, vamos adotar esse
valor como sendo a dimensao da boca da cratera aberta pela queda de Lucifer.

Nas condi¢des descritas acima, o volume da Montanha do Purgatério seria igual ao
volume de um cone:

2
__ ApRr _ mRERr _ m(3.10°)" 6,4.10°
3 3 3

vV = 6,0.10° m3. 4)
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Admitindo que a base fosse circular, ou seja, a drea vale Ap = m.Ry%, 0 que faria jus aos cha-
mados "circulos" tanto do Inferno como do Purgatério.

Outra grandeza importante a ser calculada € a massa da montanha (m), para tanto
precisamos da densidade da Terra (pr). Essa densidade pode ser obtida dividindo a massa do
planeta pelo seu volume (Vr = 4nxR1*/3, admitindo uma forma esférica), ou seja:

pr = “j—: = 5,5.103 kg/m®. (5)

Esse valor € o mesmo indicado na literatura sobre o assunto. Por exemplo, um livro de fisica
basica (RESNICK, 1974) fornece o valor de 5,52.10% kg/m’ para tal densidade.

Usando a defini¢dao de densidade mais uma vez e os valores indicados em (4) e (5), a
massa da montanha pode ser determinada:

m = p;V =5,5.10% X 6,0.101° = 3,3.1023 k. 6)

V. A Massa de Lucifer

O célculo realizado para determinar a massa de Lucifer € bastante aproximado, pois
vamos admitir conservacdo da energia mecanica o que nio parece Ser o caso, uUma vez que as
forcas dissipativas devem ser importantes no processo. Assim, a estimativa a seguir deve ser
entendida como um limite inferior da massa do anjo.

Inicialmente, vamos calcular a energia potencial da Montanha do Purgatério. E im-
portante atentar para o fato da aceleracdo da gravidade variar para diferentes alturas da mon-
tanha, um cdlculo rédpido mostra que essa aceleracdo no topo (a uma altura igual ao raio da
Terra) valeria cerca de 2,4 m/s°, em contraste com o valor na sua base, que teria um valor pré-
ximo a 9,8 m/s?. Assim, o célculo a ser feito envolve determinar a energia potencial de discos
sobrepostos cujos raios diminuem da base para o topo, formando um cone, e somar todas es-
sas energia. Ao longo do processo, vamos assumir que as espessuras dos discos sdo bastante
pequenas, ou seja, teremos que fazer uma integragao.

De forma geral, a energia potencial de um disco de massa infinitesimal (dm) a uma
altura (Rr+y) é dado por:

GM
du = —=%
Rr+y

(7)

Lembrando que a montanha estaria acima da superficie, ou seja, sua altura (y) é contada a
partir do raio da Terra (Rt). O elemento de massa dm pode ser determinado pelo produto da
densidade (pr), ja calculado anteriormente, pelo volume do disco (Vg4). O volume do disco,
por sua vez, € calculado multiplicando a 4rea da base pela sua altura (dy). Finalmente, é opor-
tuno lembrar que a drea da base de cada disco € igual a drea de um circulo cujo raio depende a
altura, r(y).
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A relac@o entre os raios dos discos e suas respectivas alturas pode ser obtida tomando
um corte longitudinal do cone, que o divide em duas partes iguais, e usando um pouco de tri-
gonometria, especificamente, semelhanga de tridngulos. A figura 3 mostra um esquema da
geometria indicada acima. Assim, € possivel estabelecer:

(RT=Y)Rp
(et ®)

r(y) =

sendo Ry o raio da base. Nesse cédlculo é admitindo que o raio da Terra seja igual a altura do
cone, o que combina com a visdo dantesca da Montanha do Purgatério.

Rt

y [ riv)

e —

Rb
Fig. 3 — Visualizacdo dos triangulos para determinar a relagdo (8).

Usando a densidade da Terra (5) e o volume de cada disco V4 (0 volume de um cilin-
dro de espessura dy), o elemento de massa é dado por:

_ 2
dm = py Vy = prm (%) dy, ©)

sendo o volume do disco é igual a drea da base vezes a sua altura, ou seja, Va = m[r(y)]>.dy,
com r(y) dado pela relacao (8).

Nas condic¢des indicadas acima, a energia potencial, relagdo (7), pode ser reescrita
usando (9):

B 2
du =M hon ((RT D) gy, (10)

RT+y RT

Por fim, a integracdo nos extremos de Rt (base da montanha) até 2.Rt (topo da mon-
tanha) fornece a energia potencial da montanha, ou seja,

_ 2 2
IZRT{GMT n((RT y)Rb) } dy = GMTpTﬂ( ) f;:T(RT ¥)? dy. (1

RT+3’ RT Rr+y

A integral acima pode ser calculada substituindo y = u — Rt e tomando cuidado com
os extremos de integragdo. O calculo em si € deixado para o leitor, o resultado final vale:

AU = 0,12 tGMsprRE ~ 7,5.103° J. (12)
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Uma vez determinada a energia potencial da montanha, o préximo passo é determi-
nar a velocidade inicial do conjunto (Licifer + montanha). Como Lucifer devia ter ficado en-
cravado no fundo do Inferno, o natural é supor que houve um choque completamente inelésti-
co. Assim, por conserva¢cao do momento linear tem-se que:

My v = (MLu + m)vconj = Vconj = (13)
sendo que M,, representa a massa de Lucifer, v a sua velocidade ao atingir a superficie da Ter-
ra (3), m a massa da montanha (6) e v.,, € a velocidade do conjunto logo ap6s o choque.

Para achar uma estimativa da massa de Lucifer devemos observar que, no minimo,
durante o processo de colis@o, a energia cinética do conjunto (Ec) foi transformada em energia
potencial da montanha (12). Essa estimativa, embora grosseira, pois despreza efeitos impor-
tantes, como as forcas dispersivas, fornece ao menos um limite inferior para a massa procura-
da. Entretanto, considerando a visdo da Idade Média, pode-se argumentar que seria aceitavel
admitir a hipétese de que a dissipacdo de energia fosse minimizada nesse processo uma vez
que se imagina que a propria matéria se retrairia com a aproximacao do mal (in: ALIGHIERI,
1595, Inferno, Canto XXXIV, v. 121-126).

Seguindo o raciocinio indicado acima, igualando a energia cinética inicial com a
energia potencial da montanha e usando a velocidade do conjunto obtida na relagdo (13), te-

mos:

AU = (MLu+m;(Uconj)2 _ Z(ZEZZ;)’ (14)
ou seja:

M?,v? — 20UM,,, — 2mAU = 0. (15)

Essa ultima expressdo é uma equacao de segundo grau em MLu, cuja solucdo pode ser deter-
minada pela relagdo:

__ AU+{AU(AU+2mv?2)
= 2 .

My, (16)

Como a massa deve ser positiva a solucdo possivel para a equacao (16) envolve o si-
nal positivo (+) antes da raiz quadrada. Isso € facilmente percebido observando que o termo
dentro da raiz € sempre maior que AU.

Usando os valores ja encontrados de AU = 7,5.10% 7 (expressdo (12)), v = 1,1.10*
m/s (expressdo (3)), m = 3,3.10% kg (expressdo (6)) e a equagio (16), obtém-se um valor final
para a massa de Lucifer. E conveniente observar que o produto 2mv? (~80.10°°) dentro da raiz
da expressao (14) tem uma ordem de grandeza préxima a de AU (12). Colocando os valores
numéricos na equacdo (14), obtém-se que a massa de Lucifer devia ser:
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My, = 2,7.1023 kg. (17)

Como esperado a massa obtida é muito grande, porém menor que a massa da Terra.
Observa-se, entretanto, que o valor da massa encontrada estd situado entre a massa da Terra
(6,0.10** kg) e a da Lua (7,36.10%? kg), ou seja, esse valor seria compativel com um objeto
celeste no contexto da época de Dante. Por outro lado, a colisdo entre a Terra e um objeto
com essa massa seria desastroso. Pode-se lembrar de que uma explicacio bastante aceita para
a extingdo do periodo Cretdceo (responsdvel pelo desaparecimento dos grandes répteis) € a
colisdo de um asteroide com a Terra. Uma estimativa da massa desse asteroide aponta para
cerca de 3,4.10" kg (ALVAREZ,1980) que é cerca de dez ordens de grandeza menor que a
massa calculada aqui.

VI. Consideracoes finais

Neste trabalho foram usados principios € modelos mecénicos da Fisica para provocar
um olhar alternativo para o mito da queda de Licifer e da formacao do Inferno e do Purgato-
rio sob o ponto de vista da cosmologia vigente na Idade Média Europeia, explicitada na Divi-
na Comédia de Dante (ALIGHIERE, 1595).

A obra de Dante tem despertado o interesse de diversos estudiosos e intelectuais des-
de sua publicacgdo, ela também tem permitido discussdes intensas sobre seu significado e con-
teido. Em termos técnicos, vale destacar a controversa entre Manetti (MANETTI, 1506) e
Alessandro Vellutello (ALIGHIERI, 1544) que gerou um grande interesse por parte da comu-
nidade académica da época, a ponto de Galileu ser convidado a intervir.

No contexto do ensino de fisica, o presente trabalho apresenta contribuicdes em di-
versos aspectos que vao desde a motivacdo dos alunos para o aprendizado até a introducgdo e
discuss@o dos conceitos fisicos em si. Outras contribui¢cdes de carater geral também podem
ser observadas, como uma introdu¢do a construcdo de modelos em Fisica e a comparagdo en-
tre as visdes de mundo contemporanea e medieval. Um estudo mais abrangente sobre a rela-
cdo entre fisica e literatura com €nfase nas questdes no potencial didatico dessa relacdo pode
ser encontrado no texto de Lima e Ricardo (2015).

Os cdlculos realizados ao longo do texto podem ser repetidos por qualquer individuo
com nog¢des bésicas de fisica e cdlculo integral. Desta forma, estudantes dos cursos de cién-
cias exatas devem ser capazes de acompanhar o procedimento adotado nesse trabalho logo
apos o primeiro ano de curso. Para os niveis mais bésicos de ensino os detalhes mateméticos
podem ser total ou parcialmente omitidos dependendo do perfil dos alunos e o objetivo peda-
gbgico pretendido. No apéndice € apresentada uma sugestdo de adequacdo do tema tratado
aqui para o Ensino Médio.

Outras grandezas a respeito do problema podem também ser calculadas com racioci-
nio semelhante ao apresentado no decorrer desse texto. Neste sentido, sdo deixados ao leitor
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interessado dois exercicios: (1) o célculo do tempo de queda de Lucifer e (2) a estimativa da
velocidade de recuo da Terra devido ao choque com o anjo caido.

E oportuno observar que os cdlculos apresentados ndo ddo suporte ao mito, apenas
usam elementos da obra literdria para inserir e discutir conceitos fisicos, motivando e inter-
relacionando a fisica com outras dreas do conhecimento humano, em particular a literatura. A
esse respeito € importante apontar que a estrutura do planeta, ndo responderia da forma indi-
cada por Dante ao impacto de um corpo como o descrito aqui. Além do mais, hoje em dia,
conhecendo a geografia de todo o planeta, especialmente a do hemisfério sul (austral), sabe-
mos que a Montanha do Purgatério nao existe.
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APENDICE - Adaptacoes sugeridas para o Ensino Médio

O presente trabalho foi pensado em sua forma e conteddo para pode ser apresentado
para estudantes do Ensino Superior. Entretanto, como indicado na conclusdo do artigo, ele
pode ser readequado para outros niveis de ensino. De forma ilustrativa, indicamos nesse
apéndice como estimar a massa de Lucifer usando conceitos e ferramentas matemdticas aces-
siveis aos alunos do Ensino Médio.

O célculo da velocidade de queda do anjo usado no corpo do artigo envolve o princi-
pio de conservacdo de energia. Especificamente, a variacdo da energia potencial de Lucifer
deve ser igual a sua energia cinética final (supondo que sua velocidade inicial € nula). Uma

. . o . G .
vez que a energia potencial gravitacional em sua forma geral € dada por U = — , avari-

acdo da energia potencial é obtida pela expressao AU = —GMyM,,, [di - Ri], como indicado
T T

no texto, equagao (2).
Uma maneira mais simples, embora menos precisa, seria admitir a aceleragdo da gra-
vidade constante (g = 9,8 m/s?) e usar a equacio de Torricelli:

v? = v3 + 2als => v =+ 2als = \/2.9,8. 3,4.108 = 8,2.10%*m/s (A.1)

A notagdo segue a mesma usada no corpo do artigo, sendo As = dr e a = g. Essa expressao
determina a velocidade do anjo caido ao atingir a superficie da Terra admitindo que sua velo-
cidade inicial € zero e aceleracdo € constante. Como esperado a velocidade encontrada € mai-
or que aquela indicada no texto (v = 1,1. 10* m/s), esse resultado reflete o fato da aceleracdo
ter um valor crescente ao longo da queda sendo seu valor maximo, préximo a superficie do
planeta, igual a g = 9,8 m/s>.

Na determinacdo da massa, sem uso do célculo integral, vamos fazer uma suposicao
adicional sobre a Montanha do Purgatério. Vamos admitir que o Centro de Massa (CM) da
montanha coincide com seu Centro de Gravidade. Essa igualdade ndo € estritamente verdadei-
ra para um corpo com a altura de 6,4.10° m, equivalente ao raio da Terra. Entretanto, essa hi-
pétese permite compatibilizar o raciocinio com o conhecimento adquirido no Ensino Médio.

Outra suposicdo adotada € que a energia potencial da montanha corresponde a ener-
gia potencial de um corpo préoximo a superficie da Terra com a massa concentrada no seu
CM. Em termos matematicos: AU = m.g.h, com h sendo a altura do Centro de Massa. Essa
aproximacao implica em admitir que a variagdo da energia potencial da montanha seria o
equivalente a elevar uma massa m (massa da montanha) a uma altura h da superficie da Terra
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(posi¢ao do CM da montanha). No caso de um cone, o CM se encontra sobre o seu €ixo, a um
quarto de sua altura a partir da base. Esse resultado pode ser conseguido experimentalmente
pelos estudantes usando um sélido no formato do cone e um fio pelo qual se suspende o cone
de diferentes pontos sobre sua superficie.

A massa da montanha estd determinada no corpo do artigo e corresponde ao produto
da densidade da Terra pelo volume de um cone, o resultado obtido é m = 3,3.10% kg, equacio
(6). Assim, a energia potencial estimada da montanha é:

AU = m.g.h= 3,3 1023.9,8.6’44—106 =~ 5,2.103]. (A.2)

A massa de Licifer pode ser obtida seguindo os mesmos passos indicado no texto
pelas equacdes de (13) a (16). Os conceitos usados nessa andlise envolve conservacdo do
momento linear e da energia. A diferenca do resultado é apenas numérica, ou seja, substitui-
cdo da energia potencial da montanha indicado pela equacdo (12) pelo valor obtido acima
(A.2) e a velocidade de queda obtida pela equacao (3) pelo valor aproximado obtido em (A.1).

Nessas condi¢Oes, a massa de Lucifer seria dada por:

M,, = AU+/AU(AU+2mv2) => M,, ~ 2,2.10%2kg (A.3)

p2

Observa-se que a massa encontrada € cerca de uma ordem de grandeza menor que o valor
indicado na equacgdo (17). Essa discrepancia é compreensivel frente as aproximacdes mais
fortes utilizadas nesse apéndice.

Um cdlculo ainda mais simplificado pode ser feito considerando que toda a energia
cinética do anjo caido se transforma em energia potencial da montanha. Nessa aproximacao, a
etapa da conservacdo do momento linear seria excluida e a energia cinética de Lucifer e a
energia potencial da Montanha do Purgatdrio seriam igualadas. Nesse caso, a diferenca entre
o resultado e o valor obtido no corpo do artigo seria ainda maior devido as aproximacgoes se-
rem mais pobres.
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