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Resumo

Este artigo apresenta um simulador computacional para demonstrar as
propriedades de um gds ideal bidimensional, a partir da deducdo da
equagdo de estado para o caso de duas dimensoes, permitindo visualizar
como a partir do fendomeno microscopico das colisoes se obtém as gran-
dezas macroscopicas do gds. Sdo mostradas as equivaléncias entre as
abordagens 2D e 3D, bem como a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann
modificada para o caso 2D. E descrito o funcionamento do simulador
construido em Javascript/HTML, a mensuracdo das grandezas para o
caso 2D bem como uma andlise adicional do comportamento das coli-
soes das particulas com as paredes do recipiente em 2D, mostrando que
a quantidade de colisées com as paredes ndo é constante no decorrer da
simulagdo.
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Abstract

This paper presents a computational simulator to demonstrate properties
of a two-dimensional ideal gas from the equation of state for 2D
case, allowing to view the obtaining of macroscopic quantities from the
microscopic perspective of collisions according to Newton’s law. An
equivalence between 2D and 3D approaches are available, as well as the
Maxwell-Boltzmann velocities distribution modified for 2D. The paper
describes some operational aspects in Javascript/HTML, the measure
units for 2D case and a further analysis of collisions behavior with the
recipient 2D borders, showing that the number of collisions with the
borders isn’t a constant along the simulation.

Keywords: Two-dimensional Gas; Thermodynamics; Computational

Simulation; Equation of State of an Ideal Gas.

I. Introducao

O estudo da Termodinamica teve um papel fundamental no desenvolvimento da vi-
sdo corpuscular da matéria ao final do século XIX, sendo considerada por alguns o embrido
da ideia do quantum no alvorecer do século XX. O edificio da teoria cinética dos gases foi
construido a partir dos estudos e experimentos de uma série de personalidades, dentre as quais
Robert Boyle (1627-1691), Jacques Charles (1746-1823), Louis J. Gay-Lussac (1778-1850),
Benoit Clapeyron (1799-1864) para o relacionamento das varidveis macroscopicas dos fend-
menos termodinamicos e, por fim, James C. Maxwell (1831-1879) e Ludwig V. Boltzmann
(1844-1906), na demonstracdo da conexdo entre a visdo microscopica das velocidades das
moléculas com a varidvel macroscopica da temperatura. A nocdo de equiparticdo da energia
de Boltzmann foi utilizada mais tarde para a expressao da radiacdo do corpo negro de Planck,
0 que culminou na ideia do tratamento da energia como uma grandeza discreta ao invés de
continua (EISBERG; RESNICK, 1979, p. 33).

A construcdo de simuladores que permitam mostrar como 0s fendmenos fisicos se
comportam em uma ‘“caixa de areia” ¢ de grande valia para o ensino de Fisica e Matematica.
Conforme Medeiros e Medeiros (2002, p. 79), as simula¢des podem ser vistas como represen-
tacdes ou modelagens de objetos especificos reais ou imaginados, sejam de sistemas ou fend-
menos. A partir da visualiza¢io da evolucdo de um fendmeno em simuladores, os alunos po-
dem compreender como € o comportamento das diferentes grandezas ligadas ao fendmeno
fisico. No sentido da compreensdo de como os fendmenos microscopicos geram 0s macrosco-
picos, o uso de simuladores que possam demonstrar como, a partir das colisdes entre molécu-
las, emerge o conceito da energia e da temperatura, € uma justificativa importante para o de-
senvolvimento de simuladores e objetos de aprendizagem para a drea da Termodinamica.
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Para simplificar a construcdo do simulador, este trabalho tem o foco na utilizacido do
conceito de gds bidimensional, para tratar o problema em duas dimensdes. Para se chegar a
uma equagdo que descreva o estado de um gés ideal em duas dimensdes, € oportuna a descri-
¢do de um modelo que produza a equacdo de estado de um gds em trés dimensdes. A equagcao
de estado que rege um gas em 3D relaciona a pressdo, o volume que o gds ocupa e a tempera-
tura, o qual se constata a partir da equacdo de Clapeyron e das relacdes estabelecidas por
Boyle, Charles e Gay-Lussac entre as trés varidveis macroscépicas. Por meio de uma analogia
da descricao em duas dimensdes, pode-se chegar também a um correlato da equagdo de Cla-
peyron em 2D, considerando a drea ocupada pelo géds, em vez do volume.

A nocdo do géds ideal em duas dimensdes possui uma extensa utilizagdo em pesquisas
envolvendo o confinamento de particulas supostas como um gis em duas dimensdes. Por
exemplo, o comportamento de moléculas de benzeno em uma superficie de cobre a baixa
temperatura pode ser detectado por meio de um microscopio de tunelamento (STRANICK;
KAMNA; WEISS, 1994). O gas de elétrons em duas dimensdes é um modelo utilizado em
fisica de estado sdlido, onde o confinamento leva a estados de energia quantizados para o mo-
vimento na terceira dimensao. A explicagdo do movimento dos elétrons em um cristal de gra-
feno pode ser ajustada a noc¢do do gis de elétrons em 2D (NOVOSELOV et al., 2012). A
equiparticdo de energia de um gids em duas dimensdes também é objeto de simulacdo
(SCHERER, 2005, p. 195-206). Também se encontram pesquisas considerando fluidos entre
duas placas paralelas, cujo formalismo € descrito como uma forma intermedidria entre duas e
trés dimensdes (BREY; MAYNAR; GARC, 2016).

Simulag¢des envolvendo gas ideal em 2D como objeto de pesquisa pode ser evidenci-
ado em alguns trabalhos. Aiello-Nicosia e Sperandeo-Mineo (1985) apresentaram um modelo
de simulag¢do de um gés bidimensional, assumindo colisdes eldsticas e utilizando um método
de dindmica molecular. O interesse educacional da simulacdo era o de demonstrar a obtengdo
da distribuicao de Maxwell-Boltzmann utilizando apenas o framework da mecanica newtoni-
ana. Novak e Bortz (1970) estudaram por meio da simulacdo o comportamento da fungdo de
distribuicdo de velocidade com relacdo ao tempo. Bonomo e Riggi (1984) ressaltaram a ob-
tencdo da distribuicdo de Maxwell-Boltzmann a partir de uma condi¢do inicial onde todas as
particulas tinham a mesma velocidade. Uma conclus@o comum a estes trabalhos é a demons-
tracdo da natureza estatistica da segunda lei da termodinamica.

Portanto, este artigo tem como motivacdo a constru¢do de um objeto de aprendiza-
gem que permita aos alunos compreenderem a transi¢do do modelo newtoniano de colisdes
microscopicas para o fendmeno termodindmico macroscépico. Inicialmente, detalha-se a ob-
tencao das equacdes para o gds ideal em 2D, fazendo-se a analogia da obtencao das grandezas
em 3D para 2D, fornecendo entdo a base tedrica para a concepcao do simulador. Na sequén-
cia, detalha-se a modelagem e construcdo do simulador, mostrando-se alguns resultados e
uma discussao a respeito dos dados obtidos, bem como uma andlise das colisdes com as bor-
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das da caixa 2D. As consideragdes finais indicam direcdes para estudos mais aprofundados e
novas propostas de simulacgoes.

II. Equacio de Estado de um Gas Ideal em 3D

Para se analisar a forma como as grandezas macroscOpicas surgem a partir da abor-
dagem microscOpica do problema, com base na mecanica cldssica, a abstracdo do gas ideal
leva em conta algumas suposicdes (CARUSO; OGURI, 2006; RESNICK; HALLIDAY,
1982, p. 210-211):

1. Um gas € constituido de particulas denominadas de moléculas.

2. As moléculas estdo em movimento desordenado obedecendo as leis da mecanica
newtoniana.

3. O numero de moléculas presentes € muito grande.

4. O volume que é ocupado pelas moléculas € insignificante comparado ao volume
onde o gas esta contido.

5. As forgas intermoleculares sdo despreziveis, a ndo ser no caso de colisdo.

6. As colisdes sao eldsticas e com duragdo insignificante.

A partir destas premissas, € possivel deduzir a equacdo de estado de um gés ideal, a
partir do movimento cadtico molecular chegando-se a uma interpretacdo cinética das grande-
zas termodinamicas tais como pressdo e temperatura. O desenvolvimento das equagdes de
Clapeyron e da energia média das moléculas de um géds ideal a seguir descrita segue princi-
palmente Caruso e Oguri (2006, p. 69-72) e Tipler e Mosca (2014, p. 583-584). A Fig. 1 de-
monstra um elemento de drea A no qual estdo presentes as moléculas de um gés ideal.

Considerando N; a totalidade das moléculas que tem velocidades v;, N;V representa a
densidade de moléculas em todo o cubo cujo volume é V. Em um intervalo de tempo At, as
moléculas com a componente vj, na dire¢do x que colidem com a parede A transversal a dire-
cdo x estdo dentro do elemento de volume dado por

AV = Av;At.

Pode-se contar o nimero de moléculas que se chocam contra uma das paredes do cu-
bo, de forma transversa ao eixo x no intervalo de tempo At, sendo
1N;

N =37

UixAAt

A presenca do fator 1/2 indica que somente metade das moléculas tem velocidades

no sentido da parede A.
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Fig. 1 — Ilustragdo do volume onde estdo distribuidas as moléculas de um gds ideal.
Adaptado de Caruso e Oguri (2006, p. 68).

As moléculas estdo em colisdes eldsticas com a parede, sendo refletidas de tal modo
que a varia¢do da componente do momentum na dire¢do de x € dada por

Apiy = 2muy,.
Portanto, a for¢a que as moléculas exercem colidindo com a parede €
F. = Api;vc
X At .

Para calcular a pressao média P, deve-se considerar a forga total que as N moléculas
exercem quando as mesmas se chocam contra a parede, dividida pela 4rea

N F N A N
P=) Naf'= ) Nugr=y ) Mook
i=1 i=1 i=1

Simplificando, obtém-se
N 2
P = 7m<17x ),

na qual N € o niimero total de moléculas e a expressao

1 N
(UJ?) = Nz Nivizx
i=1

refere-se a velocidade média dos quadrados das componentes de velocidade na direcdo x.
Conforme o principio do caos molecular, como as moléculas se deslocam em qualquer uma
das direcOes com a mesma probabilidade, os valores médios quadréticos das componentes das
velocidades em qualquer direcdo sdo iguais, ou seja,

(Vi) = (vy) = (v7),

e a velocidade média dos quadrados das velocidades das moléculas do gis dada por
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N

1
(v?) = () + () + wh) = > Nk
i=1
A partir desta expressdo, pode-se escrever
(v?) = 3(vy).

Finalmente, a pressdo do gds ideal é dada pela expressdo de Joule
_ AN 2
P= . Vm(v ),

Uma vez que Nm € a massa M do gés, a expressdo pode ser reescrita por meio da
densidade p

P = £ p(v?
=5 pv%).

As experiéncias de Boyle e Charles, com relagdo aos processos isométricos e 1sotér-
micos, indicam que a pressdo P, o volume Ve a temperatura 7 de um gés em equilibrio ter-
modinimico estdo relacionadas como

PV
- = constante.

A relagdo anterior, generalizada por Clapeyron, € expressa na forma
PV =nRT

ey

sendo n o nimero de mols do géds, calculado por N/N, (onde N, = 6,023.10%3) e R =
8,315 J.K 1. mol™! a constante universal dos gases

Escrevendo-se a equagdo de Joule (1) como

P_lN( )_2N<>_2U
YA YA AR

em que (€) é a energia cinética das moléculas e U = N(€) a energia interna do gés, a equ¢éo
de Clapeyron (1) permite relacionar a energia interna do gas a temperatura

U—3PV
2

Combinando-se com a equagdo de Clapeyron,

3 3NRT 3
U==n

> RT_E N, zszT,

A quantidade k obtida pela razdo entre a constante dos gases ¢ o nimero de Avoga-
dro, ou seja,

k = Ni = 1,380.10723J. K 1.

A

Por fim, a expressdo final da energia cinética média das moléculas ¢ dada por,
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3
(E) = EkT

III. A Equacao de Estado em 2D

Para se obter as expressdes que irdo reger as relacdes entre as varidveis termodinami-
cas para o caso em duas dimensdes, suprime-se uma dimensao a partir da modelagem do reci-
piente que agora é um retangulo, sendo a parede substituida pelo lado L onde as moléculas em
duas dimensodes se chocam, conforme a Fig. 2. No caso bidimensional, a grandeza andloga a
pressdo € dada pela razdo for¢a/comprimento, ou seja, uma tensao superficial.

7 X
UixAt

Fig. 2 - Ilustragdo da drea onde estdo distribuidas as moléculas de um gds ideal bi-
dimensional.

Assim, o elemento de area que contém as moléculas que colidem em um intervalo de
tempo At é igual a

AA = Lv;, At
e o nimero das moléculas bidimensionais agora é dado por
1N;
Nix = EZUixLAt.

Como a relacdo do momentum mantém-se inalterada, a pressdo média em 2D serd
agora em relacdo a drea, ao invés do volume.

P—N (v?
—vax).

Mantendo-se a hipétese do caos molecular, temos agora o principio valido em duas
dimensoes

(vi) = (vy)
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(v?) = 2(v).
Assim, em 2D, a expressdo andloga de Boyle ¢ dada por

LN
—ZAm(v ).

Ou também, usando-se a densidade em duas dimensdes p = m/A,

P = £ p(v?
=5pv7).

Modificando-se a equacdo andloga de Clapeyron
PA =nRT,

A expressdo da energia interna anula o divisor 2 da expressdo original em 3D de U,
modificando para
U = P4,
o que simplifica a expressdo da energia cinética média das moléculas para
() = kT. @

Portanto, tem-se de forma andloga a derivagdo em 3D as férmulas para descrever o
comportamento de um gas ideal em duas dimensdes. Da equacio (2) decorre a relagdo entre a
velocidade média das particulas e a temperatura do gds bidimensional

2
m(v ) — kT . <v> — Zk_T
2 \l m

A seguir, a analogia € estendida para se obter a distribui¢do das velocidades.

IV. A Distribuicao 2D de Maxwell-Boltzmann

A dedugio da equacdo de Maxwell-Boltzmann, que descreve a distribuicdo dos mo-
dulos das velocidades quadraticas médias das moléculas, € feita levando-se em considerag¢do
uma caixa contendo um gés ideal, cujas moléculas se chocam em colisdes perfeitamente elds-
ticas. Enquanto que em uma componente, a distribui¢do de velocidade € (CARUSO; OGURI,
2006, p. 76-77; TIPLER; MOSCA, 2014, p. 589-590)

1 2
oy { M \Z _lmvx
felvi) = (anT) PN RT

A distribuicdo das velocidades de Maxwell € dada por

3
m \z 1 mv?
F0) = (ggr) exp <_§ KT )
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A partir da seguinte igualdade, a distribui¢ao dos mdédulos pode ser calculada por
f(Ww*)dv,dv,dv, = f(v*)v*dv sin 0 d6 de.

Mas f(v?)ndo depende das coordenadas polares. Portanto, integrando com relagio
aos angulos 8 e ¢, a distribuicdo dos mdédulos das velocidades serd dada por

3
2 mN7 1mv?
0= [ ren(-352)
Analogamente, a distribuicdo 2D de Maxwell se modifica para
2
[ M B 1 mv
03 = () @\ =277 )
Em duas dimensdes pode-se escrever a igualdade

f(Ww»dv,dv, = f(v*)vdvde.

Com integragcdo em 6, a distribuicao dos médulos em 2D resulta como

m 1mv?
p(v) = o U eXP (— EF)

Na Fig. 3, pode-se comparar a influéncia do fator v na distribuicdo 2D para o fator
em v? na distribuicdo 3D. Na Fig. 4, é mostrado o grafico da distribuicdo 2D para trés dife-
rentes temperaturas. As velocidades no eixo x de ambos os graficos sdo expressas em unida-
des arbitrarias (u.a.).

/N

0,50
f \ —»
0,40

=4
n=: N

Fig. 3 — Comparacdo entre duas distribuicoes de Maxwell-Boltzmann com os mes-

mos pardmetros em duas e trés dimensaoes.
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Fig. 4 - Grdfico da distribuicdo bidimensional dos modulos de velocidade de

Maxwell-Boltzmann, para trés diferentes valores de temperatura (Considerando k=1).

V. Modelagem e Construcao do Simulador

Conforme as defini¢cdes dadas para as equacdes de estado em 2D, o simulador tera
um retangulo no qual as particulas serdo consideradas como pontos que podem se movimentar
livremente nas dire¢des x e y. Além da possibilidade do choque contra os lados do retangulo,
as particulas podem colidir umas contra as outras. Estas colisdes serdo consideradas como
perfeitamente eldsticas, sendo valida a lei de conservacdo do momentum, pois as particulas
também terdo a propriedade de massa. A figura 5 mostra um exemplo de uma caixa mostran-
do as particulas em movimento dentro da mesma.

Quadro 1 — Resumo das equagdes de um gas ideal, considerando 2D e 3D. A diferenca reside
basicamente na consideracao de drea ao invés de volume e os fatores numéricos. (Observacao:
A pressao P em 2D € andloga a mesma grandeza em 3D).

Grandeza 2D 3D
3
Energia cinética média (e) = kT (e) = EkT
1
Pressdo P= Ep(vz) P = gP(U2>
Equagdo de Clapeyron PA = nRT PV = nRT
3
Energia interna do gds U=PA U= 5 PV
Velocidade quadrdtica
mé(;]ia (v*) = 2(vy) (v?) = 3(v})
Distribui¢do das velocida- ) = ﬁv exn [ — lmvz 2 ,mys 5 1mv?
o= gren( 1) | o= S e

582 Medeiros, L. F., Crovador, A. e Silva, H. P.



Para o contexto do simulador, as unidades de medida das grandezas envolvidas sdo
modificadas conforme o modelo dado para a simulacdo. A medida de tempo, relacionada com
cada passo da simulacdo, serd o préprio passo. As medidas envolvendo distancia serdo dadas
em pixels e a massa, temperatura e energia terdo unidades padrio. Por questdes de simplicida-
de, considera-se que a constante de Boltzmann k, a constante universal dos gases R e o nime-
ro de Avogadro tenham valor 1. Neste caso, a grandeza macroscOpica da temperatura e a mi-

croscopica da energia cinética média das particulas serdo iguais.

(e)=T
A equacio bidimensional de Clapeyron serd dada por
PA
T =n

onde n € agora o proprio nimero de particulas que compdem a simulagdo.

O simulador € construido na linguagem Javascript/HTMLS, permitindo o acesso via
browser2, além da 6bvia praticidade para a programagio, pois ndo € necessdria nenhuma fer-
ramenta de desenvolvimento adicional exceto um editor de textos comum. Trabalhos sobre
simulacdes fisicas que utilizam bibliotecas especificas em Javascript podem ser encontrados
na literatura (CLEMENTE, 2014; SILVA, 2016). Dentro da metodologia de programacao
orientada a objeto (ZAKAS, 2014) e com o uso da API Canvas para HTMLS (LUBBERS;
ALBERS; SALIM, 2013, p. 25-63), é definida uma classe para as particulas, contendo propri-
edades tais como as coordenadas da posicdo (x,y) dentro da drea, a velocidade de cada com-
ponente (dx, dy) e a massa m da particula:

var Point = function (x, y, dx, dy, m, color) {
this.x = x;
this.y =y;
this.dx = dx;
this.dy = dy;
this.m = m;
this.color = color;

Para a classe da particula é definido o método de movimento em um passo, fazendo-

se o teste de colisdo com as paredes da caixa:

Point.prototype.step = function() {
if(this.x > 0 && this.x < WIDTH) {
this.x += this.dx;
} else {
this.dx = -this.dx;

2 O simulador pode ser acessado no endereco: <http://93.188.163.112/projects/animation.html>.
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this.x += this.dx;
}
if(this.y > 0 && this.y < HEIGHT) {
this.y += this.dy;
} else {
this.dy = -this.dy;
this.y += this.dy;

No caso de colisao com outra particula, considera-se a transferéncia de momentum,
conforme o teste da distancia entre elas abaixo de um determinado limiar:

function testCollision() {
for(i=0; i < MAX_POINTS-1; i++) {
for(j=i+1; j < MAX_POINTS; j++) {
if(Math.abs(points[i].x - points[j].x) < MASS &&
Math.abs(points[i].y - points[j].y) < MASS) {

rm = points[i].m / points[j].m;
tx = points[i].dx;
points[i].dx = -points[j].dx / rm;
points[j].dx = tx * rm;
ty = points[i].dy;
points[i].dy = -points[j].dy / rm;
points[j].dy = ty * rm;
return true;

} else {
return false;

Antes da execucdo, os parametros iniciais sdo fornecidos: as dimensdes da drea, o
numero de particulas e a massa de cada particula, bem como a velocidade inicial das particu-
las, sendo esta um valor médio para a geracdo de velocidades aleatdrias das particulas. As
grandezas referentes a equacdo de estado sdo calculadas: a velocidade quadratica média das
particulas, pressao, a densidade, e a temperatura. As velocidades de cada particula sdo plota-
das em um histograma, indicando a distribui¢ao de velocidades.

A partir da execucdo do simulador, o usudrio pode acompanhar a cada passo a posi-
cdo das particulas (Fig. 5), a definicdo e o cdlculo das grandezas (Fig. 6) e o histograma para
cada execucao (Fig. 7), conforme os parametros alimentados a simulacao.
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Fig. 5 — Caixa em duas dimensées com 1000 particulas em movimento livre e consi-

derando colisoes perfeitamente eldsticas.

I Quantity H Value ‘
|Num_of Points “ 1000 ‘
|Side 500 |
|h1itial random base velocity (pixels/step) “ 50 ‘
|Mass (standard-mass) H 1 ‘
|Mean square velocity (pixels®/step?) ”1662-24 ‘
Mean velocity (pixels/step) ] 40.77

Density (standard-mass/pixels?) ‘ 0.004

|Pressure (standard-mass.pixels/step2.pixelsz)||3-324

|Area (pixels?) HZSOOOO ‘
|Ternperature (standard-temperature) “83 1.12 ‘
[P* A/T(=n) 1000 |

Fig. 6 — Tabela com os parametros e as grandezas calculadas para cada execugdo

no simulador. As grandezas estdo medidas em unidades conforme definidas no quadro 1.

ApOos o cdlculo da equagdo de Clapeyron, obtém-se novamente o niimero de particulas forne-

cido no inicio da simulagdo.
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do aproximagdo com a curva da distribuicdo de Maxwell-Boltzmann, conforme visualizada

Fig. 7 — Histograma das velocidades médias de uma simulacdo especifica, mostran-

na Fig. 4.

Para a mensuragdo das grandezas no contexto da simulacdo, foram estabelecidas as

unidades de medida conforme mostra o quadro 2.

Quadro 2 — Defini¢do das unidades de medida para as grandezas consideradas no simulador.
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Grandeza/Constante | Simbolo Unidade de medida
Massa m massa-padrdo
Tempo t passo
Area A pixels’
Velocidade v pixels/passo
Aceleracdo a pixels/passo’
Temperatura T temperatura-padrdo
Forca F massa-padrdo.pixels/passo’
Pressdo P massa-padrao.pixels/passo’.pixels’
Densidade p massa-padrdo/pixels’
Energia € energia-padrdo
Constante k k energia-padrdo.temperatura-padrao”
Constante R R energia-padrdo.temperatura-padrdo™
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Com relagdo aos simuladores semelhantes citados, Aiello-Nicosia e Sperandeo-
Mineo (1985) utilizaram uma metodologia semelhante, adotando colisdes eldsticas para parti-
culas idénticas com mesmo didmetro, demonstrando a distribuicao de velocidades préxima a
previsao dada pela distribui¢do de Maxwell-Boltzmann em 2D. Entretanto, o niimero de parti-
culas utilizado nas simulagdes, conforme relatado, foi de somente 16. Bonomo e Riggi (1984)
utilizaram simulagdes de 20.000 particulas idénticas como discos rigidos, sendo as colisdes
eldsticas e comparando a distribuicao de velocidades ao final da simulagdo. Outro resultado
interessante noticiado neste trabalho foi a aproximagao gradativa da distribui¢do tedrica de
Maxwell-Boltzmann com o aumento do nimero de colisdes entre as particulas. O simulador
aqui descrito permitiu utilizar 20.000 particulas, demonstrando um desempenho razoavel (4,7
segundos/passo) em um computador com processador Intel® Core™ i7 ¢ § GB de RAM,
mostrando em tempo real na pagina da simulacdo o histograma de velocidades, tal como o
apresentado na Fig. 7, a cada passo.

VI. Analisando as colisoes com as bordas

Para a geracdo das posi¢des e velocidades iniciais das particulas na simulagdo, utili-
za-se a func¢do de geracdo de nimeros aleatdrios. Como o gerador implementado no Javascript
retorna valores em ponto flutuante na faixa [0,1], a obtenc@o das coordenadas (x,y) de uma
dada particula € feita multiplicando-se o valor obtido para uma dada particula pelas dimensdes
respectivas a cada coordenada da caixa. Desta forma, tem-se um espalhamento uniforme das
particulas nas condic¢des iniciais da simulag@o.

Com relagdo a velocidade, a partir de uma velocidade inicial v; informada pelo usua-
rio, as componentes de velocidades sdo calculadas de forma que a particula esteja em dire¢des
aleatdrias no inicio da simulag@o. Se r pertence a [0,1], o valor aleatério gerado no momento
da atribuicao das velocidades, a velocidade obtida para cada componente, com r gerado es-
pecificamente para cada uma, é dada por

v =v;(1—2r)
vy, = v;(1—2r)

Isto garante que v, ou v, estejam dentro da faixa de valores [—v;, v;], e que as velo-
cidades iniciais sejam suficientemente aleatérias em diversas dire¢cdes. Outra maneira é pro-
porcionar que a geracdo de numeros aleatdrios siga a distribuicio de Maxwell-Boltzmann.
Entretanto, mesmo utilizando este tipo de geragdao de nimeros aleatdrios, as andlises das dis-
tribuicdes de velocidades tendem sempre para uma distribuicdo aproximada de Maxwell-
Boltzmann, como j4 apontado anteriormente por Bonomo e Riggi (1984, p. 55).

A partir de uma andlise experimental, um efeito interessante pode ser identificado
quando se verifica a quantidade de colisdes das particulas com as paredes da caixa. A simula-
¢do se inicia com um determinado valor e as colisdes com as bordas vao aumentando a medi-
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da que aumentam os passos da simulacdo. Apesar das condicdes iniciais serem geradas de
forma aleatdria, tem-se a impressao de que o gds bidimensional precisa alcancar uma espécie
de configuragcdo mais estdvel quanto as colisdes com as bordas, uma condicio que nao € pro-
porcionada somente com a aleatoriedade no inicio da simulag3o.

Como mostrado na Fig. 5, quando a particula alcanca alguma borda da caixa, ela é
refletida, tendo a mudanca de sinal na componente, seja em x ou y, mas mantendo-se 0 mes-
mo valor. O gréfico da Fig. 8 mostra o comportamento assintético do nimero de colisdes com
as bordas em uma dada simulacdo apds aproximadamente 500.000 passos. Apesar da tendén-
cia de crescimento, € esperado que o nimero de colisdes se estabilize em torno de um deter-
minado valor para manter a uniformidade na distribuicao das particulas na caixa. Isto pode ser
constatado em simulagdes com menor nimero de particulas, com o grafico bastante seme-
lhante a0 comportamento assintético da funcao erro.
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200

150

100

50

2001 3001 4001 5001 6001 7001 8001 9001 10001

Fig. 8 — Numero de colisoes das particulas com as bordas da caixa, mostrando um
comportamento assintotico crescente. A escala de passos é de 1:50.

Experimentalmente, observa-se que o numero de colisdes com as bordas € proporci-
onal a quantidade de particulas e a velocidade das mesmas. Na Fig. 9 pode-se identificar, para
4 diferentes isotermas, o crescimento da contagem de colisdes (apenas com as bordas) com o
aumento do ndmero de particulas.
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Quadro 3 — Andlise de regressdao da relacdo entre a quantidade de particulas e o nimero de
colisdes com as paredes, com base em uma fung¢do do tipo y = ax

b

T a b R?
50 0,0043 1,4556 0,9961
200 0,0096 1,4167 0,9999
800 0,0181 1,3783 0,9996
1800 0,0255 1,3539 0,9997

3000 — — — —

2500

2000 +——

=—4=T=50
| =#—T=200

1500
T=800

=e=T=1800
1000

500

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Fig. 9 — Grdfico do niimero de particulas (eixo horizontal) pela quantidade de coli-

soes das particulas com as bordas da caixa (eixo vertical).

Uma andlise preliminar de regressao mostra alta correlacio das isotermas conforme o
quadro 3, considerando-se uma funcéo do tipo y = ax?.

Conjectura-se aqui que este efeito de nivel microscOpico possa interferir nos resulta-
dos de simulacdes mais elaboradas, que contemplem as transformagdes relativas as grandezas
macroscopicas. Por exemplo, considerando uma simulacdo da lei de decaimento exponencial
da temperatura de Newton, no qual as colisdes das particulas com as bordas seriam ineldsti-
cas, iniciar o processo de decaimento no inicio da simulagdo produzird um comportamento
diferente caso se inicie a partir de um nimero maior de iteragoes.

Por fim, esta andlise das colisdes, além de fornecer algumas caracteristicas quanto ao
comportamento das particulas confinadas em 2D, pode também ser utilizada como um impor-
tante subsidio para fins de ensino e aprendizagem. Os dados para a andlise foram coletados a
partir de diversas execu¢des do simulador com diferentes parametros. Dessa forma, como
objeto de aprendizagem, o simulador pode ser utilizado como ferramenta para pesquisa explo-
ratdria sobre o comportamento do fendmeno.
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VII. Consideracoes finais

Os resultados obtidos com o simulador estiveram em consonancia com aqueles des-
critos nos simuladores citados nas referéncias, permitindo chegar a conclusdes semelhantes.
Algumas observacdes podem ser feitas a partir da execucdo das simulagdes. Uma é o préprio
célculo das grandezas que leva a obtencdo do nimero de particulas, a partir da equacdo de
Clapeyron, exatamente como fornecido no parametro. A partir da execugao das simulagdes, as
particulas apresentam colisdes eldsticas, sendo que as grandezas macroscépicas ndo se modi-
ficam em fun¢do da suposi¢do do gds ideal, tendo todas as particulas a mesma massa. Entre-
tanto, o aspecto mais relevante é a propria constatacdo de que varidveis macroscépicas termo-
dindmicas sdo obtidas a partir de varidveis microscOpicas sujeitas as leis newtonianas, mos-
trando a relacdo inerente aos niveis fisicos micro e macroscopico.

Portanto, este artigo teve a intencao de demonstrar, por meio do simulador, a visuali-
zacdo da transicao entre o fendmeno microscopico, a partir das colisOes eldsticas seguindo a
mecanica newtoniana, € a emergéncia das grandezas macroscopicas relacionadas com o fe-
ndmeno termodindmico. Ainda que seja com a suposi¢do de um gas ideal em duas dimensdes,
0 experimento permite a compreensdo do argumento tedrico por trds da ideia revoluciondria
do século XIX sobre o comportamento de um gés estar relacionado intimamente ao movimen-
to dindmico das moléculas que o compdem.

Caruso e Oguri (2006, p. 67-68) destacam que a teoria cinética dos gases, além de
marcar o apogeu da mecanica de Newton, foi bem sucedida na explicacdo de vérios fendme-
nos e terminaram por conduzir a concep¢ao majoritaria de que a matéria é constituida funda-
mentalmente de dtomos e moléculas. O estudo da distribuicdo de Maxwell-Boltzmann serve
também como ponto de partida para as distribuicdes de Fermi-Dirac e de Bose-Einstein
(EISBERG; RESNICK, 1979, p. 479).

Além dos desdobramentos e possibilidades de estudos descritos na se¢do da andlise
das colisdes com as bordas, versdes futuras contemplardo a evolug¢do do simulador para expli-
cacdo de fendmenos considerando misturas de gases com diferentes massas moleculares para
demonstracdo da evolucdo entrdpica, paredes divisorias para simulacdo de processos de sepa-
racdo de gases e a explicagdo de um processo hipotético de um “génio” de Maxwell fazendo a
separacdo de gases e seu reflexo no calculo da entropia do sistema.
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