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Resumo

A lei de Newton e F = ma sdo principios diferentes. Cerca de sessenta
anos de desenvolvimentos conceituais e matemdticos foram necessdrios
para que a Segunda Lei do Movimento fosse elaborada, em 1752-1776,
pelas mdos de Leonhard Euler. Neste trabalho, sdo discutidos os princi-
pais desses fatores adjacentes a construgdo dessa lei, sem os quais ndo
seria possivel Euler, e nenhum outro, obter a Segunda Lei do Movimen-
to, como a conhecemos hoje. Serd discutido o que estava sendo feito na
mecdnica no inicio do século XVIII e que contribuiu para que bases con-
ceituais fossem elaboradas para que entdo fosse possivel a emergéncia
da Segunda Lei do Movimento como um principio geral da mecdanica,
como a busca pela generalizagcdo de principios, a introdugcdo da mecdni-
ca analitica, com novas técnicas e ferramentais matemdticos, o estudo de
determinados tipos de problemas, a unificagcdo de conceitos e a elabora-
cdo de bases alternativas para a mecdnica, como os principios variacio-
nais. Essas realizacoes contribuiram para que a lei proposta por Newton
fosse aperfeicoada e ampliada por Euler para uma classe muito maior

de problemas.
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Abstract

Newton's law and F = ma are different principles. About sixty years of
conceptual and mathematical developments were necessary for the Se-
cond Law of Motion could be elaborated, around 1752 to 1776, by Leon-
hard Euler. In this research, we discuss the main factors referring to the
construction of this law, which made possible for Euler, and no other, to
obtain the Second Law of Motion, as we know it today. We also discuss
what was being done in mechanics at early eighteenth century and how it
contributed for the elaboration of the conceptual bases, thus making
possible the emergence of the Second Law of Motion as a general
principle of mechanics, such as the search for generalization of princi-
ples, the introduction of analytical mechanics, with new techniques and
mathematical tools, the study of certain problems, the unification of con-
cepts and the elaboration of alternative bases for mechanics, like the
variational principles. These achievements contributed so that Euler
could refine and extend Newton’s Law to much larger degree of
problems.

Keywords: Analytical Mechanics;, F = ma; Second Law of Motion;
Leonhard Euler; History of Mechanics.

I. Introducao

A'lei F = ma nao € a lei de Newton, conforme se mostra em mostra Sitko (2019), e
também defendido por Truesdell (1975), Maltese (1992) entre outros. Esse principio foi ela-
borado por Leonhard Euler, em 1752, e seus aperfeigoamentos foram feitos até o ano de 1776.
Entre a elaboracdo dos Principios Matemadticos de Filosofia Natural (ou Principia) por New-
ton em 1687, e o0 novo principio de Euler, no periodo 1752-1776, houve mais de sessenta anos
de desenvolvimentos conceituais € matematicos.

Nestes estudos sdo discutidos os principais fatores adjacentes a construcio dessa lei,
ou seja, os desenvolvimentos conceituais mencionados sem os quais nao seria possivel Euler,
e algum outro, obter a segunda lei do movimento, como € conhecida hoje. Ao mesmo tempo
deseja-se mostrar, a partir dos argumentos aqui apresentados, que de fato, F = ma ndo pode-
ria ter sido escrita por Newton devido a falta dos conceitos e generalizacdes que foram utili-
zados para a elaboracdo do novo Principio Fundamental da Mecanica no século XVIII. Este
trabalho € recorte de uma pesquisa bibliogréfica de tese de doutorado, baseado nas delimita-
coes de pesquisa em Histdria da Ciéncia, de acordo com Martins (2005) no qual foram utili-
zadas fontes historicas primérias e secundadrias.
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I1. Busca por generalizacao

A mecanica do inicio do século XVIII estava inflada de principios, leis e suposi¢des
ad hocz, de forma que a cada novo problema definido, novas formas de resolucdo precisavam
ser elaboradas. Nesse periodo pds-newtoniano foram entdo necessdrios desenvolvimentos
tedricos e matemadticos, nao apenas no sentido de simbolismo, mas de grandezas e entidades
(TRUESDELL, 1975), e desenvolvimentos ndo experimentais (no sentido de testabilidade), a
fim de se definir as quantidades fisicas e suas relagdes matematicas e funcionais3, visando a
elaboracdo de uma teoria geral. Os novos estudos surgiram na medida em que os tedricos se
deparavam com cada vez mais dificuldades na resolu¢do de problemas particulares, os quais
ndo interessavam, pois era apenas o ponto de partida para generaliza¢des corretas.

Dai surge a Mecanica Anah’tica4, cujo objetivo entdo era a generalizacdo de princi-
pios, para que estes pudessem resolver o maior numero de problemas possiveis . Devido a
essa busca por generalizacdo, a mecanica analitica definitivamente ndo foi proposta a partir de
experimentos, mas a partir de teoriasﬁ. Truesdell defende (1975) que ndo se pode chamar es-
ses desenvolvimentos de matemadtica pura, pois a experiéncia guiava constantemente os racio-
cinios; é a chamada mecanica racional. Truesdell argumenta que a histéria da mecanica ndo é
nem experimental nem filoséfica, mas sim uma mecanica matemadtica.

Alguns dos principios elaborados no século XVIII com esse fim foram: o Principio
do Trabalho Virtual de d’Alembert; o Principio da Minima A¢do, proposto por Maupertuis e
também por Euler, a fim de explicar o movimento de um ponto material numa regiao com
presenca de forcas. Tal principio utilizava o célculo de Variagées7 e 0s funcionais8 como con-
ceito fundamental, e serviu de base para o que hoje conhecemos como Mecanica Analiticag.

Assim, apds os desenvolvimentos de Johann Bernoulli, Maupertuis, d’Alembert e
Euler, outros cientistas, como Cauchy, por exemplo, foram responsdveis por estabelecer os

2 Hipéteses ad hoc sio aquelas que explicam um pequeno niimero de fendmenos, ou, as vezes, apenas um. Para
um maior aprofundamento, ver Silva, 2017.

3 As relagdes entre as grandezas passaram a ser vistas como fungdes matemdticas umas das outras.

4 0 desenvolvimento da mecénica nesse periodo envolveu a mecanica de particulas pontuais com Newton, até a
de corpos continuos, com Euler e Lagrange.

5 Neste texto, o uso do termo “mecanica analitica” se refere & mecénica produzida no século XVIII, que possui
ferramentais especificos, cuja base ¢ paralela a newtoniana. O termo geral “mecanica” se refere a mecénica co-
mo um todo, englobando todas as interpretacdes desta.

6 Em alguns casos, existiram experimentos posteriores aos desdobramentos tedricos.

7 0 célculo das variagdes foi criado por Euler, em 1744, em seu Methodus inveniendi lineas curvas mdxime
minimive proprietate gaudentes. E uma espécie de generalizacdo do célculo diferencial para mais dimensdes.
Enquanto o cdlculo diferencial utiliza fungdes, o cdlculo variacional utiliza funcionais.

8 Funcionais seriam uma generalizacdo de funcdes: enquanto uma fungio liga um conjunto de pontos do dominio
a um conjunto de pontos da imagem, um funcional liga um conjunto de fun¢des de dominio a um conjunto de
pontos de imagem.

9 Diferentemente da base galileana, equivalente a a=dv/dt, utilizada na mecanica de Newton.
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conhecimentos que temos hoje em mecénica. E importante frisar que Euler foi uma importan-
te figura, mas ndo a final no desenvolvimento da Mecanica; Lagrange, Hamilton, Jacobi, em-
basaram seus estudos ndo em principios contidos nos Principia, mas nos principios variacio-
nais e nos demais estudos eulerianos : Laplace introduziu a fun¢do potencial e Lagrange as
famosas equagdes candnicas do movimento, assim como contribuiu fortemente para o calculo
das variagdes ao introduzir o uso de coordenadas generalizadas, o método da lagrangeana,
combinando o principio do trabalho virtual de d’Alembert, estendendo este a um sistema de
particulas; enfim, inaugurou “uma nova era onde a identificacdo de invaridncia na fisica ma-
temdtica se tornou fundamental” (MAUGIN, 2014) e, assim, praticamente concluindo o de-
senvolvimento dos principios de mecanica ao longo do século XVIIIL.

Dessa forma, percebe-se que por mais de um século, a Mecanica Analitica ndo se an-
corou em principios newtonianos. Cerca de cem anos apds a publicacdo dos Principia, em
1788, surge a Mécanique Analytique, de Lagrange, uma obra que sintetiza toda a Mecanica
Analitica, trazendo resumos sobre estatica, dindmica, fluidos, finalizando os desenvolvimen-
tos da mecanica como hoje a conhecemosll

Deve-se deixar claro que esta parte da Mecanica Analitica apresentada aqui, elabora-
da a partir de funcionais e de cdlculo das variacdes ndo € uma extensao da mecanica elaborada
por Newton, no que diz respeito as suas bases fundamentais: sdo dois métodos diferentes de
se abordar um problema dindmico, mas que levam a resultados equivalentes. O que interessa
nesses desenvolvimentos que visavam a generalizacdo, a este trabalho, é que os conceitos e
ferramentas elaborados durante a criacdo da Mecanica Analitica, que era uma alternativa a
mecanica newtoniana, foram utilizados para colocar a lei de Newton na forma diferencial e
ampliar seu campo de atuacio.

Assim, parece que a Mecénica Analitica € totalmente independente dos modelos ge-
ométricos de Newton e de sua anélise de forcas. Entretanto, a justificacdo dos principios ge-
rais depende de Newton. Para Panza (2002, p. 26) ha uma tensdo entre a necessidade de eli-
minacdo dos modelos geométricos e sua necessidade de invoca-los. Portanto, o nascimento da
Mecanica Analitica carrega também essa historia de tensdo entre os “independentes depen-
dentes”.

10 Lagrange utilizou o Methodus de Euler (1744) como base de sua mecinica, ao formular os multiplicadores de
Lagrange, que seria uma poderosa ferramenta na resolugc@o de vérios tipos de problemas.

11 Entretanto, as pesquisas em Mecanica Analitica ndo pararam por ali e Hamilton escreveu um trabalho baseado
na revisdo de Laplace da mecinica newtoniana. Neste, Hamilton enuncia um novo principio de minima ag@o,
dessa vez minimizando a integral da diferenca entre energia cinética e potencial. Assim, reproduziu os resultados
de Euler e Lagrange, podendo resolver uma classe maior ainda de problemas. Apds a publicacdo do material, sua
obra foi aperfeicoada por Jacob Jacobi, resultando no desenvolvimento do conhecido formalismo de Hamilton-
Jacobi, utilizado como base para a fundagdo da Mecanica Quantica. O desenvolvimento da dindmica do século
XIX deveu-se a Jacobi e a Hamilton, entretanto, s6 foi mostrada a significincia do trabalho deste dltimo com o
surgimento da fisica quantica e de particulas. Os trabalhos desses dois s6 tiveram importancia apds as formula-
coes de Einstein e os estudos cosmolégicos, assim como a descoberta da expansao do universo por Hubble.
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Dessa forma, como as novas constru¢des do século XVIII interferiram na maneira
como a segunda lei de Newton é compreendida e utilizada, pode-se dizer que as duas mecani-
cas tém relagdo, entretanto, nao sdo a mesma coisa. Eventualmente, durante o texto, havera
esse desconforto em entender se elas sio complementares ou paralelas, e de fato, ora aparece-
rdo como um caso ora como outro. Isso € inevitdvel, entretanto, ndo € o objetivo deste traba-
lho discutir a respeito dessa relacio ambigua.

II1. Da mecanica de Newton a Mecanica Analitica

A chamada Revolucao Cientifica € considerada, por muitos, finalizada com a redacao
dos Principia, e que apés Newton, somente melhoramentos matematicos foram feitos. Este
trabalho tem a posi¢ao de discordar totalmente dessa visdo, uma vez que ainda faltavam inter-
pretacdes fisicas, explicacdes de fendmenos e aplicagdbes em uma nova matemadtica, mais
abrangente e pratica que o método de Newtonlz. Se observarmos os estudos produzidos por
Newton até os desenvolvimentos de Euler, a partir do advento da Mecanica Analitica, pode-se
ver que hé relacdes muito mais complexas do que apenas mudancga de formalismo matemati-
co: era necessdario um significado mecanico explicativo de toda essa reformulacio, a fim de
entender como esta era usada, e, além disso, como ja foi comentado, essa nova mecanica nao
¢ advinda dos principios apresentados por Newton: Euler e Lagrange proveram suas proprias
bases, a partir de principios variacionais, assim como reconstruiram conceitos.

A mecénica newtoniana passou por uma transformagdo e reformulagdo. Para Pulte
(2001), foi Euler quem realmente captou a esséncia da filosofia matemdtica. Embora ndo acei-
tasse conceitos como o de forca de Newton, Euler buscava escrever uma axiomatizacado new-
toniana e a0 mesmo tempo analitica da mecénica. Nao foi apenas o formalismo diferencial
que trouxe a mecanica como a conhecemos, mas também mudancgas conceituais na Fisica
(HEPBURN, 2007); por exemplo, se um diferencial € tomado como uma mudanca infinitesi-
mal no comprimento de certo segmento de arco, a defini¢do ainda €, como pensava Newton,
geométrica. J& se o formalismo for outro, como o analitico de Euler, chega-se a segunda lei,
F = ma.

Foi isso que ocorreu com as tentativas de colocar a mecanica newtoniana em outro
formato, como as feitas por Varignon, Bernoulli e Hermann; mudaram o formalismo, mas a
concepgdo permanecia a mesma. Em sua Mechanica Analytica, de 1736, Euler cita Varignon,
Wolff, e Hermann que ja haviam escrito a segunda lei no formato moderno, porém ainda com
uma visdo geométrica (MALTESE, 1992). Em Mechanica, se da os devidos créditos a New-
ton e a Hermann, entretanto, faz uma aplicacdo sistemadtica que anteriormente nao havia sido
feita por ninguém. Para Pulte (2001), essa obra marca o inicio da Mecanica Analitica, indo
contra as ideias de que a Mecanica Analitica ignorava as fundacdes conceituais e metodologi-
cas.

12 Ver Sitko (2019).
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Como afirma Panza (2002), o programa da Mecanica Analitica ndo poderia ser so-
mente uma exposi¢ao newtoniana13 em outra linguagem, mas uma ciéncia mais geral, em que
os resultados de Newton sdo casos particulares. A Mecanica Analitica determina um pequeno
ndmero de principios gerais e a partir deles determina as caracteristicas dindmicas do sistema,
sobre o qual qualquer tipo de for¢a atua. Ao mesmo tempo, essas equacdes eram tanto pontos
de partida para provas dedutivas, quanto eram instrucdo para escrever equacdes de um sistema
particular. Nessa situagdo, 0 movimento ndo era um objeto matematico, mas um objeto anali-
tico, ou seja, uma relagdo funcional na forma analitica.

Entretanto, mesmo que ndo tenham sido a base para os estudos que se seguiram, deve
ficar claro que praticamente todas as investigacdes em mecanica do século XVIII sofreram
influéncia dos Principia, pois o paradigma newtoniano estava estabelecido. As reagdes aos
Principia foram, principalmente, no sentido de trabalhar com o problema de trés corpos e das
perturbacdes no Sistema Solar que seria o de calcular com maior precisdao o movimento de um
sistema de corpos rigidos regidos pela gravitacdo universal, e também, o de desenvolver a
mecanica para corpos deformdveis finitos. Nessa €poca, a andlise do movimento de pontos
materiais ja era completa, assim como a determinacdo do centro de oscilagdo de um corpo
rigido. Agora os estudos se focavam também no estudo das oscilagdes de sistemas flexiveis e
na generalizacdo do estudo de colisdes para corpos ndo pontuais. Para este ultimo caso, Mal-
tese discorre a respeito da necessidade da elaboracdo de um principio que descrevesse a varia-
¢do do momento angular do corpo rigido (MALTESE, 1992).

IV. O que era necessario para a generalizacdo de principios

Para a generalizacdo de principios, era necessdrio superar problemas das bases new-
tonianas, como o da cinematica, uma vez que os problemas antes eram tratados com o sistema
de coordenadas naturais, no qual era necessario encontrar um referencial dependente do con-
texto da situag@o mais natural possivel. Além do mais, nessa base, problemas de trés dimen-
soes nao eram possiveis de serem resolvidos. Também se fazia necessario estender a dinamica
newtoniana, uma vez que esses principios e outros dos anos de 1740, s6 podiam ser aplicados
a pontos materiais, ou seja, falhavam em descrever movimentos tanto continuos como os flui-
dos (STAN, 2017).

Também era necessdria a substituicio do modelo geométrico por equagdes que des-
crevessem de maneira mais eficiente (analitica) o movimento de uma determinada situacdo,
pois quando os casos sdo simples, as diferencas da abordagem analitica com relagdo a meca-

13 Panza faz a leitura de Truesdell como se a matemdtica analitica fosse uma ferramenta para a exposicio da
mecanica, o que ndo era valido para Euler ou Bernoulli, pois estes utilizavam a matemética analitica para estabe-
lecer os conceitos da mecanica racional (2002, p.3). Para Truesdell, a mecanica racional seria o entendimento de
suas definicdes, e a mecanica analitica é o resultado do formalismo de Lagrange, mesmo que tenha havido, por
exemplo, Euler anteriormente para que isso fosse concretizado, sobre o movimento de corpos ou sistemas de
COrpos.
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nica newtoniana quase somem, entretanto, quanto mais complexos sdo os casos, mais esta
ultima se torna limitada.

A concepg¢do de for¢ca de Newton também ndo era bem aceita, como por exemplo,
por d’Alembert que interpretava a ideia newtoniana de for¢a como um conceito apenas cine-
matico, sem explicacdo dindmica. Também, como ja vimos anteriormente, a concep¢ao ambi-
gua de forcas discretas e continuas de Newton era um grande problema para a interpretacdo e
método de resoluc@o dos problemas. Além dessa concepgao, havia ainda outras diferentes e as
contradi¢cOes das visdes newtonianas, € assim, um novo conceito precisava ser formulado. Sua
nocdo de corpo também era confusa algumas vezes. Era necessdrio entdo o esclarecimento de
conceitos, como o de for¢a, massa, a no¢ao de inércia linear e inércia de rotag:ﬁo14

Além disso, era necessario um método que fornecesse condi¢des de se resolver clas-
ses de problemas mais gerais, pois em Newton faltam os corpos rigidos, os corpos em intera-
cdo, fluidos e deformaveis. Para esse tipo de resolugdo, era necessario também se compreen-
der bem os conceitos de quantidade de movimento, ou agora momento linear, bem como um
andlogo rotacional, que seria posteriormente proposto por Euler, 0o momento angular.

V. Fatores que contribuiram para a construcao do principio fundamental da mecanica

Maltese apresenta (1992) algumas linhas evolutivas para a constru¢do da segunda lei
do movimento: uso do formalismo leibniziano; troca de notagdo geométrica para notagdo al-
gébrica; o uso de fungdes como objetos analiticos; a expressdo em coordenadas cartesianas
ortogonais € o uso de derivadas parciais; superacdo da ambiguidade no conceito de forca; os
estudos das oscilacdes, corda vibrante e péndulo; movimento dos fluidos; a introducdo dos
principios variacionais; o reconhecimento da generalidade da lei para todos os casos de pro-
blemas mecanicos.

A seguir, serdo comentados mais aprofundadamente cada uma dessas linhas evoluti-
vas e como de fato elas contribuiram para o desenvolvimento do novo principio por Euler.

V.1 Formato analitico (formalismo diferencial e integral leibniziano)

Para os matematicos do século XVII, estabelecer uma formulacdo analitica indepen-
dente da geométrica era uma tarefa muito dificil, pois ndo era o método usual. Um longo pro-
cesso ocorreu até o cdlculo leibniziano (formalismo diferencial) se apropriar da teoria do mo-
vimento (PANZA, 2002). De acordo com o historiador Michel Blay, podemos considerar o
processo como dividido em trés estidgios: o primeiro estigio foi a tentativa de aplicar solucdes
diferenciais a problemas estritamente geométricos, feita por Jakob, Johann Bernoulli e tam-
bém por Leibniz, mas como Blay discute (1992), ndo havia uma conceituacao diferencial ain-
da. O segundo estdgio é devido a Leibniz, que estabelece um principio geral de propor¢cdo

14 Fgses conceitos aparecem vagamente na mecanica newtoniana, entretanto, ndo sdo oferecidas maneiras de
medi-las e nem principios que governem esse tipo de movimento.
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entre ds e vdt. Nesse caso, as velocidades instantaneas sdo pensadas como pequenos segmen-
tos percorridos em um determinado tempo. O terceiro estidgio sdo as equagdes de movimento
propostas por Varignon; ele podia comparar espagos, tempos, aceleracdes, comparando seg-
mentos (PANZA, 2002).

Varignon apresentou a Academia de Ciéncias de Paris, no inicio do século XVIIL, um
trabalho intitulado Das forcas centrais, ou da gravidade necessdria dos planetas para descre-
verem as orbitas que supostamente teriam (Des forces centrales, ou des pesanteurs nécessai-
res aux planétes pour leur faire décrire les orbes qu’on leur a supposées jusqu’ici, 1703) no
qual, a partir da lei de queda de corpos, pode escrever a segunda lei do movimento na forma
diferencial. Entretanto, ainda assim ndo era um principio geral mecanico, todavia, um passo a
frente no desenvolvimento da mecénica. Vale lembrar que, mesmo para ele, um newtoniano
convicto, as bases para seu produto eram os trabalhos de Galileu e ndo Newton.

A abordagem de Varignon15 (dos trabalhos entre 1698 e 1711) foi melhorada pelo
tratamento de problemas mecanicos na escola leibniziana por Johann Bernoulli, e foi a base
da Mechanica de Euler. Entretanto, as formulagdes de Varignon mediam quantidades mecani-
cas, segmentos de curvas infinitesimais, ou seja, quando se tratava de um problema um pouco
mais dificil era impossivel ndo recorrer a geometria utilizada por Newton para a resolucao
também.

Posteriormente a Varignon, muitos passaram a estudar os escritos newtonianos e a
utilizar bases analiticas. Foi o caso de Johann Bernoulli considerado o primeiro a introduzir
equagoes diferenciais para a resolucdo de problemas mecéanicos. O uso de equacdes e do cél-
culo diferencial e integral oferece uma nova interpretacdo mecanica para as quantidades em
questao (HEPBURN, 2007), muito além do que o método geométrico podia alcancar.

V.2 Coordenadas cartesianas

A superagdo de alguns problemas de mecanica também veio com a introducdo de
inovagdes conceituais por Euler, que foram o uso do sistema cartesiano externo ao sistema em
trés dimensdes (no lugar das coordenadas naturais), o que o levou a perceber que a forcga esta-
va relacionada com a segunda derivada da posi¢do e também estendeu o estudo de trigonome-
tria esférica para movimentos infinitesimais, a fim de relacionar dois referenciais em que um
rotaciona com rela¢do ao outro. Além disso, Truesdell afirma (1960) que o uso de coordena-
das cartesianas tornava a soma vetorial muito simples, assim como nesse formato a compre-
ensdo do momento linear, do momento angular e da energia sdo imediatos, diferentemente do
observado nos Principia. Foram esses detalhes que lhe permitiram lidar com o movimento do
corpo rigido, fora do alcance da mecanica newtoniana. Aliado ao uso das coordenadas cartesi-
anas, também foi possivel decompor os movimentos nos seus eixos principais, o que ampliava
o alcance de resolugado destes.

15 Sua formulagio foi utilizada nas notas de rodapé da Edi¢io de Genebra dos Principia (PANZA, 2002).
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O uso de equagdes diferenciais e de coordenadas ortogonais representa um passo
muito importante para o desenvolvimento da Mecanica Analitica; sem esses aparatos, varios
problemas nao podiam ser tratados, como por exemplo, os continuos. Assim, conforme trata
Maltese (1992) se ndo havia “capacidade” de resolucao antes, entdo nao se pode tratar esses
desenvolvimentos sem substancialidade, como sendo apenas formalismos matemaéticos.

V.3 Uso de funcoes

Outra importante mudanca da mecénica de Newton para a de Euler e Lagrange foi o
estabelecimento do conceito de funcdo (HEPBURN, 2007). Estes tltimos adotavam a funcao
como elemento principal a fim de tratar da descrigdo do movimento. Nesse método, por
exemplo, ao se introduzir uma equacgdo para explicar um evento, ela d4 a forma analitica da
curva, e revela assim a natureza da curva.

O que ocorre entdo no século XVIII é uma reformulacdo da matemdtica como um to-
do: a funcdo agora € uma abstracdo de quantidade, e ndo aplicacdo da matemaética a um feno-
meno fisico. Fun¢des ndo precisam ser distinguidas entre nimeros e magnitudes, e estas ulti-
mas nao precisam ser distinguidas de suas naturezas. A Mecanica Analitica, ao fazer uso de
funcdes e equacdes, tornava mais facil o transporte da estrutura de resolu¢do de um problema
a outro, ou seja, mais problemas poderiam ser resolvidos com um tnico método, e este ainda
fornecia a fisica do sistema, em vez do uso de trajetdrias. Para Guicciardini, a anélise infinite-
simal sofreu um processo de “de-geometrizacdo”, em que os objetos passaram a ser fungdes, o
que mudou a matemdtica do século XVIII numa dire¢cdo em desacordo com os preceitos de
Newton]6 (2004). Assim, pode-se considerar que a analise matematica é uma formulacao ex-
clusiva do século XVIII (PANZA 2002).

V.4 Estudo das colisoes e unificacdo do conceito de forca

Anteriormente aos desenvolvimentos do século XVIII, a descricdo do fendmeno de
colisdo era tratada como uma extensao do principio da alavanca, relacionada ao equilibrio do
sistema. Seu estudo era puramente cinematico, limitando-se ao antes e ao depois da colisdo.
Leibniz, por exemplo, trabalhava com esse problema a partir do seu principio da continuida-
de, no qual os corpos eldsticos se deformam em um determinado intervalo de tempo durante a
colisdo. Para Leibniz, a forca que atua em sistemas em equilibrio é chamada de forca morta”;
€ a mesma que atua no brago da alavanca quando o equilibrio € desfeito; ou seja, € a forca que

16 Entretanto, essa “de-geometrizagdo” foi um processo silencioso; apos a segunda metade do século XVIII, os
britanicos se viram isolados com seus métodos e linguagens. Essa nova imagem tem sua versao final no inicio do
século XIX com Cauchy. Assim, até essa mesma data, trabalhos como os de Euler e Lagrange nem eram citados
na Gra-Bretanha. Houve posteriormente o uso de equagdes diferenciais parciais, e depois, o desenvolvimento do
célculo das variacdes.

17" A forca morta pode ser entendida como energia potencial.

166 Caderno Brasileiro de Ensino de Fisica, v. 36, n. 1, p. 158-177, abr. 2019.



18

: d . L
gera o movimento, F = p / d¢- Quando o corpo jd se move, atua a vis viva mwv?. Apresen-

tamos essa visdo para mostrar que, para que Leibniz encontrasse a segunda lei do movimento,
bastaria a andlise da forca eldstica, ou seja, a aplicacdo de dv = adt ao problema, conforme
descreve Maltese (1992); dessa forma, o dualismo dos conceitos de for¢a desapareceria e o
principio geral emergiria. O que se quer afirmar aqui € que o principio agora estava préximo
de todos devido a constru¢des conceituais; mas ndo estava na época de Newton.

Em 1724, a Academia de Paris ofereceu o prémio anual para o melhor modo de tra-
tamento das leis de comunicacdo do movimento. Colin MacLaurin ganhou com a defesa de
corpos duros, colisdo instantanea e conservagdo da quantidade de movimento; do outro lado
estava Johann Bernoulli com um trabalho, ndo de menor nivel, relacionando colisoes elasticas
e a conservacao da vis viva19 (MALTESE, 1992). Nas obras de Euler e também de Bernoulli a
colisdo € vista como uma forca que pode atuar com continuidade e, € a partir dessa ultima
interpretacdo que ocorre a unificacdo do conceito de forca.

Nao podemos imaginar o Decouverte d’un noveau principe de Mécanique sem essa
unificacdo, e ndo podemos pensar nessa unificacdo sem a concepcao continua da matéria, de-
vida a Leibniz (MALTESE, 1992, p. 199).

Para Maltese (1992), as duas concepgoes de forca (discreta e continua, ou seja, coli-
sdo e queda livre) permaneceram tanto tempo na mecanica devido as concepgdes de matéria
que os cientistas tinham na época. E, alids, tal disputa ndo se tratava apenas de uma questao
de palavras, mas sim da relagc@o entre a forca e o movimento determinante para a elaboracao e
enunciag¢do da segunda lei do movimento. Newton aparece como grande nome ao conceber a
forca como algo que altera o estado de movimento de um corpo, e nao ao associa-la ao estado
de movimento do corpo, ou seja, tratando esta como uma causa externa. Aliando esse concei-
to ao de matéria continua, o caminho para a produc¢do da lei fundamental do movimento tor-
nava-se de facil acesso.

Outra divergéncia de ideias que levou as mudangas nas concepg¢des de matéria e de
forca foi a respeito da descri¢cdo de curvas: se a curva era continua, relacionada a uma forca
continua, ou se era uma curva poligonal, que estava relacionada com uma série de colisdes; ou
seja, foi um problema matemdtico que influenciou na descri¢ao fisica do sistema. Assim, co-
mo se pode afirmar que os desenvolvimentos apds Newton foram simplesmente formais? E
essa nova conceituacio de forca, por acaso ji existia no século XVII? Foram necessarios os
avangos conceituais aqui tratados para que uma forma nova e geral de descrever os movimen-
tos emergisse.

18 Pode ser entendida como uma espécie de energia cinética.

19 Johann e Daniel Bernoulli adaptaram o método de Leibniz para resolver brilhantemente alguns problemas,
entretanto, apenas os mais simples.
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V.5 Estudo das oscilacoes, corda vibrante e péndulo

Segundo Lagrange (MALTESE, 1992), os estudos das oscilagdes e dos centros de
oscilagdes foram muito importantes para o desenvolvimento da Mecanica Analitica. Em 1638,
Descartes desenvolve alguns estudos a respeito de péndulo e oscilagdes; em 1673, Huygens
escreve sua mais importante obra sobre o tema, Horologium Oscillatorium sive de motu pen-
dulorum ad horologia aptato demonstrationes geometricae. A dindmica do corpo rigido foi
assim iniciada por Huygens20 (1673) com a solugdo para o problema do péndulo fisico, valida
para sistemas em torno de um eixo fixo (TRUESDELL, 1960). Entretanto, deve-se salientar
que essa solugdo ndo era vélida para todo sistema de um corpo rigido.

Mais tarde, apds criticas ao material de Huygens, Jakob Bernoulli se interessou e es-
tudou o problema do centro de oscilagdo e formulou sua prépria teoriaZI, propondo uma nova
abordagem da mecanica a partir desse problema, utilizando o principio da alavanca, a partir
de hipéteses integrativas. Ou seja, em seu trabalho para se determinar o movimento de um
sistema vinculado, era necessario introduzir for¢cas que mantivessem esses vinculos, e, além
disso, as aceleracOes (com sentido contrério) sdo equivalentes a forcas estdticas. Também ¢é
importante lembrar que para a resolu¢do de problemas de estatica, nao s6 o equilibrio de for-
cas € importante, como também o equilibrio de momentos. Esse trabalho de Jakob € conside-
rado por Truesdell o segundo mais importante para o desenvolvimento da mecanica, logo
atrds dos Principia (MALTESE, 1992).

Para Truesdell (1968) os trabalhos de Jakob Bernoulli sobre o centro de oscilagao
também marcam a aparicdo do principio do momento angular, que seria importante para a
constru¢do do principio fundamental. Deve-se lembrar que isso ocorreu antes22 dos Principia,
ndo podendo assim essa extensdo da mecanica ter sido derivada das leis de Newton (MAL-
TESE, 1992).

Jakob Bernoulli também atuou em outras frentes, além das oscilagdes e, assim, pu-
blicou em 1697, a solucdo para o problema da queda mais rdpida de um corpo, ou também
conhecida como braquistrocona, a partir de um principio variacional que varia a curva em um
unico ponto a partir de um sistema ortogonal de coordenadas, a fim de comparé—la323. Posteri-
ormente, Johann Bernoulli reescreveu esse material do irmao Jakob (1719), mas dessa vez
explicitando equacdes gerais e propriedades para a base do cdlculo variacional, o que era de
extrema importancia para Euler propor o novo principio. Tal trabalho foi motivado pelos es-
tudos de Brook Taylor em Methodus incrementorum, de 1715.

20 Christiaan Huygens foi um nome muito presente também no estudo da colisdo, e o diferencial de seu trabalho
foi introduzir a relatividade dos movimentos e o centro de gravidade do sistema. Huygens se apoiava também no
principio de conservacdo de energia.

21 Trabalho iniciado em 1686, aperfeicoado até 1703, publicado em 1705.
22 Exposicdo iniciada em 1686 e finalizada com o tratado completo em 1703.

23 Algumas das consideracdes de Bernoulli ndo foram utilizadas por, ou foram diferentes das de Euler.
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Taylor contribuiu na drea ao analisar o movimento de uma corda vibrante e determi-
nar, em seu Methodus, sua frequéncia de vibracdo do modo fundamental e a sua forma.
D’Alembert e Daniel Bernoulli também se apoiaram nos resultados de Taylor para suas pes-
quisas, utilizando a andlise da corda como uma extensdo do centro de oscilagdes a sistemas
flexiveis ao observar que todos os elementos da corda passam pelo ponto de equilibrio simul-
taneamente, o que significa que o movimento é equivalente a um péndulo simples. Assim,
Taylor utilizou a segunda lei na forma analitica para obter a for¢ca em direcdo ao centro da
corda. Foi a primeira vez que o principio foi aplicado a um corpo continuo, entretanto, este
ndo reconheceu o resultado como uma equacdo diferencial e algumas partes do trabalho sdao
confusas e errdneas (TRUESDELL, 1975). Dessa forma, Taylor esteve muito préximo de
enunciar a lei do movimento, entretanto, como esse ndo era seu objetivo acabou por desviar-
se do caminho (MALTESE, 1992).

Alguns anos apds a publica¢do dos trabalhos de Taylor, Johann Bernoulli publicou
sua andlise da corda vibrante (1727) a partir do estudo da for¢a restauradora de uma corda
tensa de massa nula submetida a uma carga de n massas iguais e equidistantes entre si (TRU-
ESDELL, 1975), cujo objetivo também era determinar o comprimento do péndulo is6crono, o
que foi feito com sucesso; os resultados obtidos foram similares aos de Taylor. Nesse traba-
lho, também Johann Bernoulli chega muito préximo a segunda lei do movimento na forma
moderna; entretanto, seu objetivo era descrever o periodo do movimento harmdnico e desvi-
ou-se, novamente, da rota para o principio geral. Maltese salienta que se Bernoulli o tivesse
feito, seria a partir da lei de queda livre e do principio da energia cinética, € novamente, nao a
partir dos Principia (1992)" .

Johann Bernoulli também publicou sua teoria25 acerca do momento angular, em que
faz uso de diferentes gravidades (diferentemente do tratamento de Jakob). Sua técnica de en-
contrar o centro de oscilacdo de um sistema consistia em reunir todas as massas em um Unico
ponto; tal trabalho foi importante para a distin¢ao entre massa e peso.

Mas somente em 1742 € que Johann faria uso de conceitos puramente dinamicos,
como aceleracdo angular, para escrever a relacdo entre momento de inércia € momento da
forca (torque) (MALTESE, 1992). Nesse ano, ele apresenta a primeira solu¢do para o proble-
ma das oscilacdes de um sistema composto, De pendulis multifilibus (MALTESE, 1992); de-
vido a generalidade do trabalho € que sua obra torna-se importante para o desenvolvimento da
Mecanica Analitica. Para Truesdell (TRUESDELL, 1960) € na solucdo e redacdo das equa-
¢oes do movimento desses problemas que aparecem resquicios do que viriamos a chamar pos-
teriormente de segunda lei do movimento (MALTESE, 1992). Esses estudos chamaram a

24 As inovagdes que distinguem a abordagem de Euler daquela de Bernoulli sdo justamente as providas por Tay-
lor. Apesar de Taylor ser inglés e trazer sua notacdo como newtoniana em seu trabalho, sua andlise parecia-se
muito mais com a continental. Entretanto, seria incorreto afirmar que os trabalhos de Euler foram uma extensao
dos resultados de Taylor, apesar de Euler chegar a uma derivacdo similar a deste, j4 que havia diferengas concei-
tuais entre os dois.

251714 em Acta Eruditorum e 1717 na Academia de Paris.
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atencdo de Euler que utilizou essa forma de generalizacdo para sua teoria. Para Maltese
(1992), Johann Bernoulli inclusive teve essa capacidade de generalizacdo devido a clareza
com que tratou grandezas como massa, peso e aceleracao.

Um dos motivos pelos quais Johann Bernoulli ndo foi quem chegou ao principio fun-
damental € que nessa mesma obra, em que utiliza os argumentos had pouco citados, descritos
da metade em diante da obra, restringe-os as pequenas oscilacdes; ndo tivesse ocorrido tal
restri¢do, talvez Johann tivesse alcancado o principio antes de Euler.

Daniel Bernoulli também trabalhou, em 1733, com a natureza dos pequenos modos
de vibragdo a fim de calcular as frequéncias destes. Tomou os problemas oscilantes como
superposi¢cdes de pequenas oscilagdes, ou também, assumiu que um movimento vibratdrio
mais geral pode ser tomado como uma superposicao de modos simples de vibragdo; entretan-
to, como ndo partia de equacdes diferenciais, a demonstracdo era impossivel e nunca pdde
justificar a hipétese.

Além disso, Daniel também trabalhou com o problema das cordas vibrantes. Em seu
trabalho, comenta sobre a falta de principios para se tratar problemas de corpos flexiveis. Da-
niel ndo utiliza condicdes estaticas para suas resolugdes, assim como fez Johann, mas analisa
a acdo das forcas em um determinado intervalo de tempo. Assim, pela primeira vez, faz apa-
recer os modos superiores de vibracdo na andlise de um sistema de oscilacdes. Maltese con-
corda com as ideias de Truesdell ao afirmar que Daniel tenta chegar a solu¢do de um proble-
ma que ndo era possivel de ser resolvido com os principios disponiveis (MALTESE, 1992);
podemos nos questionar entdo a respeito do que Daniel buscava de novidade, uma vez que a
defesa tradicional apresentada nos manuais de Fisica é que a mecanica j4 havia sido toda de-
senvolvida. E 6bvio que desenvolvimentos conceituais eram necessdrios para a superacio
desses problemas mecanicos.

Euler generalizou todos os resultados de Daniel Bernoulli, mesmo utilizando um
principio diferente. Durante o estudo do oscilador harmoénico, Euler passou a integrar as
equagodes ordindrias, o que facilitou muito a solu¢do para o problema das vibracdes. As pes-
quisas sobre o centro de oscila¢do tiveram fim em 1735 com a apresentacdo da obra de Euler
(De minimis oscillationibus corporum tam rigidorum quam flexibilium methodus nova et faci-
lis, publicada em 1740) que reduzia os problemas a determina¢do do movimento de oscilacao
de péndulos simples, para o caso de corpos rigidos; e para o caso de corpos flexiveis. O es-
sencial seria determinar previamente a forma da curva descrita durante 0 movimento para
entdo determinar a resolucio (MALTESE, 1992). Euler utilizava séries para a obtencdo dos
resultados, mas nesse caso, para barras elasticas. Além disso, Euler ndo somente utiliza o0 mé-
todo da condicdo de péndulo, como também adota a estética para o problema, sempre buscan-
do o equilibrio para a anélise do sistema. Esses desenvolvimentos de Daniel Bernoulli e Euler
foram de grande importancia para o estabelecimento dos principios gerais da mecanica.

Assim, a partir das pesquisas com relacio ao centro de oscilacdo que ocorreram para-
lelas @ mecéanica newtoniana, surgiram o principio de d’Alembert, 0 do momento angular e o
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da conservacdo de energia cinética. Com a andlise do movimento de sistemas flexiveis tam-
bém surgiu a andlise fenomenoldgica do movimento.

V.6 Movimento de fluidos

Juntamente aos problemas da corda vibrante, outra classe de problemas influenciou
Euler para que este focasse sua atencdo para a generalidade do método, que seria a respeito da
andlise do movimento de fluidos de Johann Bernoulli de 1742. Euler chamou tais métodos de
“novos e genuinos” (MALTESE, 1992). A partir dos fluidos, Euler percebe que o movimento
pode ser decomposto entre um movimento de rota¢do e um de translagdo. Esse conhecimento
foi importante para que Euler pudesse tratar o problema dos corpos celestes como corpos ex-
tensos que necessitavam de um andlogo angular que regesse seu movimento de rotacao.

Em 1727, Daniel Bernoulli foi o primeiro a aplicar corretamente o principio da con-
servacdo da quantidade de movimento a um meio continuo, assim como posteriormente, ana-
lisar a velocidade do fluido em movimento. O resultado dessa andlise € a equagdo que hoje
conhecemos como equagdo de Bernoulli; entretanto, as ideias que hoje utilizamos nio sdo as
mesmas que levaram Daniel a prop6-la.

Em 1739, Johann Bernoulli introduziu as equagdes gerais da hidrdulica, em sua obra
Hydraulica26, e fez uso do principio de que a for¢a aceleradora € igual a massa vezes a acele-
racdo (TRUESDELL, 1975); foi o primeiro a determinar o movimento de um corpo deformé-
vel mediante o equilibrio de forcas (TRUESDELL, 1975). Nao se pode dizer que foi sim-
plesmente a aplicacdo do “principio newtoniano”, pois foi observado que era necessario levar
em conta a acdo do fluido sobre si mesmo. Todavia, Bernoulli, mesmo tendo as relacdes sufi-
cientes, ndo escreveu as equacdes de movimento, limitando-se a integra¢des do problema em
questdo. Nesse trabalho, Johann Bernoulli j4 utilizava o sistema de coordenadas cartesianas
retangulares.

Em Hydraulica, Johann Bernoulli introduz a grandeza “gurges” (ou “voértices”) para
descrever a por¢do de fluido que se encontra na regido de transi¢ao entre uma alta e uma baixa
velocidade a fim de calcular o gradiente de velocidade nessas microrregides, e assim, a forca
resultante em cada uma delas, Johann Bernoulli obtém uma equacgdo diferencial, que seria,
segundo Truesdell, “um progresso na mecdanica dos continuos” (1955 apud MALTESE,
1992, p. 171). Euler elogia o método de Bernoulli e o utiliza para aplicd-lo a casos mais ge-
rais, além disso, retira o uso incomodo dos “gurges”. Para Truesdell, Euler tomou o cerne do
método de Johann dos elementos infinitesimais e o aplicou aos continuos. Maltese comenta a
respeito de que para nds esse método parece 6bvio, mas que foram necessdrias seis décadas de
desenvolvimentos conceituais para que fosse estabelecido; para a Histéria da Ciéncia, o mais
facil foi considerar que a ideia ja era aquela descrita por Newton (MALTESE, 1992, p. 176).
Na segunda parte da Hydraulica, enviada a Euler em 1740, Bernoulli afirma que sua teoria

26 Publicada em 1742, mas lida por Euler em 1739.
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pode ser descrita por dois principios, um hidrostdtico e um hidrdulico; sobre eles Euler cons-
truiu sua teoria de fluidos.

V.7 Condicao de péndulo e equilibrio: equacoes diferenciais

Em 1743, Johann Bernoulli e d’ Alembert obtiveram as primeiras equagdes diferenci-
ais para sistemas com mais de duas massas que foram utilizadas na resolu¢ao de problemas de
mecanica de corpos, no problema da vibragdo de uma barra com cargas, por Daniel Bernoulli,
Euler e Johann Bernoulli, assim como no problema de uma corda com carga no momento em
que, a andlise até entdo disponivel, ndo era suficiente para dar conta de problemas de corpos
finitos. Nesses problemas, independentemente, os cientistas aplicaram a “condicao de péndu-
10” e o equilibrio dos momentos das forgas para as oscilagdes do corpo.

O problema exposto por d’Alembert para a corda com carga é o Traité de Dynami-
que (1743), o primeiro a fornecer uma regra geral para a obten¢ao de equagdes de movimento
para corpos vinculados, obra que, trata o mesmo problema de Johann Bernoulli afirmando
poder expressar toda a mecanica através de trés principios: inércia, decomposicdo de forgas e
o principio que hoje conhecemos como “principio de d’Alembert” (MALTESE, 1992). A di-
ferenca para com Bernoulli € que d’Alembert expressava explicitamente a evolu¢do temporal
do sistema, e também trabalhou com o caso limite para uma distribui¢do continua, retomando
a condicdo de péndulo de Daniel Bernoulli. Para o caso em que o equilibrio ndo fosse manti-
do, d’Alembert escreveu a equacao diferencial do movimento da corda, a primeira, segundo
Truesdell (1960) para meios continuos. Ao oferecer a equagdo para além da condicao de pén-
dulo, que restringia as solugdes, d’Alembert também contribui significativamente para o de-
senvolvimento da mecﬁnica27. Seu principio ndo era suficiente para resolver os problemas
gerais da dinamica, entretanto, como admitia outros principios abriu caminho para resolugcdes
da mecanica, além de ser o primeiro a expressar o movimento em derivadas parciais, utilizan-
do um posicionamento bem diferente do pensamento newtoniano, visto que d’Alembert tinha
um pensamento contrario aos principios e ideias metafisicas newtonianas28 (TRUESDELL,
1960).

V.8 Principios variacionais

Em 1744, Euler escreve Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive propri-
etate gaudentes, sua primeira sistematizacdo do cdlculo das variacdes, estabelecendo assim
um novo ramo de andlise na mecanica a partir da formulacdo do problema variacional de ma-

27 A ideia de que d’Alembert tentou reduzir a dindmica a estatica é uma ideia erronea, que, segundo Dias (2006,
p. 207), pode ter sido disseminada pelo que Truesdell chama de principio da aceleracdo reversa; o que
d’Alembert fez foi separar equagdes entre equagdes de movimento e equagdes de vinculo.

28 Embora tivesse um pensamento contrdrio aos principios e ideias metafisicas newtonianos, em 1746,
d’Alembert derivou a equagdo linear de onda para pequenas vibragdes em uma corda utilizando a abordagem
newtoniana.
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neira geral, identificando padrdes de solu¢des em forma de equagdes, e oferecendo uma técni-
ca de deriva-las (FRASER, 1994, p. 103). Seu objetivo € mostrar que resultados ja conhecidos
podem ser obtidos de uma condi¢do de maximo ou minimo de uma func¢do. Euler procura um
novo ferramental matematico que o permita introduzir um principio que esteja de acordo com
os resultados obtidos por Newton, e que possa ser um principio geral variacional (MARON-
NE & PANZA, 2014). Os resultados de Euler nesse assunto foram essenciais para a generali-
zacdo da formulacdo do Principio da Minima A¢do por Lagrange, que marcam de fato a ori-
gem da Mecanica Analitica.

A possibilidade de expressar movimentos e condi¢cdes de equilibrio de sistemas ge-
rais somente surgiu com a mecanica fundada sob principios ndo newtonianos, conhecidos
como principios variacionais. Assim, os problemas eram tratados como casos particulares do
“problema de equilibrio de um sistema mecdnico e do problema de movimento de um sistema
mecdnico” (PANZA, 2003), através de sistemas adequados de equacdes.

VI. Rumo ao principio fundamental

Em 1744, Euler escreveu dois trabalhos, entre os quais pode-se notar uma grande
evolucdo conceitual euleriana rumo ao principio fundamental. No primeiro (publicado em
1751), Euler lamenta-se por, mesmo tendo trabalhado bastante, ainda ndo obter principios
gerais para a descricdo dos movimentos, pois os problemas tratados por ele e por Daniel pude-
ram ser reduzidos a estatica (MALTESE, 1992), e assim, ndo foi necessaria a busca por prin-
cipios novos e gerais; nesse trabalho, Euler resolve problemas particulares, assim como utiliza
principios especiais € a conservagdo da quantidade de movimento, porém sem enunciar um
principio geral.

No segundo trabalho (também publicado em 1751), pode-se dizer que foi o passo de-
cisivo para o surgimento da segunda lei do movimento ao utilizar a teoria de oscilagdes para
vibracOes de extensdo finita e as coordenadas cartesianas ortogonais. O que Euler fez, na ver-
dade, foi tomar um sistema de n + 1 pontos materiais, levando ao limite do infinito o nimero
de particulas, generalizando assim o sistema para uma corda com peso. Truesdell argumenta
(1960, p. 223 apud MALTESE 1992, p. 159, nota 322) que, ainda nessa data, Euler ndo tinha
total conhecimento do método que estava produzindo, pois a parte discreta do problema esta-
va completa, no entanto a parte continua ainda era somente uma mudanca de formalismo.

A partir do momento em que foram enunciadas as equacdes do movimento, foi pos-
sivel desenvolver a teoria das pequenas vibragdes. A equagdo mais famosa desse periodo foi a
de d’Alembert para pequenas oscilagdes da corda vibrante, de 1747 (MALTESE, 1992); nao
somente isso, mas € uma das primeiras vezes, segundo Maltese (1992), em que a segunda lei
aparece como principio geral, capaz de fornecer as equacdes de movimento do sistema. Para-
lelamente, d’ Alembert tratou a forca atuante sobre o elemento comparando-a a forga de gravi-
dade de queda livre, salientando o cardter dinAmico dessa ultima. Entretanto, este limitou-se a
condi¢des ndo necessarias. Esses avancos de d’Alembert foram muito importantes para que
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Euler compreendesse as potencialidades da segunda lei para corpos continuos, conforme trata
Truesdell (1960).

Outro importante trabalho nessa drea € devido a Euler, publicado em 1748, De pro-
pagatione pulsuum per medium elasticum, que trabalhou com o mecanismo de propagagdo do
som no ar. Esse “trabalho deu pela primeira vez a solugcdo geral do problema das pequenas
oscilagcoes de pontos materiais” (MALTESE, 1992), de modo que ofereceu a solugdo como
uma superposi¢do de oscilagdes simples; esses modos simples sdo tratados como solucdes
particulares das equagdes gerais do movimento. Euler posteriormente defendeu que somente o
uso das equacdes diferenciais ja oferecia por si s6 um enunciado completo. O que faltava a
Euler nesse momento era somente a consciéncia da generalidade da segunda lei (MALTESE,
1992), que chegaria com os estudos relacionados a gravitacdo universal.

Esses resultados sdo alcancados no artigo de 1752, onde F = ma € escrita pela pri-
meira vez; contudo ainda ndo se pode afirmar que foi o resultado conclusivo para a enuncia-
¢do da segunda lei do movimento como hoje é conhecida, pois também se trouxe o caso rota-
cional a tona. A formulagdo definitiva do momento angular por Euler e a consciéncia de dois
principios fundamentais independentes ocorreria somente em 1776 (MALTESE, 1992), na

obra Nova methodus motum corporum rigidorum degerminandi.

VII. Consideracdes finais

Por volta da metade do século XVIII, muitos autores estavam trabalhando com pro-
blemas similares aos aqui tratados, e assim, torna-se dificil comentar a respeito de cada um
dos trabalhos desenvolvimentos nesse periodo, assim como Panza também discute (2002) que
ocorre com o impreciso nascimento da Mecanica Analitica. Dessa forma, aqui elencamos
apenas alguns dos principais trabalhos e nomes que compreendemos terem feito contribui¢des
diretas ao trabalho de Euler.

Por fim, apds essa exposicao, é possivel notar que de fato, a lei proposta por Newton
ndo poderia ter o mesmo significado que o principio proposto por Euler (F = ma), uma vez
que muitos conceitos, como os que aqui foram discutidos, ainda ndo eram conhecidos, € nem
haviam sido elaborados em 1687. O que se desejou mostrar com este material € a ciéncia co-
mo constru¢do de conceitos por um corpo de cientistas através de tentativas e erros, parcerias
em um longo periodo, diferentemente da imagem simplista que permeia, de maneira geral, o
Ensino de Ciéncias.
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