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Resumo

O estudo de superficies equipotenciais é experimento comum nos labora-
torios didaticos dos cursos de graduacdo em Fisica, funcionando como
um elemento articulador do processo de ensino e aprendizagem de con-
ceitos fundamentais do eletromagnetismo cldssico, tais como o campo e
o potencial. No entanto, seu método tradicional de execucdo apresenta
algumas dificuldades técnicas que tornam essa prdtica experimental de-
sestimulante para os estudantes, desfavorecendo a aprendizagem signifi-
cativa destes conceitos. Neste contexto, propomos uma releitura deste
experimento, na qual é utilizada uma malha de resistores para a simula-
cdo analogica de um meio eletricamente homogéneo. Os resultados ex-

perimentais obtidos sdo plenamente satisfatorios quanto a simulagdo de
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configuracoes eletrostdticas bdsicas, tais como cargas puntiformes ou
placas planas paralelas, permitindo, inclusive, explorar temas que ndo
sdo abordados no experimento tradicional, como a configuragdo de pa-

ra-raios.

Palavras-chave: Superficies Equipotenciais;, Malha de Resistores; Simu-
lacdo Analégica; Para-Raios.

Abstract

The study of equipotential surfaces is a common experiment in the
undergraduate Physics courses, it acts as an articulating element of the
teaching and learning process of fundamental concepts of classical
electromagnetism, such as the electric field and potential. However, its
traditional execution method presents some technical difficulties that
makes this experimental practice discouraging for the students,
disfavoring the meaningful learning of these concepts. In this context, we
propose a re-reading of this experiment, in which a resistors lattice is
used as an analogical simulation of an electrically homogeneous
environment. The experimental results obtained are fully satisfactory
with respect to the simulation of basic electrostatic configurations, such
as point charges or charged parallel flat conducting surfaces, allowing,
even, to explore subjects that are not approached in the traditional
experiment, like the configuration of lightning rods.

Keywords: Equipotential Surfaces; Resistors Lattice; Analogical Simu-
lation; Lightning Rod.

I. Introducao

E inquestiondvel a importancia da atividade experimental, nas suas variadas aborda-
gens, como elemento articulador de estratégias didéticas capazes de dinamizar o processo de
ensino e aprendizagem nas diferentes areas de conhecimento da Fisica, tanto no dmbito do
ensino bésico como no ensino superior (ARAIjJ O; ABIB, 2003; CARRASCOSA et al., 2006;
PEREIRA; MOREIRA, 2017). Em paralelo, torna-se cada vez mais comum o uso de recursos
computacionais visando préticas de ensino mais contextualizadas com uma sociedade imersa
nas tecnologias de comunicacdo e informacdo (NOGUEIRA et al., 2000; ARAUIJO; VEIT,
2004; PIRES; VEIT, 2006; MOTA; REZENDE JR, 2017). O resultado disto é a quantidade
expressiva de trabalhos publicados propondo aparatos e atividades experimentais para mode-
lagem de diversos problemas fisicos, aliando a inser¢do de novas tecnologias com o uso de
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materiais de baixo custo (ver PEREZ et al., 2018; SILVA; LIMA, 2017; TADEU et al.,
2018). Com base em tal conjuntura, propde-se neste trabalho uma releitura do experimento
classico de mapeamento de superficies equipotenciais, comum nos laboratérios didaticos de
eletromagnetismo dos cursos de graduacdo em Fisica e dreas afins.

O experimento tradicional consiste na simulacdo analdgica de campos e potenciais
eletrostéticos, utilizando correntes estaciondrias fluindo em um meio eletricamente homogeé-
neo. Em geral, para simular tal meio ¢ utilizada uma solucgao eletrolitica — normalmente sulfa-
to de cobre — disposta em uma cuba com fundo de vidro e contendo uma malha quadriculada
impressa, permitindo um mapeamento bidimensional (SCHIEL, 1979; LUDKE; GRACA,
2011). Uma distribuicdo de cargas em equilibrio eletrostitico € simulada através de superfi-
cies condutoras, com geometria apropriada e submetidas a uma diferenca de potencial fixa. A
técnica mais utilizada para o mapeamento de uma superficie equipotencial é a detec¢dao por
nulo (SCHIEL, 1979), ou seja, a diferenca de potencial (ou a corrente) se anula entre as pon-
tas de prova do voltimetro (ou do amperimetro) quando estas estdo localizados em posi¢oes
diferentes de uma mesma linha equipotencial. A aplica¢do da técnica permite que, para dife-
rentes posicoes de uma ponta de prova de referéncia na cuba, sejam mapeadas diferentes li-
nhas equipotenciais e o procedimento € repetido até que todo espago disponivel seja explora-
do.

A maior dificuldade para a realizacdo deste experimento € garantir a homogeneidade
do meio, o que exige cuidados ndo apenas com a concentracdo da solugdo eletrolitica, mas
também com a limpeza e o nivelamento da cuba. Em caso contrdrio, um problema recorrente
€ a cristalizagdo da solucdo eletrolitica, o que altera localmente a configuracdo das linhas
equipotenciais obrigando a interrup¢cdo do experimento. Além disso, a variedade de distribui-
coes de cargas eletrostéticas que podem ser simuladas no experimento depende da quantidade
de superficies condutoras previamente disponiveis, o que pode impor restri¢des ao experimen-
to. Por outro lado, se a técnica de detecc¢ao por nulo tem a vantagem de fornecer diretamente o
desenho das linhas equipotenciais e, portanto, a relacdo com a geometria das superficies con-
dutoras dispostas na cuba, a mesma técnica nio oferece maiores informacdes sobre as caracte-
risticas quantitativas do potencial e do campo elétrico. Por fim, € comum que o tratamento de
dados aplicado ao experimento se restrinja ao esbogo das linhas equipotenciais em uma folha
de papel milimetrado e, portanto, a qualidade dos mapas produzidos varia bastante de um es-
tudante para outro dificultando a interpretacdo dos resultados experimentais.

A versdao do experimento proposta neste trabalho adota uma malha de resistores
idénticos para simular o meio eletricamente homogéneo, em substituicdo a solugdo eletrolitica
disposta em uma cuba nivelada. As superficies condutoras, necessdrias no experimento com a
cuba eletrolitica, sdo substituidas por curto-circuitos em pontos da malha — ndo necessaria-
mente adjacentes — sendo esta uma forma bastante versatil para simular uma grande variedade
de configuragdes eletrostdticas. Associando cada ponto da malha a um elemento de matriz, é
possivel registrar os dados coletados de forma ordenada, obtendo-se assim a distribui¢do es-

Caderno Brasileiro de Ensino de Fisica, v. 36, n. 1, p. 287-301, abr. 2019. 289



pacial do potencial elétrico. Analisando os dados experimentais, € possivel construir dois gri-
ficos: um ilustrando a distribui¢@o espacial do potencial elétrico e exibindo as regides de mai-
or € menor variacgdo relativa; outro apresentando as curvas de nivel que equivalem as linhas
equipotenciais sobre o plano da malha, em uma representagdo bidimensional.

Os resultados experimentais sdo plenamente satisfatérios quanto a simulagdo de con-
figuracdes eletrostdticas bdsicas, tais como cargas puntiformes ou placas planas paralelas,
amplamente discutidas nos livros texto de eletromagnetismo (ver REITZ; MILFORD;
CHRISTY, 1982; JACKSON, 1999). Mas também € possivel explorar temas mais avancados,
que dificilmente s@o abordados no experimento tradicional da cuba eletrolitica, a exemplo do
efeito de pontas (FERREIRA, 2002), que explica qualitativamente o principio de funciona-
mento de um para-raios. Este artigo esta organizado da seguinte forma: a secdo II apresenta os
fundamentos tedricos que norteiam o experimento; na secdo III, € feito um relato técnico so-
bre a montagem da malha de resistores e uma descri¢do detalhada dos procedimentos experi-
mentais; na secdo IV, s@o apresentados e discutidos os resultados experimentais obtidos e, por
fim, € apresentada, na secdo V, a conclusdo do trabalho.

I1. Equacao de Laplace e simulacio analégica

Apesar do experimento de mapeamento de linhas equipotenciais ter por objetivo o
estudo de configuracdes eletrostéticas, ele ndo pode ser confundido com um problema de ele-
trostdtica. Durante a sua execucdo ocorre um fluxo estaciondrio de correntes elétricas, de mo-
do que a densidade de carga € independente do tempo e a equacgdo de continuidade se restrin-
ge a expressdo

V-J=0 (1)
sendo .J a densidade de corrente (REITZ; MILFORD; CHRISTY, 1982; JACKSON, 1999).

A lei de Ohm implica que, para um meio homogéneo, .J ¢é diretamente proporcional ao campo
elétrico. Por sua vez, mesmo ndo derivando de uma distribuicdo eletrostitica de cargas, o
campo E' é conservativo, dado que em cada ponto da malha estd associado um valor fixo de

potencial. Desse modo, da equagdo (1) obtém-se a equagdo de Laplace
Vi =0 2)
sendo I o potencial elétrico e E =-Vo.

A partir da equagdo (2) € possivel realizar a simula¢do analégica de configuragdes
eletrostéticas de cargas, uma vez que o potencial eletrostatico %’s, em uma regido sem cargas,
também obedece a equagdo de Laplace. De fato, a lei de Gauss (REITZ; MILFORD; CHRIS-
TY, 1982; JACKSON, 1999) afirma que o fluxo do campo eletrostitico £5 através de super-
ficies fechadas € proporcional a carga liquida @1 interna a superficie. Portanto, aplicando-se

o teorema da divergéncia a lei de Gauss e sabendo que Ey = =V, deduz-se a equacdo de
Poisson (ARFKEN; WEBER, 2007)
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onde P17} é a densidade volumétrica de carga, € ' uma coordenada de posi¢do interna a dis-

tribuicdo. Ademais, em uma regido onde ndo ha cargas, ou seja, f (') = U a equagdo de
Poisson corresponde exatamente a equagdo de Laplace. Dessa forma, aplicando as condigdes
de contorno e regularidade adequadas, ¢ possivel realizar a simulagdo analégica de configura-
coes eletrostaticas a partir de um meio eletricamente homogéneo, tal como uma malha de re-
sistores idénticos. A Unica restrigio é que as superficies (7, ¥, geradas a partir de medidas
de diferenca de potencial na malha, correspondem a solucdes da equacdo de Laplace em duas
dimensdes. O mapeamento das curvas de nivel obtidas de P [z, y) corresponde exatamente ao
mapeamento das linhas equipotenciais.

De um modo geral, linhas ou superficies equipotenciais apresentam as mesmas pro-
priedades de simetria que as distribui¢des de cargas em equilibrio. Em particular, dada uma
superficie condutora, a auséncia de correntes elétricas nela, faz desta também uma superficie
equipotencial (REITZ; MILFORD; CHRISTY, 1982; JACKSON, 1999).

IT1. Malha de resistores e procedimentos experimentais

Com o objetivo de simular um meio eletricamente homogéneo, construimos uma ma-
lha de resistores cujos valores de resisténcia elétrica se encontram na mesma faixa. A utiliza-
cdo de resistores se deve basicamente aos seguintes fatores: ndo acumulam carga, possuem
baixa sensibilidade a variagcdes de temperatura, suportam valores considerdveis de corrente €
tém baixo custo.

Para a montagem da malha de resistores tomamos como base as leis de Kirchhoff
aplicadas a circuitos resistivos (NUSSENZVEIG, 2001), cada ponto da malha representa um
nd no circuito. Desse modo, a corrente elétrica que flui por um resistor e entra no né € reparti-
da em valores iguais para cada um dos demais resistores que compartilham do mesmo ponto.
Por exemplo, suponha que os pontos localizados na primeira e dltima colunas da malha, fo-
ram curto-circuitados. Desse modo, ao longo de cada linha flui uma corrente de mesmo valor
i, enquanto que a corrente € nula nos resistores dispostos ao longo das colunas. Logo, se a
malha € composta por m linhas e n colunas, a resisténcia equivalente € dada por
Rin—1)

Ru g — ;
: m — 1 4

sendo R o valor da resisténcia de cada resistor. De modo geral, a resisténcia equivalente entre
dois pontos arbitrdrios de uma malha infinita de resistores idénticos € igual a 2R/ (TADEU
etal.,2018).

Nesse contexto, o primeiro passo para a montagem da malha foi selecionar 510 resis-
tores de 1 kQ e medir as respectivas resisténcias. Isso foi feito com um multimetro digital da
marca BK® TEST BENCH®, modelo 390. O histograma obtido, ilustrado na Fig. 1, ajusta-se
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bem a distribui¢do normal com média 988 Q e desvio-padrdo de 6 Q. Desta forma, para a
composi¢do da malha, foram selecionados resistores cujas resisténcias possuem valores conti-

dos no intervalo 982 < Q R < 994 Q.
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Fig. 1 — Histograma das medidas de resisténcia de 510 resistores de valor nominal
1 kQ. A linha continua representa uma distribui¢do normal com média igual a 988 Q e desvio
padrdo 6 Q.

A etapa seguinte consistiu em montar a malha em uma lamina de acrilico com
4,0 mm de espessura. Primeiro, perfurou-se a lamina em pontos igualmente espacados de
1,0 cm, com furos de 1,0 mm de didmetro. Em seguida, os resistores foram posicionados na
lamina de acrilico e fixados a partir da tor¢ao mecénica dos terminais. Além disso, para garan-
tir um bom contato elétrico, os terminais foram soldados. Em cada ponto interior da malha,
encontram-se os terminais de 04 (quatro) resistores. Os pontos laterais reinem os terminais de
03 (trés) resistores, e os pontos dos vértices, apenas 02 (dois) terminais. Na Fig. 2, mostra-se a
parte inferior e superior do protétipo, montado com 2962 resistores e que corresponde a uma
“matriz de nos” de ordem 40 x 38, onde cada n6 equivale a um elemento dessa matriz corres-
pondente a um valor da diferenga de potencial que serd medido posteriormente na malha.

Ap6s a malha ter sido construida definimos as configuragdes eletrostéticas que seri-
am simuladas, a saber: carga puntiforme positiva, cargas puntiformes simétricas, condutores
planos paralelos e para-raios. Cada configuracdo de interesse foi entdo simulada através de
curto-circuitos introduzidos entre diferentes nés da malha, seguindo a geometria da sua distri-
buicdo de carga. A descri¢cdo da montagem de cada configuracao eletrostética estd descrita na
secdo de resultados. Por fim, o procedimento de aquisi¢do de dados consiste na medida, em
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(b)

Fig. 2 — Em (a) visdo da parte inferior da malha de resistores. Em (b), visao da parte

superior, exibindo a rede de terminais.

cada no, da diferenca de potencial relativa a um dos curto-circuitos referentes a configuracao
eletrostdtica de interesse. Nos experimentos descritos neste artigo, foram aplicados 5,0 V uti-
lizando uma fonte de tensdo Minipa MPS-3003. O processo de medi¢do consiste em fixar
uma ponta de prova do voltimetro no terminal negativo da fonte de tensao e percorrer a malha
com a outra ponta de prova, medindo assim a diferenca de potencial em cada n6 da malha de
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resistores. Os valores obtidos foram registrados em tabelas devidamente ordenadas, de modo
que a correspondéncia entre a posicdo de cada terminal na malha e o respectivo valor de ten-
sdo fosse garantida. A partir dos dados registrados, foram determinadas as superficies de po-
tencial e as respectivas curvas de nivel.

IV. Resultados

Realizou-se a simulag¢do analdgica de quatro configuragdes eletrostaticas: carga pun-
tiforme positiva, cargas puntiformes simétricas, condutores planos paralelos e para-raios. A
seguir apresentamos a distribui¢do do potencial e as curvas de nivel referentes as linhas equi-
potenciais de cada uma das configuragdes supracitadas.

IV.1 Carga puntiforme

A carga puntiforme foi simulada fixando-se o terminal positivo da fonte de tensdo no
centro da malha e aterrando-se o fio condutor conectado aos nds mais externos da rede. Desta
forma, a condicdo de regularidade #* — U para I — o € satisfeita. Em seguida, foi estabele-
cida uma diferenca de potencial de 5,0 volts entre os terminais, e as medi¢gdes foram realiza-
das conforme o procedimento descrito na secdo anterior. A distribui¢do do potencial na malha
¢ ilustrada na Fig. 3 (a) e as curvas de nivel, obtidas a partir da matriz de dados experimentais,
sdo ilustradas na Fig. 3 (b). Observa-se a formacdo de curvas fechadas, concéntricas ao termi-
nal positivo, e cujo raio médio aumenta a medida que o potencial decresce, tal como as linhas

equipotenciais para uma carga puntiforme.

1V.2 Cargas puntiformes simétricas

Para a simulag@o de cargas puntiformes simétricas utilizou-se a fonte de tensdo em
configuragdo simétrica fixando os terminais positivo e negativo em pontos equidistantes na
malha. Além disso, a borda foi aterrada. Em seguida, aplicou-se uma diferenca de potencial
de -5,0 V a +5,0 V no sistema. As Fig. 4 (a) e 4 (b) ilustram os resultados obtidos. Observa-se
que as curvas de nivel, obtidas a partir dos dados experimentais da distribuicdo espacial da
diferenga de potencial, sdo circunferéncias concéntricas na vizinhanga imediata dos terminais,
mas, a meia distancia entre eles, ¢ aproximadamente uma linha reta.
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ddp (volts)

5 10 15 20
X (cm)

(a) (b)
Fig. 3 — (a) Distribui¢do espacial da diferenga de potencial (ddp) medida na malha
de resistores para a simula¢do analogica de uma carga puntiforme na rede de resistores. (b)
Curvas de nivel obtidas a partir dos dados experimentais da distribuicdo espacial da diferen-
¢a de potencial. As curvas correspondem a circulos concéntricos centrados no ponto onde o

potencial é aplicado a ddp, sendo assim uma simulagdo analégica de uma “carga puntifor-

12

me .

ddp (volts)

(a) (b)
Fig. 4 — (a) Distribuigdo espacial da diferenca de potencial medida na malha de re-
sistores para a simulagdo analogica de duas cargas simétricas. (b) Curvas de nivel obtidas a

partir dos dados experimentais. Veem-se circulos concéntricos proximos as “cargas” e uma

linha reta a meia distdncia entre elas.
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IV.3 Placas paralelas

A configuracdo de placas paralelas foi simulada através de curto-circuitos introduzi-
dos na primeira e ultima linhas da malha. O terminal positivo foi fixado em um condutor e o
outro foi aterrado. Os resultados obtidos sdo exibidos nas Fig. 5 (a) e 5 (b). Nota-se que o po-
tencial varia linearmente entre os condutores, e as curvas de nivel correspondem a retas per-
pendiculares ao sentido de crescimento do potencial.

Bov |
1l 4sv
v
S
s 3.5V
g E
-
25V
2v
1.5V
v
0.5V
0.1V
0 5 10 15 20
X (cm)
(a) (b)

Fig. 5 — (a) Distribui¢do espacial do potencial para a simulag¢do analdgica de placas
condutoras planas. (b) Curvas de nivel obtidas a partir dos dados experimentais. Vé-se que
as curvas de nivel correspondem aproximadamente a linhas retas paralelas aos condutores.

IV.4 Para-raios

A configuracdo da malha para a simulagdo do para-raios € semelhante aquela discu-
tida para placas paralelas tendo como tunica diferenca a inclusdao de um fio condutor, fixado a
uma das linhas curto-circuitadas e conectado a alguns terminais adjacentes de uma coluna
mais ao centro da rede. Aterrando o conjunto, simulou-se a haste metdlica de um para-raios.
Por sua vez, a outra linha curto-circuitada, conectada ao terminal positivo da fonte, simula
uma nuvem carregada positivamente. Os resultados obtidos sdo mostrados nas Fig. 6 (a) e 6
(b).

Observa-se uma mudanga acentuada de curvatura e uma diminui¢do do espacamento
entre curvas de nivel adjacentes nas proximidades da extremidade da haste. Isso implica que
as linhas de campo tendem a se concentrar mais nesta regido do que em qualquer outra parte
do condutor aterrado, caracterizando o conhecido efeito de pontas (FERREIRA, 2002). Tam-
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bém foi simulada uma configuragdo com trés hastes, conforme ilustram as Fig. 6 (c) e 6 (d).
Percebe-se a formacdo de trés regides atratoras para o campo elétrico.

ddp (volts)

X (cm)
(a) (b)
4.7V
4V
7} ] 3v
I=) ]
= ]
e Ty
©

ov ov ov o1
5 10 15 20
X (cm)
(c) (d)

Fig. 6 — (a) Distribui¢do espacial do potencial para a simulagdo analogica do para-
raios. (b) Curvas de nivel dos dados experimentais para a configura¢do de para-raios com
uma haste. As linhas equipotenciais mudam de curvatura na vizinhanca da haste condutora,
revelando o efeito de pontas. (c) Distribuicdo espacial do potencial para a simulacdo analo-
gica do para-raios com trés hastes condutoras. (d) Curvas de nivel dos dados experimentais
para a configuragdo de para-raios com trés hastes. Permanece o efeito de pontas, mas agora

existem trés regioes atratoras para o campo elétrico.
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Com o intuito de compararmos qualitativamente os resultados experimentais apre-
sentados nas Fig. 6 (b) e (d) com a solucdo da equacdo de Laplace no estudo dos para-raios,
obtemos o potencial eletrostitico para essas configuragdes implementado o método de dife-
rengas finitas (SHADIKU, 2012). Adotadas as condi¢des de contorno e regularidade adequa-
das, foi possivel calcular o potencial eletrostético correspondente a cada configuracdo. As Fig.
7(a) e 7(b) mostram as linhas equipotenciais para o para-raios com, respectivamente, uma e
trés hastes. Dessa maneira mostramos que a distribui¢ao obtida experimentalmente se asseme-
lha a obtida através da solucdo da Equacgao de Laplace.

20 20

0.5

0.25

0.125V|
0.0625V
—T

5V 4.75V] L ov ov oV

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

(a) (b)

Fig.7 — (a) Distribui¢cdo espacial do potencial para a simula¢do analogica do para-
raios com trés hastes condutoras. (b) Curvas de nivel da matriz de dados da solucdo da
equacdo de Laplace em duas dimensoes, obtida através do método das diferencas finitas.
Permanece o efeito de pontas, mas agora existem trés regioes atratoras para o campo elétri-
co, mostrando, qualitativamente, que a distribuicdo obtida experimentalmente (Fig. 6 (b) e

(d)) se assemelha a obtida através da solugcdo da Equagdo de Laplace.

V. Conclusao

Os conceitos de campo e potencial sdo fundamentais para a devida compreensdo do
eletromagnetismo classico, o que torna experimento de mapeamento de linhas equipotenciais
relevante para o processo formativo dos estudantes de graduacio em fisica e dreas afins. No
entanto, as dificuldades técnicas decorrentes da utilizacdo de uma solugdo eletrolitica, as limi-
tacdes do método de deteccao de nulo e o tratamento de dados limitado a um esboco em papel
milimetrado, tornam a pratica experimental enfadonha para os discentes e mascaram o seu
potencial didatico.
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Neste trabalho, foi proposta uma releitura deste experimento clédssico, no qual o meio
eletricamente homogéneo € simulado analogicamente por uma malha de resistores. Em con-
trapartida a técnica de deteccao de nulo, a coleta de dados se d4 por medidas diretas de dife-
renca de potencial nos terminais da malha e o uso de softwares cientificos permite um trata-
mento de dados mais eficiente.

Os resultados experimentais obtidos sdo satisfatérios quanto a simulacdo de configu-
racoes eletrostdticas bdsicas, tais como cargas puntiformes ou placas planas paralelas, cujas
superficies equipotenciais sdo amplamente discutidas na literatura. Além disso, o experimento
permite explorar temas que nao sdo abordados no experimento tradicional da cuba eletrolitica,
a exemplo do efeito de pontas, que € o principio de funcionamento de um para-raios e, no
contexto adequado, pode incentivar o estudante a implementar métodos numéricos para obter
solucdes da equagdo de Laplace em duas dimensoes.

Por fim, € importante salientar que se trata de um projeto de baixo custo e cujos ma-
teriais sdo de facil aquisi¢do, uma solucdo interessante para instituicdes que dispdem de pou-

COS recursos.
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