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Resumo 

J. Bertrand costuma ser conhecido por suas contribuições para a mecâ-

nica e para a matemática, mas pouco se sabe sobre sua predileção para 

a eletrodinâmica. Assim, de maneira inédita, apresentamos a contextua-

lização e a tradução comentada, do francês para o português, do artigo 

―Demonstração dos teoremas relativos às ações eletrodinâmicas‖. ζes-

se artigo, Bertrand deduz catorze teoremas fundamentais da eletrodinâ-

mica. Entre outros pontos, tece considerações a respeito da validade da 

3a lei de Newton na eletrodinâmica, deduz a Força de Ampère de apenas 

dois fatos experimentais – diminuindo o número dos casos de equilíbrio 

necessários de quatro para dois – obtém o teorema equivalente ao di-

vergente do campo magnético (uma das equações de Maxwell), faz con-

siderações sobre o potencial eletrodinâmico, e deduz a relação entre um 

dipolo magnético e um circuito fechado plano. 
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Newton; Ampère; História da Ciência. 

Abstract  

J.  Bertrand   is   known   for   his   contributions   to   mechanics   and  

mathematics,   but   little   is   known   about   his   predilection   for  

electrodynamics.   So,   in   an   unprecedented   way,   we  present   the  
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contextualization   and   commented   translation,   from   French   to  

Portuguese, of the article ―Demonstration of the theorems relative to the 

electrodynamic  actions‖.  In  this  article,  Bertrand  deduces  fourteen 

fundamental electrodynamic theorems. Among other points, he discusses 

the validity of Newton's 3rd law in electrodynamics, he deduces Ampère's 

force  from  only  two  experimental  facts – by  reducing  the  number  of 

necessary cases of equilibrium from four to two – obtains the equivalent 

theorem  of  the  divergent  of  the  magnetic field (one of Maxwell's 

equations), makes considerations about the electrodynamic potential, 

and deduces the relation between a magnetic dipole and a plane closed 

circuit. 

 
Keywords: Bertrand; Electrodynamics; Theorems; Newton's 3rd Law; 

Ampère; History of Science. 

I. Introdução 

J. Bertrand (1822-1900) costuma ser reconhecido por suas contribuições para a me-

cânica e para a matemática. Inclusive, encontra-se traduzido por Santos et al. (2010) o artigo 

―Teorema relativo ao movimento de um ponto atraído para um centro fixo‖. Nesse artigo, o 
catedrático francês mostra que uma força central deve ser proporcional ao inverso do quadra-

do ou diretamente proporcional à simples potência da distância para que um sistema apresente 

órbitas fechadas. Por outro lado, não são conhecidas suas contribuições para a teoria eletrodi-

nâmica, talvez por tê-las apresentado dentro da perspectiva da eletrodinâmica de Ampère.  

Nesse aspecto, apesar de se associar o nome de A. -M. Ampère (1775-1836) à deno-

minação dada para a unidade de intensidade de corrente elétrica, seus trabalhos e seus debates 

não são conhecidos ou são distorcidos (CHAIB; ASSIS, 2007a). A atribuição a Ampère da 

autoria da equação de Maxwell denominada ―lei de Ampère‖(!),  assim como a atribuição a 
Biot e Savart da formulação da expressão para o campo magnético devido a um elemento de 

corrente, são os erros mais constantes nos livros didáticos2. Pelo contrário, veremos através do 

trabalho de Bertrand, que as expressões mais fundamentais da eletrodinâmica têm sua origem 

na teoria desenvolvida por Ampère. 

Felizmente, com o objetivo de enriquecer o material sobre esse tema, atualmente vê-

se o desenvolvimento de trabalhos de história e ensino de física em torno da Eletrodinâmica 

de Ampère e as discussões que a envolvem. Por exemplo, Braga et al. (2012) exploram no 

ensino de física o debate entre Biot e Ampère para a interpretação do experimento de Oersted. 

Já Dias e Dias (2015), usando de notação da época fundamentados em Chaib (2009), apresen-

taram um resumo dos cálculos principais desenvolvidos por Ampère relacionados aos casos 

                                           
2 No entanto, ainda nos é um mistério a origem das denominações que induzem a essas autorias mal atribuídas. 
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de equilíbrio. Recentemente dos Santos e Gardelli (2017) usam da configuração específica da 

força entre o fio condutor retilíneo infinito e uma espira condutora para ilustrar a equivalência 

do resultado integrado e levantar o debate sobre o ensino da (correta) Força de Ampère nos 

ambientes formais. 

No entanto, existe a carência de materiais que permitam a exposição sucinta e rigoro-

sa dos principais resultados obtidos por Ampère e, ao mesmo tempo, levante o principal deba-

te ao redor desta teoria, a saber: a validade da terceira lei de Newton na interação entre ele-

mentos de correntes. Para dar conta exatamente desses pontos existe o trabalho em duas par-

tes de J. Bertrand, ―Demonstração dos teoremas relativos às ações eletrodinâmicas‖ (BER-

TRAND, 1874a,b). Este artigo viera justamente para dar um novo fôlego a essas questões à 

época, e ―trazer simplificações notáveis a essas teorias tornadas clássicas‖ sem perder o ponto 
de vista epistemológico. Para isso, usa de apenas um caso de equilíbrio obtido por Ampère e 

da validade da terceira lei de Newton para enunciar os oito primeiros teoremas, e mais outro 

caso de equilíbrio para a dedução dos demais. 

Sendo assim, a contextualização – relacionando com a forma moderna – e a tradução 

comentada do original em francês desse artigo, tanto atende o objetivo de aumentar o número 

de fontes primárias em língua portuguesa – cuja importância para o desenvolvimento do ensi-

no da física (em nível superior, neste caso) e o estudo de sua epistemologia está bem destaca-

do por Batista et al. (2015) e Fonseca et al. (2017) – como traz elementos virtualmente desco-

nhecidos para se discutir e deduzir as relações fundamentais da eletrodinâmica. 

II. J. Bertrand  

Joseph Louis François Bertrand nasceu em Paris em 11 de março de 1822. Vale a 

pena notar que três meses após o nascimento de Bertrand, em 10 de junho, Ampère leria seu 

trabalho à Academia de Ciências (Ampère, 1822), apresentando a forma final para a expres-

são da força entre elementos de corrente. Para além dessa coincidência histórica, chamam 

atenção algumas semelhanças na formação infantil de ambos, que em tenra idade já domina-

vam o latim e despertaram o interesse em matemática. 

Tendo falecido o seu pai, Alexandre Bertrand (1795-1831), o jovem Bertrand acabou 

por morar com Jean-Marie Duhamel (1797-1872), professor da Escola Politécnica. E com 11 

anos de idade, lhe foi permitido assistir as aulas dessa Instituição. Sendo assim, em 1838, Ber-

trand se graduou em bacharel em artes e bacharel em ciência, e aos dezesseis anos recebeu seu 

doutorado em ciência ao defender o conjunto de teses ―Sobre a teoria dos fenômenos termo-

mecânicos; Seguido de: Sobre a distribuição da eletricidade na superfície dos corpos; Seguido 

de: Sobre a atração dos esferoides‖, revelando suas áreas de interesse. Já em 1839 publicou 

um trabalho intitulado ―Nota sobre alguns pontos da teoria da eletricidade‖ (BERTRAND, 

1839). E, igual ao fundador da eletrodinâmica, em 1856 tornou-se membro da Academia de 

Ciências como matemático. Foi professor de física geral e de matemática no Collège de Fran-
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A análise dos passos de Ampère que culminaram na publicação do Théorie encontra-

se em (ASSIS; CHAIB, 2011). 

Apesar da obra magna de Ampère (1826) ter sua segunda reimpressão apenas em 

1883 (Ampère, 1883), e primeira tradução completa apenas em 2009 (CHAIB, 2009), suas 

teorias se difundiram na Europa, constando inclusive, em diversos livros didáticos da segunda 

metade do século XIX (VERDET, 1868). Mas não faltavam aqueles que, descontentes com as 

consequências físicas e epistemológicas da teoria de Ampère, tentavam substituí-las por ou-

tras teorias, mesmo que estas violassem a terceira lei de Newton em sua forma elementar, tal 

como Grassmann (1845) e Reynard (1870). 

Desta maneira, também era comum observar textos de cientistas defendendo a força 

de Ampère. Entre eles se encontrava J. C. Maxwell (1831-1879) o qual afirmou que, entre as 

teorias propostas até então, a de Ampère era ―sem dúvidas a melhor, uma vez que é a única 
que faz as forças sobre os dois elementos não só iguais e opostas, mas ao longo da reta que as 

une‖ (MAXWELL, 1873, art. 527, p. 161). Igualmente, dentro do mesmo período, Bertrand 

escreveu que: 

As leis descobertas por Ampère mantêm-se na ciência como uma base sólida e in-

contestável sobre a qual se apoiam com confiança os mesmos que tentam substitui-

las por outras. É, com efeito, pelo acordo completo dos princípios propostos com os 

de Ampère — em todo o caso onde a verificação é realizável — que se acredita po-

der justificar as teorias novas. Os belos teoremas de nosso ilustre compatriota, por-

tanto, mantêm hoje — como há cinquenta anos — a parte mais importante da teoria 

matemática dos fenômenos eletrodinâmicos (BERTRAND, 1874a, p. 297). 

Esta é, na verdade, a abertura do trabalho ―Demonstração dos teoremas relativos às 
ações eletrodinâmicas‖, o qual aparece traduzido pela primeira vez neste artigo. 

IV. Discussão de alguns teoremas 

A. Origem dos Casos de Equilíbrio 

Na época de Bertrand, boa parte da comunidade que se debruçava sobre os assuntos 

da eletrodinâmica conhecia os principais casos de equilíbrio desenvolvidos por Ampère. No 

entanto, hoje em dia esses experimentos são desconhecidos para a quase totalidade da comu-

nidade científica. Assim, como Bertrand usa de dois casos de equilíbrio para a dedução de 

seus teoremas e mais um para ratificar suas hipóteses, é importante ao menos contextualizá-

los. 

Em 1820, ao contrário de seus conterrâneos, Ampère tanto reconheceu imediatamen-

te o resultado do experimento de Oersted como foi além, e logo inferiu a possibilidade de que 

os fenômenos de forças atribuídos às partículas magnéticas eram, de fato, fenômenos de inte-

ração entre correntes elétricas (CHAIB; ASSIS, 2007b). Sendo assim, iniciou um programa 

teórico e experimental que incluiu simular todos os fenômenos magnéticos (interações ímã – 
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ímã) e eletromagnéticos (interações ímã – corrente elétrica) apenas de maneira eletrodinâmica 

(interações corrente-corrente). Ao mesmo tempo, buscou uma expressão matemática para 

modelar essa interação. 

Por outro lado, a forma mais comum de se encontrar uma expressão matemática para 

a relação entre grandezas era o método da interpolação, que segundo Biot, acaba por ser ―uma 
espécie de adivinhação‖ (BIOT, 1821, p. 233). Esse método consiste em realizar diversas me-

didas variando os valores dos parâmetros de entrada e, para cada medida, adquirir um valor de 

saída. Assim, com os pontos obtidos, tenta-se identificar a função mais provável dentro das 

variadas funções que se encaixam nos dados coletados, cujo comportamento estabeleceria 

uma relação coerente entre os parâmetros e sua evolução. 

Isso foi um grande problema para Ampère. Como matemático tinha dificuldade de 

acesso aos laboratórios de física e os financiamentos que lhes dizem respeito – tanto que pa-

gou do seu próprio bolso pela quase totalidade dos experimentos eletrodinâmicos que realizou 

(BLONDEL, 1982, p. 103 e 131) – ao mesmo tempo em que os experimentos careciam de 

sensibilidade para obter um número significante de dados. 

Assim, Ampère acabou por desenvolver o método dos casos de equilíbrio (ASSIS; 

CHAIB, 2011, p. 97) e (HOFMANN, 1987). Este, felizmente, era possível de ser aplicado, e 

ao mesmo tempo fornecia um resultado mais geral e confiante que o outro método citado. 

Desta forma, uma vez que se monte um circuito puramente eletrodinâmico com partes mó-

veis, este método, 

[...] consiste em constatar, pela experiência, que as partes móveis dos condutores 

permanecem, em certos casos exatamente em equilíbrio entre forças iguais, ou entre 

torques iguais qualquer que seja, além disso, a forma da parte móvel, e de procurar 

diretamente, com a ajuda do cálculo, qual deve ser o valor da ação mútua entre du-

as porções infinitamente pequenas, para que o equilíbrio seja efetivamente indepen-

dente da forma da parte móvel (Ampère, 1822, p. 400). 

Ou seja, era necessária apenas uma única medida – a constatação do estado de equi-

líbrio – para se extrair uma relação geral. Desta maneira, Ampère teve de encontrar os expe-

rimentos corretos; enunciar as leis gerais que estes experimentos induzem (tal como as leis de 
Kepler); e da   deduzir a expressão para a força entre elementos de correntes. Assim, ―teve de 
fazer sozinho todo o trabalho de Tycho Brahe, Kepler e Newton‖ (TRICKER, 1965, p. 36). 

Ampère acabou por desenvolver diversos casos de equilíbrio. Na forma final de sua 

pesquisa, o fundador da eletrodinâmica deixou como sugestão em sua obra magna quatro ex-

perimentos de equilíbrio para deduzir a expressão da força entre elementos de correntes na 

seguinte ordem (ASSIS; CHAIB, 2011): 

1. O caso de equilíbrio das correntes antiparalelas;  

2. O caso de equilíbrio do fio sinuoso;  

3. O caso de equilíbrio da não existência de força tangencial;  

4. O caso de equilíbrio da lei da semelhança. 
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Do primeiro caso deduz-se que correntes em sentidos opostos exercem forças opostas 

sobre um terceiro circuito. Do segundo caso, deduz-se que os elementos de corrente podem 

ser tratados como grandezas vetoriais. Do terceiro caso deduz-se que a força resultante de um 

circuito fechado sobre um elemento de corrente é perpendicular a este elemento. Do quarto, 

uma vez que a forma elementar da força deve ser proporcional às dimensões lineares dos cir-

cuitos e inversamente proporcional à distância, ambos devem estar elevados ao mesmo fator 

de potência. 

 

B. O Teorema I 

 Bertrand inicia suas deduções a partir do caso de equilíbrio da não existência 

de força tangencial, Fig. 2. Para entender o caso de equilíbrio, a Fig. 3 mostra um esquema tal 

como visto de cima para melhor compreensão.  

 

 
 

Fig. 2 – Representação de Ampère (1826) do caso de equilíbrio da não existência de 

força tangencial, melhorada por Chaib (2009). 

 

O experimento consiste em um circuito fechado de maneira que a corrente elétrica de 

intensidade i passa pelos pontos RCBOB’GR’S. Pela forma de construção do circuito, a por-

ção RCG’R’S equivale a um circuito fechado com a pilha ocupando o mesmo caminho. O 

trecho BOB’ consiste um condutor móvel em forma de arco de círculo com centro em GC. 
Esta parte móvel está solta, suas extremidades se encontram flutuando sobre o mercúrio que 

preenche as cavidades M e M’. Ainda, a haste presa em O e suspensa pelo fio ZP (Fig. 2) con-

trabalança o peso do arco pelo contrapeso em Q. As setas e as linhas ilustram o percurso da 

corrente elétrica i. 
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Fig. 3 – Esquema visto de cima por Assis e Chaib (2015). 

 

O resultado experimental mostra que mesmo com a corrente i ligada o arco móvel 

permanece em equilíbrio quando está posicionado com seu centro em GC. Por outro lado, ao 

dispor o arco em uma posição descentralizada de GC, ele se movimenta ao ligar a corrente, 

deslizando sobre o mercúrio. Uma vez que este movimento ocorre apenas quando o centro do 

arco está fora de GC, e o arco móvel pode assumir diferentes tamanhos, isto implica que 

qualquer fração do arco não sente nenhuma força tangencial resultante do circuito fechado 

RCG’R’S. 
Este experimento acabou por prover o resultado fundamental da eletrodinâmica que 

tem de ser satisfeito por qualquer teoria (seja de Grasmann, Reynard ou Maxwell), e que Ber-

trand enuncia como o primeiro de seus teoremas, a saber: 

Teorema I – A ação de uma corrente fechada sobre um elemento de corrente é sem-

pre normal ao elemento atraído. 

Este caso, inclusive, foi o único caso de equilíbrio que teve tradução para o inglês na 

mesma época de sua concepção (AMPÈRE, 1825). Outro ponto a se destacar aqui, consiste 

em que Bertrand usa o verbo ―atrair‖ e os termos atrator/atraído, para qualificar os elementos 
e circuitos interagentes. Isto se dá possivelmente para deixar claro que considera que a intera-

ção fundamental entre os elementos se dá através de repulsões e atrações, e não de torques. 

Isto se repetirá por todo o seu texto. 

 

C. A Terceira Lei de Newton e os Teoremas II e III 

Ao contrário de como está no texto de Bertrand, usaremos de notação moderna para 

analisar os teoremas deduzidos matematicamente. Assim, o leitor poderá usar a discussão 

desenvolvida aqui para estudar a dedução na tradução. Dito isto, enunciaremos o segundo 

teorema da seguinte forma: 
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Também gostaríamos de chamar a atenção para o teorema XII, com o qual Bertrand 

chega ao resultado de Ampère da equivalência entre um dipolo magnético e um circuito fe-

chado de intensidade i e superfície Ȧ com normal   , de tal forma que o momento de dipolo μ 

 

Esta é considerada uma relação fundamental que estabelece a identidade entre o 

magnetismo e a eletrodinâmica (ASSIS; CHAIB, 2011, p. 200-201 e 288-289). 

Por fim, com este trabalho, esperamos dar mais visibilidade a J. Bertrand e seus tra-

balhos. Igualmente, esperamos elucidar algumas questões históricas que envolvem a eletrodi-

nâmica, suas relações fundamentais, e fornecer um material de estudo para fomentar a discus-

são fora e dentro da sala de aula. 

VI. Tradução 

[Observações do tradutor: Todos os termos entre colchetes pertencem à tradução. 

Igualmente, mudanças de símbolos e fórmulas com relação ao original foram destacadas nas 

notas. As paginações do original foram destacadas para referência e comparação.] 

[297] 

Demonstração dos teoremas relativos às ações eletrodinâmicas 
Pelo Sr. J. Bertrand 

As leis descobertas por Ampère mantêm-se na ciência como uma base sólida e incon-

testável sobre a qual se apoiam com confiança os mesmos que tentam substitui-las por outras. 

É, com efeito, pelo acordo completo dos princípios propostos com os de Ampère – em todo o 

caso onde a verificação é realizável – que se acredita poder justificar as teorias novas. Os be-

los teoremas de nosso ilustre compatriota, portanto, mantêm hoje – como há cinquenta anos – 

a parte mais importante da teoria matemática dos fenômenos eletrodinâmicos. 

Na urgência de atingir o objetivo, e feliz em superar as dificuldades inextricáveis à 

primeira vista, Ampère estava pouco preocupado na elegância das demonstrações, e até, por 

simplificá-las, frequentemente diminuiu-se a sua generalidade. Isto se dá, por exemplo, quan-

do, ao invés de procurar as duas funções da distância que sua análise introduz, ele admite sem 

provas que elas são proporcionais a uma mesma potência da variável, e que a proporção entre 

elas é constante. 

Após propor o problema distintamente, Ampère lhe daria a solução exata. Os geôme-

tras, debruçando-se ali diversas vezes, não deixaram de estabelecer que ela é a única que pode 

concordar com os axiomas admitidos por ele. Entretanto, acredito, pode-se ainda trazer sim-

plificações notáveis a essas teorias tornadas clássicas. Tal é o objetivo do presente texto. 
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Isto nos permitirá adicionar uma observação relativa à probabilidade da hipótese 

fundamental, tão natural nela mesma, aceita por Ampère: A ação entre dois elementos está 

direcionada ao longo da reta que os une10. 

[301] 

Suponhamos que Ampère, o qual descobriu experimentalmente os teoremas I e III, 

teria verificado e enunciado de início o teorema I, e que, apenas pelo raciocínio – assim como 

o fizemos [aqui] – teria deduzido dali o teorema III, ele poderia ter dito ―se a ação de dois 

elementos é, como me parece provável, direcionada ao longo da reta que os une, é preciso 

necessariamente que um condutor sinuoso exerça a mesma ação que um condutor retilíneo 

seguindo a mesma direção‖. Vindo a experiência em seguida confirmar esta previsão, não 

seria ela vista com razão como uma prova em favor da hipótese que a conduziu? A ordem nas 

quais as verdades são descobertas e o momento no qual foram assinaladas sua dependência 

mútua mudam em qualquer coisa as suas probabilidades? 

O elemento atraído, assim como o elemento atrator, pode ser substituído pelas três 

projeções, e a demonstração é absolutamente a mesma.  

Teorema IV – A ação de um circuito fechado sobre um elemento ds’, é – em cada 

ponto do espaço onde se supõe posicionado ds’ – perpendicular a uma reta D, denominada 

por Ampère como diretriz, a qual – bem entendido, dependendo da forma e da posição do 

circuito atrator – é independente da direção de ds’. A ação resultante do circuito fechado – 

perpendicular às retas ds’ e D – é proporcional ao seno do ângulo formado por essas duas 

linhas. 

 

[DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA IV] 

A ação de um circuito fechado sobre o elemento ds’ é a resultante das ações exerci-

das sobre as projeções dx’, dy’, dz’ de ds’. A ação sobre dx’, sendo perpendicular à dx’, tem 

duas componentes paralelas somente ao eixo dos Y e dos Z, 

Y1 = R1 dx’,  Z1 = Q1 dx’. 

A ação sobre dy’, tem duas componentes paralelas ao X e ao Z, 

X1 = R2 dy’,  Z2 = P2 dx’11, 

e ação sobre dz’, por fim, tem por componentes paralelas ao X e ao Y, 

                                           
10

 [N. T.] Ou seja, a terceira lei de Newton tem de ser válida na expressão para elementos de correntes. Apesar 
de esta hipótese lhe parecer natural, Ampère desenvolveu também um conjunto de experimentos no final de sua 
obra magna para demonstrar que este princípio deve ser adotado na força entre elementos de corrente (Ampère, 
1826, págs. 165-171). Por esses experimentos induziu que, independente da expressão adotada para a força e a 
maneira como se origina. a ação eletrodinâmica de um sistema sólido não pode causar mudança de seu próprio 
estado de movimento com relação a um referencial externo – consequência direta da terceira lei de Newton. 
11 Por um erro tipográfico está escrito Z1 outra vez, ao invés de Z2. 
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