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Resumo

J. Bertrand costuma ser conhecido por suas contribuicoes para a mecad-
nica e para a matemdtica, mas pouco se sabe sobre sua predilecdo para
a eletrodindmica. Assim, de maneira inédita, apresentamos a contextua-
lizagcdo e a traducdo comentada, do francés para o portugués, do artigo
“Demonstracdo dos teoremas relativos as agoes eletrodindmicas”. Nes-
se artigo, Bertrand deduz catorze teoremas fundamentais da eletrodinad-
mica. Entre outros pontos, tece consideragoes a respeito da validade da
3a lei de Newton na eletrodindmica, deduz a For¢a de Ampére de apenas
dois fatos experimentais — diminuindo o niimero dos casos de equilibrio
necessdrios de quatro para dois — obtém o teorema equivalente ao di-
vergente do campo magnético (uma das equagoes de Maxwell), faz con-
sideragoes sobre o potencial eletrodindmico, e deduz a relagdo entre um

dipolo magnético e um circuito fechado plano.
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Abstract

J. Bertrand is known for his contributions to mechanics and
mathematics, but little is known about his predilection for
electrodynamics. So, in an unprecedented way, we present the
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contextualization and commented translation, from French to
Portuguese, of the article “Demonstration of the theorems relative to the
electrodynamic actions”. In this article, Bertrand deduces fourteen
fundamental electrodynamic theorems. Among other points, he discusses
the validity of Newton's 3rd law in electrodynamics, he deduces Ampere's
force from only two experimental facts — by reducing the number of
necessary cases of equilibrium from four to two — obtains the equivalent
theorem of the divergent of the magnetic field (one of Maxwell's
equations), makes considerations about the electrodynamic potential,
and deduces the relation between a magnetic dipole and a plane closed

circuit.

Keywords: Bertrand; Electrodynamics;, Theorems; Newton's 3rd Law;
Ampere; History of Science.

I. Introducao

J. Bertrand (1822-1900) costuma ser reconhecido por suas contribui¢des para a me-
canica e para a matematica. Inclusive, encontra-se traduzido por Santos et al. (2010) o artigo
“Teorema relativo ao movimento de um ponto atraido para um centro fixo”. Nesse artigo, o
catedratico francé€s mostra que uma forc¢a central deve ser proporcional ao inverso do quadra-
do ou diretamente proporcional a simples poténcia da distancia para que um sistema apresente
orbitas fechadas. Por outro lado, ndo sdo conhecidas suas contribuicdes para a teoria eletrodi-
namica, talvez por té-las apresentado dentro da perspectiva da eletrodinamica de Ampere.

Nesse aspecto, apesar de se associar o nome de A. -M. Ampere (1775-1836) a deno-
minacdo dada para a unidade de intensidade de corrente elétrica, seus trabalhos e seus debates
nao sdo conhecidos ou sdo distorcidos (CHAIB; ASSIS, 2007a). A atribui¢do a Ampere da
autoria da equacdo de Maxwell denominada “lei de Ampere”(!), assim como a atribui¢do a
Biot e Savart da formulacdo da expressao para o campo magnético devido a um elemento de
corrente, sdo os erros mais constantes nos livros didaticos?2. Pelo contrario, veremos através do
trabalho de Bertrand, que as expressdes mais fundamentais da eletrodinamica tém sua origem
na teoria desenvolvida por Ampere.

Felizmente, com o objetivo de enriquecer o material sobre esse tema, atualmente vé-
se o desenvolvimento de trabalhos de histdria e ensino de fisica em torno da Eletrodinamica
de Ampere e as discussdes que a envolvem. Por exemplo, Braga et al. (2012) exploram no
ensino de fisica o debate entre Biot e Ampere para a interpretacdo do experimento de Oersted.
Ja Dias e Dias (2015), usando de notacdo da época fundamentados em Chaib (2009), apresen-
taram um resumo dos célculos principais desenvolvidos por Ampere relacionados aos casos

2 No entanto, ainda nos é um mistério a origem das denominacdes que induzem a essas autorias mal atribuidas.
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de equilibrio. Recentemente dos Santos e Gardelli (2017) usam da configuracao especifica da
forca entre o fio condutor retilineo infinito e uma espira condutora para ilustrar a equivaléncia
do resultado integrado e levantar o debate sobre o ensino da (correta) Forca de Ampere nos
ambientes formais.

No entanto, existe a caréncia de materiais que permitam a exposi¢do sucinta e rigoro-
sa dos principais resultados obtidos por Ampere e, a0 mesmo tempo, levante o principal deba-
te ao redor desta teoria, a saber: a validade da terceira lei de Newton na interacdo entre ele-
mentos de correntes. Para dar conta exatamente desses pontos existe o trabalho em duas par-
tes de J. Bertrand, “Demonstracdo dos teoremas relativos as ag¢des eletrodinamicas” (BER-
TRAND, 1874a,b). Este artigo viera justamente para dar um novo folego a essas questdes a
época, e “trazer simplificacdes notdveis a essas teorias tornadas classicas” sem perder o ponto
de vista epistemoldgico. Para isso, usa de apenas um caso de equilibrio obtido por Ampere e
da validade da terceira lei de Newton para enunciar os oito primeiros teoremas, € mais outro
caso de equilibrio para a dedugdo dos demais.

Sendo assim, a contextualizacdo — relacionando com a forma moderna — e a tradugdo
comentada do original em francés desse artigo, tanto atende o objetivo de aumentar o nimero
de fontes primdrias em lingua portuguesa — cuja importancia para o desenvolvimento do ensi-
no da fisica (em nivel superior, neste caso) e o estudo de sua epistemologia estd bem destaca-
do por Batista et al. (2015) e Fonseca et al. (2017) — como traz elementos virtualmente desco-
nhecidos para se discutir e deduzir as relagdes fundamentais da eletrodinamica.

II. J. Bertrand

Joseph Louis Francois Bertrand nasceu em Paris em 11 de marco de 1822. Vale a
pena notar que trés meses apds o nascimento de Bertrand, em 10 de junho, Ampere leria seu
trabalho a Academia de Ciéncias (Ampere, 1822), apresentando a forma final para a expres-
sdo da forca entre elementos de corrente. Para além dessa coincidéncia histérica, chamam
atencao algumas semelhancas na formacao infantil de ambos, que em tenra idade j4 domina-
vam o latim e despertaram o interesse em matematica.

Tendo falecido o seu pai, Alexandre Bertrand (1795-1831), o jovem Bertrand acabou
por morar com Jean-Marie Duhamel (1797-1872), professor da Escola Politécnica. E com 11
anos de 1dade, lhe foi permitido assistir as aulas dessa Institui¢do. Sendo assim, em 1838, Ber-
trand se graduou em bacharel em artes e bacharel em ciéncia, e aos dezesseis anos recebeu seu
doutorado em ciéncia ao defender o conjunto de teses “Sobre a teoria dos fendmenos termo-
mecanicos; Seguido de: Sobre a distribuicdo da eletricidade na superficie dos corpos; Seguido
de: Sobre a atracao dos esferoides”, revelando suas areas de interesse. Ja em 1839 publicou
um trabalho intitulado “Nota sobre alguns pontos da teoria da eletricidade” (BERTRAND,
1839). E, igual ao fundador da eletrodindmica, em 1856 tornou-se membro da Academia de
Ciéncias como matematico. Foi professor de fisica geral e de matematica no Collége de Fran-
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ce, ocupando o lugar de Biot, e publicou diversos trabalhos cientificos em fisica, matematica
e também sobre a histéria da academia de ci€ncias e de seus membros entre 1666 ¢ 1793.

Fig. 1 Joseph Bertrand, foto extraida de (A. F. Joseph Bertrand).

Em 1873, publicou o artigo “Teorema relativo ao movimento de um ponto atraido
para um centro fixo” ja citado anteriormente (Bertrand, 1873). Tornou-se secretdrio perpétuo
em 1874, ano em que publicou o artigo “Demonstragdo dos teoremas relativos as agdes ele-
trodindmicas”. Em 1890, publicou suas notas de aula “Licdes sobre a teoria matemadtica da
eletricidade” (BERTRAND, 1890), na qual deixou explicita sua op¢do pela eletrodinamica de
Ampere e as interagdes diretas. Bertrand faleceu em 1900, com um grande reconhecimento
académico.

I11. A Forca de Ampere e Bertrand

Pouco se sabe que, na verdade, foi Ampere quem cunhou o nome, definiu as grande-
zas elementares, e fundou o estudo da eletrodindmica — os efeitos devidos a interagdo entre
correntes elétricas — sendo que em 1826 publicou o livro “Teoria dos Fendomenos Eletrodina-
micos Deduzida Unicamente da Experiéncia” (o Théorie) considerado por Williams (1981)
como o Principia da eletrodindmica. Entre outros assuntos, nele encontramos os quatro casos
de equilibrio sugeridos por Ampere para encontrar a expressdo para sua forca entre elementos
de correntes, a saber, na forma moderna ¢ no sistema internacional de unidades (S. 1.):

. 140 r I P,
d*F,, g, =——1T1I—[2(ds-ds")—=3(r-ds)(+-ds’
Ids — I'ds 4?1_ 7‘2 [ ( ) ( ) ( )] (1)

ds' — Ids *

Nesta equagdo, 7 denota o versor da distdncia r que parte do ponto médio do elemen-
to de corrente /ds até o ponto médio do elemento /'ds’ (no escopo do texto escreveremos as
grandezas vetoriais em negrito).
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A andlise dos passos de Ampere que culminaram na publicacdo do Théorie encontra-
se em (ASSIS; CHAIB, 2011).

Apesar da obra magna de Ampere (1826) ter sua segunda reimpressdo apenas em
1883 (Ampere, 1883), e primeira tradu¢do completa apenas em 2009 (CHAIB, 2009), suas
teorias se difundiram na Europa, constando inclusive, em diversos livros didaticos da segunda
metade do século XIX (VERDET, 1868). Mas ndo faltavam aqueles que, descontentes com as
consequéncias fisicas e epistemoldgicas da teoria de Ampere, tentavam substitui-las por ou-
tras teorias, mesmo que estas violassem a terceira lei de Newton em sua forma elementar, tal
como Grassmann (1845) e Reynard (1870).

Desta maneira, também era comum observar textos de cientistas defendendo a forca
de Ampere. Entre eles se encontrava J. C. Maxwell (1831-1879) o qual afirmou que, entre as
teorias propostas até entdo, a de Ampere era “sem duvidas a melhor, uma vez que ¢ a Unica
que faz as forcas sobre os dois elementos ndo sé iguais e opostas, mas ao longo da reta que as
une” (MAXWELL, 1873, art. 527, p. 161). Igualmente, dentro do mesmo periodo, Bertrand
escreveu que:

As leis descobertas por Ampere mantém-se na ciéncia como uma base solida e in-
contestdvel sobre a qual se apoiam com confianca os mesmos que tentam substitui-
las por outras. E, com efeito, pelo acordo completo dos principios propostos com os
de Ampére — em todo o caso onde a verificacdo é realizdvel — que se acredita po-
der justificar as teorias novas. Os belos teoremas de nosso ilustre compatriota, por-
tanto, mantém hoje — como hd cinquenta anos — a parte mais importante da teoria
matemdtica dos fenomenos eletrodindmicos (BERTRAND, 1874a, p. 297).

Esta ¢, na verdade, a abertura do trabalho “Demonstracao dos teoremas relativos as
acoes eletrodinamicas ”, o qual aparece traduzido pela primeira vez neste artigo.

IV. Discussao de alguns teoremas

A. Origem dos Casos de Equilibrio

Na época de Bertrand, boa parte da comunidade que se debrucava sobre os assuntos
da eletrodinamica conhecia os principais casos de equilibrio desenvolvidos por Ampere. No
entanto, hoje em dia esses experimentos sdo desconhecidos para a quase totalidade da comu-
nidade cientifica. Assim, como Bertrand usa de dois casos de equilibrio para a deducdo de
seus teoremas e mais um para ratificar suas hipéteses, € importante a0 menos contextualiza-
los.

Em 1820, ao contrario de seus conterraneos, Ampere tanto reconheceu imediatamen-
te o resultado do experimento de Oersted como foi além, e logo inferiu a possibilidade de que
os fendmenos de forgas atribuidos as particulas magnéticas eram, de fato, fendmenos de inte-
racdo entre correntes elétricas (CHAIB; ASSIS, 2007b). Sendo assim, iniciou um programa
tedrico e experimental que incluiu simular todos os fendmenos magnéticos (interacdes ima —
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ima) e eletromagnéticos (interacdes ima — corrente elétrica) apenas de maneira eletrodinamica
(interagdes corrente-corrente). Ao mesmo tempo, buscou uma expressao matemdtica para
modelar essa interagao.

Por outro lado, a forma mais comum de se encontrar uma expressao matematica para
a relacdo entre grandezas era o método da interpolagdo, que segundo Biot, acaba por ser “uma
espécie de adivinhagdo” (BIOT, 1821, p. 233). Esse método consiste em realizar diversas me-
didas variando os valores dos parametros de entrada e, para cada medida, adquirir um valor de
saida. Assim, com os pontos obtidos, tenta-se identificar a funcdo mais provavel dentro das
variadas fung¢des que se encaixam nos dados coletados, cujo comportamento estabeleceria
uma relacdo coerente entre os parametros e sua evolugdo.

Isso foi um grande problema para Ampere. Como matematico tinha dificuldade de
acesso aos laboratérios de fisica e os financiamentos que lhes dizem respeito — tanto que pa-
gou do seu préprio bolso pela quase totalidade dos experimentos eletrodindmicos que realizou
(BLONDEL, 1982, p. 103 e 131) — a0 mesmo tempo em que 0s experimentos careciam de
sensibilidade para obter um niimero significante de dados.

Assim, Ampere acabou por desenvolver o método dos casos de equilibrio (ASSIS;
CHAIB, 2011, p. 97) e (HOFMANN, 1987). Este, felizmente, era possivel de ser aplicado, e
ao mesmo tempo fornecia um resultado mais geral e confiante que o outro método citado.
Desta forma, uma vez que se monte um circuito puramente eletrodindmico com partes moé-

veis, este método,

[...] consiste em constatar, pela experiéncia, que as partes moveis dos condutores
permanecem, em certos casos exatamente em equilibrio entre forcas iguais, ou entre
torques iguais qualquer que seja, além disso, a forma da parte movel, e de procurar
diretamente, com a ajuda do cdlculo, qual deve ser o valor da acdo miitua entre du-
as porgdes infinitamente pequenas, para que o equilibrio seja efetivamente indepen-

dente da forma da parte movel (Ampere, 1822, p. 400).

Ou seja, era necessdria apenas uma dnica medida — a constatagdo do estado de equi-
librio — para se extrair uma relacdo geral. Desta maneira, Ampere teve de encontrar os expe-
rimentos corretos; enunciar as leis gerais que estes experimentos induzem (tal como as leis de
Kepler); e dai deduzir a expressdo para a for¢a entre elementos de correntes. Assim, “teve de
fazer sozinho todo o trabalho de Tycho Brahe, Kepler e Newton” (TRICKER, 1965, p. 36).

Ampere acabou por desenvolver diversos casos de equilibrio. Na forma final de sua
pesquisa, o fundador da eletrodinamica deixou como sugestdo em sua obra magna quatro ex-
perimentos de equilibrio para deduzir a expressdo da forca entre elementos de correntes na
seguinte ordem (ASSIS; CHAIB, 2011):

1. O caso de equilibrio das correntes antiparalelas;

2 O caso de equilibrio do fio sinuoso;

3. O caso de equilibrio da ndo existéncia de forca tangencial;

4 O caso de equilibrio da lei da semelhanca.
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Do primeiro caso deduz-se que correntes em sentidos opostos exercem forgas opostas
sobre um terceiro circuito. Do segundo caso, deduz-se que os elementos de corrente podem
ser tratados como grandezas vetoriais. Do terceiro caso deduz-se que a forca resultante de um
circuito fechado sobre um elemento de corrente é perpendicular a este elemento. Do quarto,
uma vez que a forma elementar da forca deve ser proporcional as dimensdes lineares dos cir-
cuitos e inversamente proporcional a distancia, ambos devem estar elevados ao mesmo fator
de poténcia.

B. O Teorema I

Bertrand inicia suas deducdes a partir do caso de equilibrio da nao existéncia
de forc¢a tangencial, Fig. 2. Para entender o caso de equilibrio, a Fig. 3 mostra um esquema tal
como visto de cima para melhor compreensao.

]
K

Fig. 2 — Representacdo de Ampere (1826) do caso de equilibrio da ndo existéncia de

forca tangencial, melhorada por Chaib (2009).

O experimento consiste em um circuito fechado de maneira que a corrente elétrica de
intensidade i passa pelos pontos RCBOB’GR’S. Pela forma de construc¢do do circuito, a por-
¢do RCG’R’S equivale a um circuito fechado com a pilha ocupando o mesmo caminho. O
trecho BOB’ consiste um condutor movel em forma de arco de circulo com centro em GC.
Esta parte mdvel estd solta, suas extremidades se encontram flutuando sobre o mercurio que
preenche as cavidades M e M’. Ainda, a haste presa em O e suspensa pelo fio ZP (Fig. 2) con-
trabalanca o peso do arco pelo contrapeso em Q. As setas e as linhas ilustram o percurso da
corrente elétrica i.
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Fig. 3 — Esquema visto de cima por Assis e Chaib (2015).

O resultado experimental mostra que mesmo com a corrente i ligada o arco movel
permanece em equilibrio quando estd posicionado com seu centro em GC. Por outro lado, ao
dispor o arco em uma posicao descentralizada de GC, ele se movimenta ao ligar a corrente,
deslizando sobre o mercuirio. Uma vez que este movimento ocorre apenas quando o centro do
arco estd fora de GC, e o arco mdvel pode assumir diferentes tamanhos, isto implica que
qualquer fracdo do arco ndo sente nenhuma forca tangencial resultante do circuito fechado
RCG’R’S.

Este experimento acabou por prover o resultado fundamental da eletrodindmica que
tem de ser satisfeito por qualquer teoria (seja de Grasmann, Reynard ou Maxwell), e que Ber-
trand enuncia como o primeiro de seus teoremas, a saber:

Teorema I — A acdo de uma corrente fechada sobre um elemento de corrente é sem-
pre normal ao elemento atraido.

Este caso, inclusive, foi o tnico caso de equilibrio que teve traducdo para o inglés na
mesma época de sua concepgio (AMPERE, 1825). Outro ponto a se destacar aqui, consiste
em que Bertrand usa o verbo “atrair” e os termos atrator/atraido, para qualificar os elementos
e circuitos interagentes. Isto se dd possivelmente para deixar claro que considera que a intera-
cdo fundamental entre os elementos se da através de repulsdes e atracdes, e ndo de torques.
Isto se repetird por todo o seu texto.

C. A Terceira Lei de Newton e os Teoremas 1I e I11

Ao contrario de como esta no texto de Bertrand, usaremos de notacdo moderna para
analisar os teoremas deduzidos matematicamente. Assim, o leitor poderd usar a discussao
desenvolvida aqui para estudar a dedugdo na tradugdo. Dito isto, enunciaremos o segundo
teorema da seguinte forma:
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Teorema II — Ao admitir com Ampere que a ag¢do entre dois elementos ds e ds’, com
intensidades i e i’, esteja direcionada seguindo a reta que lhes une e que possua a forma T
ii'ds ds’, se terd:

0*r 1 Op Or or

9sds’ 2 or s 0s 2)

T =¢(r)

Onde ¢(r) denota uma funcio da distancia r entre os pontos médios dos elementos ds
e ds’, cada um pertencente, respectivamente, a um arco de circuito s e s .

Para a deduc@o deste teorema, tal como consta em seu enunciado, assumiremos que a
expressdo para a forca entre os elementos de corrente ids e i'ds’ terd de ser proporcional ao
produto dessas grandezas com uma funciio T=TF. Esta tltima condi¢do faz com que a forga
entre os elementos de corrente esteja conforme a terceira lei de Newton (ou seja, ao longo da
reta que os une). Assim,

&*F = (idsi' ds'T) 7 . ©)

A varidvel r acaba por ser uma fun¢io que pode ser parametrizada em fun¢do dos ar-
cos, r(s, s’). Denotando por @ e 0, respectivamente, os dngulos que os elementos ds ¢ ds’ fa-
zem com a direc¢do F, ¢ por & o dngulo dos elementos entre si, temos que 7 ¢ uma fungio 7(r,
g 0,0).

Além do mais, como demonstrado com notacdo moderna em Chaib (2018, p. 61-62),
usando do produto escalar temos que:

or or dr Or d*r

cos = — :; cosl = — COSE = T .
Jsds’'

ds ds’ ds Js'

C))

Ao mesmo tempo, por conta da forca estar ao longo de 7, o médulo da projegio da
forca elementar ao longo de ds’ corresponde a componente d2Fcosf)’. Assim, ao considerar a
acdo do circuito fechado s sobre um elemento ds’, o resultado do caso de equilibrio da nédo
existéncia de forca tangencial (o teorema I) nos diz que a resultante das contribuicdes da forca
ao longo de ds’ € nula, de tal forma que:

. or
0= )L(szcos 0 = 5{(? dsi ds'T)— =
J s J s ds'
Cor
0= ¢ T—ds . )
s O
Se esta integral € nula qualquer que seja o caminho fechado s, isto implica que existe
uma fungio @ tal que: or o
ds'  Os ©

Como T ndo depende de ¢%/0s?, a fungdo @ deve depender de r e Or/Os’, mas ndo de
Or/Os. Assim, ao fazer p = O0r/Os’, temos a fungdo @(r, p’), entdo, da equagdo (6),
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0P Or n o®  O*r N
~ Or 9s  Op 0s0s'
1 0P oOr 1 9% 0°r

I'=————t——— . 7
P or ds - p Op' 0s0s’ )

!

T-p

Veja-se que, por sua vez, a forca do circuito fechado s’ sobre o elemento ds também
deve ser perpendicular a este elemento, o que gera uma simetria necessdria com relagdo a s €
s’ na fun¢do 7. Desta maneira, se p= 0r/Cs, € ® = O(r, p),

1 0% 100
o ap  pap’ ()

o que obriga este produto ser independente de Or/Cs e de Or/0s’, dependendo apenas de r. Por

1ss0,
1 0%
sog v
Assim, integrando em p’,
pf2
¢ = ,0(7’)7 +(r) . (10)

Substituindo a equagdo (10) na equagio (7), reescrevendo p’ como a derivada parcial, e apli-
cando a condigdo de contorno (ver na tradugdo, implicando em Oy/cr = 0) chega-se na equa-
cdo (2).

Indo um pouco além, para deixar de uma maneira compardvel a equagdo (1), substitui-
remos a equagdo (2) em (3); aplicaremos as devidas transformacdes (CHAIB, 2018),

~

- o, T o r O . N
#F = =it | o) @505 - (o) - 5 52 ) G- a9 6a)| -

Desta notagdo € facil observar que:

Teorema III — A agdo de um elemento ds de intensidade i, sobre um elemento ds’ de
intensidade i’, pode ser substituida pela acdo de trés elementos dx, dy, dz de mesma intensi-
dade i, orientados paralelamente aos eixos de coordenadas X, Y, Z e iguais as projecoes de

ds sobre esses eixos.
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Ou seja, a for¢a de um elemento de corrente ids sobre i'ds’ ser equivalente a soma
vetorial das forcas de trés elementos de corrente distintos idx, idy, e idz sobre i’ds’, acaba por
ser uma consequéncia direta do teorema I mais a 3 lei de Newton!

Por outro lado, o teorema III foi uma consequéncia enunciada por Ampere de forma
independente, obtida experimentalmente com o caso de equilibrio do fio sinuoso. Nele, Am-
pere observou que uma corrente sinuosa iniciando no ponto R e terminando em S, exercerd a
mesma forca que um fio retilineo que inicia e termina sobre 0s mesmos pontos.

Disto, Bertrand desenvolve a linha de raciocinio seguinte (BERTRAND, 1874a, p.
301). Imaginemos que Ampere fizera os mesmos passos de Bertrand de maneira que — por
meio do teorema I e assumindo a ac@o e reacdo ao longo da reta que une os elementos intera-
gentes — deduzisse o teorema III. E na sequéncia, para testar este teorema, concebesse e rea-
lizasse o experimento do caso de equilibrio do fio sinuoso. Ao confirmar o resultado, isto ndo
seria um forte argumento “em favor da hipotese que a conduziu? A ordem nas quais as ver-
dades sdo descobertas e o momento no qual foram assinaladas sua dependéncia miitua mu-

dam em qualquer coisa as suas probabilidades”?

D. A “Diretriz” para os demais teoremas

Para auxiliar na dedu¢@o dos demais teoremas, a partir do teorema IV, Bertrand lanca
mao de uma ferramenta matemadtica desenvolvida por Ampere, a reta denotada aqui por G e
denominada como diretriz (ASSIS; CHAIB, 2011, p. 177-183). Por outro lado, Bertrand de-
duz as propriedades dessa reta de uma maneira mais simplificada e intuitiva que Ampere.
Aqui apresentaremos em notacdo moderna, € com um pouco mais de detalhe para comparar
com expressdes mais familiares na fisica.

Em primeiro lugar vamos expressar as componentes x, y € z da forca de um circuito
fechado s com intensidade de corrente i sobre o elemento de corrente i 'ds’ da seguinte forma:

dF‘x: =ii' Xds' = dEr.-l + dFJZ 3

dEU = il’Y db" = dEe;l T dEUz ’ (12)

dF. =1i{Zds' = dF.; +dF., .

As fungdes X, Y e Z denotam implicitamente as integrais fechadas sobre o circuito s
da funcdo 7 nas respectivas direcdes das forgas.

Do teorema III temos que o elemento ds’ pode ser decomposto em suas componentes
ao longo de cada um dos trés eixos cartesianos. Do teorema I, a for¢a do circuito fechado serd
perpendicular para cada componente. Assim, temos que a forca sobre o elemento dx’ terd
componentes dFy; e dF;; da for¢a resultante, de tal forma que:

dF.U] !EF R] d;l?f C dF:] Idr Q] d;’l‘f .
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(13a)
Analogamente, para as componentes sobre dy’ e dz’, temos:

dE,, =ii Rody e dF., =ii Py dy . (13b)
E,
dFI;Q ?l! QQ dz’ e dFyg 1 ’L.Jr P-z d.z’ . (13C)

Veja-se que os termos Rj, R, Py, P, Q1, 0>, denotam integrais fechadas a serem descobertas
mais adiante. Assim, substituindo os resultados acima em (12),

Xds' = Rody +Qsdz .

Yds = Rydx' + P,ds

(14)
Zds' = Qidx' + P dy.
Realizando os produtos,
A 1 iz
(xdsh 2% wvasHh Y o (zas) 2, (15)
s’ s’ s’
e efetuando a sua soma, encontramos
! /! ! ! az ! 81‘. ! ay
Xde' +Ydy +Zd2 = (P + P)dy — + (Q2 + Q1)dz — + (Ry + Ry )dax’ —= .
T 08 ds’ 0s’
(16)

A expressdo na esquerda da equagdo (16) corresponde a componente da for¢ca ao longo do
elemento ds’. Porém, por conta do teorema I, sabemos que seu valor € nulo. Isto implica que
os termos da direita,

PJ Jp[ (:T y l(‘? 1 {23 (:J = R;_? j? (rr .

a7
Desta maneira, usando das equa- ( dF, =ii (G.dy — G,dz"), ¢des (12) e (17), chega-
mos que

dF, =i (G,dZ —G.dz'),

dF. =it (G,da’ — G, dy') .
(18)

E, tomando o valor

G \c SG2 G2 (19a)

ao denotar por o o0 angulo entre o elemento ds’ e a reta G, o modulo da forga sera
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dF =ii' ds' G sen(a) . (19b)

Ou seja, Bertrand chega de uma maneira mais sintética ao resultado de Ampere, a
saber: A forca de um circuito fechado s sobre um elemento de corrente i 'ds’ serd perpendicu-
lar ao plano definido por este elemento e a reta diretriz G.

Na sequéncia, para encontrar as expressoes para G,, Gy e G, Bertrand usa de um arti-
ficio perspicaz. Comegaremos por reescrever T a partir da equagdo (2):

7 _ 7z {W_{] ‘f)'}r‘ B r:?:p .:1;-;- .('?-r } )
Osds' 2 Or Os Os'

AN AN
2 o Bs "’“'(r)(a.«,--') o (20)

s’

Por sua vez, para encontrar o médulo da for¢a do circuito s atuando ao longo do eixo y,

. ! = A
11 ds fT--yds =
S

a o 1 1 - o, 2
— i ds' jg Y- - i p(r) [d? ds . (21)
s 2 0 9s s’

s’

Agora, o ponto crucial estd em lembrar que o termo Or/0s” denota um cosseno do dngulo entre
F e o elemento ds’. Assim, como este elemento pode ser decomposto nas diregdes cartesianas,
ao tomar a forca de s sobre um elemento dz’, por exemplo, e observando a segunda expressao
em (13c), e lembrando (17), temos:

R AN A
G f z— 2z 2 Os 'YV{F'}( r ) ds . (22)

Integrando por partes, e desenvolvendo o mesmo procedimento sobre os demais ele-
mentos dx’ e dy’ encontramos:

Go= f 2y y)dz— (=~ Z)dy] ,

G, = . fo) (z—2)dx — (x—2')dz]

22 (23)
. p(r
G. = ﬁ 2r2) (z—2')dy — (y—v')dz] .
Além do mais, ao derivar (23), encontra-se

oG / cal—x g owlr)
;T = fe (y— ?J’)dz — (2 — 2')dy g
oG, J oy o olr
%u’j = f(z—2)dz — (z — 2')dz] = - ! i :(.2) ,

| (24)
G . 2z g wlr)
92! - fﬁ- {(T T’)dy (y yf)dT] r I ;_r,g ?
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que, ao realizar a sua soma, Bertrand verifica o seguinte resultado:

8G.1: + &)GU + aG;; —0
ox' oy oz (25)

Veja-se que G € uma grandeza puramente geométrica. Além do mais, os sinais em
(17) foram escolhidos arbitrariamente. Isto implica que, por sua origem fisica, a diretriz con-
siste em uma reta ndo orientada. No entanto, podemos criar um pseudo-vetor determinando
seu sentido com a regra da mao direita. Entdo, ao assumir,

C_;’-Y:G:I.:%—FG-‘U?}_GIP‘:?

(26)
pode-se expressar (23), da seguinte maneira,
* ' (2 IT‘
G:f*4)m§xm. 27)
.2
Isto nos leva também a apresentar (18) e (25) como:
dF = ii' (d3' xG) e V-G=0. (28)

V. Consideracoes finais

Sobre a funcdo ¢(r), Bertrand faz uso do resultado experimental enunciado no teore-
ma IX (ver traducdo) para chegar ao teorema X, onde determina que ¢(7) = 2A/r, sendo A
uma constante.

O produto /i’ nas unidades eletrodindmicas assume o valor (¢¢/4r) I I’ no sistema in-
ternacional, e A=/. Assim, pode-se partir da equacdo (11) e chegar a for¢ca de Ampere, equa-
cdo (1).

Destaca-se que apenas com o teorema I e supondo a agdo e reagdo ao longo da reta
que une os elementos chegou-se as expressoes em (28), as quais, ao definir

B-1¢, (29)
4

elas podem tomar as conhecidas formas,

= I oyt 5 :
diFf =I'ds"xB e V-B=0. (30)

Além do mais, sabendo o valor da fung¢do ¢(r), temos também que:

Bt flds < (31)
4 f, 72

Ao contrdrio do que se conta, o resultado equivalente as equagdes acima, na época,
foi obtido em primeira mao por Ampere.
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Também gostariamos de chamar a atencdo para o teorema XII, com o qual Bertrand
chega ao resultado de Ampere da equivaléncia entre um dipolo magnético e um circuito fe-

chado de intensidade i e superficie @ com normal 7, de tal forma que 0 momento de dipolo u
A=1iwn. (32)

Esta € considerada uma relacdo fundamental que estabelece a identidade entre o
magnetismo e a eletrodindmica (ASSIS; CHAIB, 2011, p. 200-201 e 288-289).

Por fim, com este trabalho, esperamos dar mais visibilidade a J. Bertrand e seus tra-
balhos. Igualmente, esperamos elucidar algumas questdes histdricas que envolvem a eletrodi-
namica, suas relacoes fundamentais, e fornecer um material de estudo para fomentar a discus-
sdo fora e dentro da sala de aula.

VI. Traducao

N

[Observacdes do tradutor: Todos os termos entre colchetes pertencem a tradugdo.
Igualmente, mudancgas de simbolos e férmulas com relagdo ao original foram destacadas nas
notas. As paginac¢des do original foram destacadas para referéncia e comparacdo. ]

[297]

Demonstracao dos teoremas relativos as acgoes eletrodinamicas
Pelo Sr. J. Bertrand

As leis descobertas por Ampere mantém-se na ciéncia como uma base sélida e incon-
testavel sobre a qual se apoiam com confianga os mesmos que tentam substitui-las por outras.
E, com efeito, pelo acordo completo dos principios propostos com os de Ampére — em todo o
caso onde a verificacdo € realizavel — que se acredita poder justificar as teorias novas. Os be-
los teoremas de nosso ilustre compatriota, portanto, mantém hoje — como hé cinquenta anos —
a parte mais importante da teoria matemética dos fendmenos eletrodinamicos.

Na urgéncia de atingir o objetivo, e feliz em superar as dificuldades inextricaveis a
primeira vista, Ampere estava pouco preocupado na elegincia das demonstragdes, e até, por
simplificé-las, frequentemente diminuiu-se a sua generalidade. Isto se d4, por exemplo, quan-
do, ao invés de procurar as duas funcdes da distancia que sua andlise introduz, ele admite sem
provas que elas sdo proporcionais a uma mesma poténcia da varidvel, e que a propor¢do entre
elas € constante.

Ap6s propor o problema distintamente, Ampere lhe daria a solugdo exata. Os gedme-
tras, debrucando-se ali diversas vezes, ndo deixaram de estabelecer que ela € a tinica que pode
concordar com os axiomas admitidos por ele. Entretanto, acredito, pode-se ainda trazer sim-
plificagcdes notdveis a essas teorias tornadas classicas. Tal € o objetivo do presente texto.
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Teorema I — A acdo de uma corrente fechada sobre um elemento de corrente é sem-

pre normal ao elemento atraido.

Este teorema, demonstrado pela experiéncia, ¢ o ponto de partida da teoria de Am-
pére.3 Disto pode-se deduzir somente pelo raciocinio, como mostrei a frente, que ao admitir
que a a¢do entre dois elementos esteja dirigida ao longo da reta que lhes une, um condutor
qualquer pode ser substituido por um condutor sinuoso o qual serpenteia em volta do primei-
ro, se desviando dele de maneira infinitesimal ¢ cortando-o uma infinidade de vezes. E esse
segundo teorema’, consi-

[298]

derado por Ampere como distinto do primeiro, que lhe permite formar a lei elementar na qual
figuram duas func¢des desconhecidas, ligadas, em virtude do teorema I, por uma relagdo ne-
cessdria.

Pode-se substituir essa primeira parte da teoria de Ampere — acredito, com grande
vantagem — pela demonstracio direta do teorema que segue:

Teorema II — Ao admitir com Ampére que a agdo entre dois elementos ds e ds’, de
intensidades i e i’, estd direcionada seguindo a reta que lhes une e que possua a forma T ii’ds
ds’, se terd.

B d*r 1 de dr dr

T=plr)—— + —— — — |
\p(”ds ds’ o 2 dr ds ds'

onde ¢(r) denota uma funcdo da distincia r entre os dois elementos ¢ s, s’ 0s arcos computa-
dos sobre os circuitos considerados, € a distancia r é evidentemente, dentro de cada caso, uma
funcdo determinada.

[DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1]]
Uma vez que r estd definida em fungdo de s e de s, representam-se facilmente os an-
gulos 0 e 0’ formados [respectivamente] pelos elementos ds e ds’ com a linha que os une, € o
angulo ¢ formado pela direcdo entre esses elementos. Assim, tem-se”

cosf = &

ds ’
osfl = _ dr 1
Cos = 0o (1)
dr dr’ - d2r

d_'« ds’ ds ds'

Ccos &

? [N. T.] Bertrand deve referir-se segundo a sua proposta de demonstrago simplificada, pois, como discutido na
secdo anterior, o ponto de partida de Ampere em sua obra magna € o caso de equilibrio das correntes antiparale-
las.

* [N. T.] Agora sim, tratando-se da ordem que consta no Théorie, esta é de fato a segunda lei extraida experimen-
talmente através do caso de equilibrio do fio sinuoso.

? [N. T.] Por um erro tipografico, o tltimo termo da tltima linha esté escrito originalmente como d°r/ds.
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Estas férmulas sdo bastante conhecidas para se demonstrar®.

A fungdo 7T s6 pode depender evidentemente das quantidades r, 0, 6, ¢ ¢, e ela pode
ser expressa, consequentemente, em funcdo das quantidades equivalentes r, dr/ds, dr/ds’,
d*r/dsds’. Para que o teorema I esteja exato, € preciso e € suficiente que a integral

T ;ds
ds'

)

[299]

seja nula todas as vezes que a integracdo se estender sobre os elementos ds de um circuito
fechado — considerado como atraindo o elemento ds’ — pois a expressdo (2) € evidentemen-
te a componente tangencial dessa mesma atragdo. Para que uma integral se anule todas as ve-
zes que ela se estender sobre os elementos ds de um circuito fechado, € preciso e € suficiente
— como dito — que a funcdo integrada 7dr/ds’ seja a diferencial de s de uma funcio F(r,
dr/ds’).” E dr/ds ndo deve aparecer nela posto que T ndo contém d’r/ds’. Deve-se ter entdo,
assumindo dr/ds’=r";,

dr dF dr n dF d*r
ds'  dr ds dr} dsds' ' )

2 z . . ~ N 32 .
De acordo com esta férmula, 7" ¢ de primeiro grau com relacio a d“r/dsds’, e o coefi-

) . ~ (8
ciente desta segunda derivada, na expressdo de T €™:

dF  dF
dr’l rfr'"l

oy

ds'
Vé-se que ele € independente de dr/ds, e deve entdo o ser igualmente de dr/ds’, por
causa da simetria necessdria com rela¢do aos dois elementos ds e ds’, e se terd [este coeficien-

te]

dF
dr’

— =),

™

Sendo ¢(r) fungdo da varidvel unica r, deduz-se disto
9

F= 50(‘(')7 +(r) .

E a equagdo (3) fornece, substituindo r;’ por seu valor dr/ds,

® [N. T.] Para demonstragdo, ver os seguintes trabalhos: Chaib (2009); Assis e Chaib (2011); Chaib (2018), este
dltimo usando de notacdo moderna.

7IN. T.] A fun¢do F aqui, foi denotada por @ na se¢fo anterior para nio confundir com a forca.

¥ [N. T.] Por um erro tipografico, no lado esquerdo estd escrito originalmente dF/dr,.
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dr
d>r 1 dy dr dr dy s

ds ds’ 2 dr ds ds’ dr dr
ds’

T = p(r) 4)

[300]

O ultimo termo deve ser suprimido evidentemente. Pois, se o conservar, T se tornaria
infinito na medida em que dr/ds’ € nulo, ou seja, quando a linha que une os dois elementos for
perpendicular a ds’. A expressdo, ademais, ndo seria simétrica com relacdo ao ds e ao ds 0

Entdo deve-se ter
d*r 1 dy dr dr

ds ds' + 2 dr ds ds' (5)

T'=p(r)

Esta ¢ a férmula anunciada [no teorema II]. As equagdes (1) permitem que se d€ a ela
a forma

p(r)

oy
T = cosfcos @ l _ p(r)

r

o' (1) COSE . (0)

B | =

r

Teorema III — A agdo de um elemento ds de intensidade i, sobre um elemento ds’ de
intensidade i’, pode ser substituida pela [a¢do] de trés elementos dx, dy, dz de mesma inten-
sidade i, orientados paralelamente aos eixos de coordenadas X, Y, Z e iguais as projecoes de

ds sobre esses eixos.

[DEMONSTRACAO DO TEOREMA 11]]

Tem-se identicamente,
d dz

cosf = (_i—fcos('r',X) + d%icos(*r', Y)+ =cos(r, Z) ,

(7
cose = cos(ds', X) + %cos(ds’, Y) + %Cos(ds’, Z) .

Ora, a substitui¢do indicada no enunciado do teorema tem seu resultado precisamente
por substituir — no segundo termo da férmula (6) — cos @ e cos ¢ pelos valores dados nas for-
mulas em (7).

Ampere toma emprestado este teorema III da experiéncia, o qual serve de ponto de
partida as suas demonstrag¢oes. Ele €, percebe-se, como haviamos anunciado, uma consequén-
cia necessdria do teorema I. Por esta observagdo, a teoria se encontra fundada sobre um ntime-

ro menor de leis experimentais.

? [N. T.] Pois, como explorado na se¢do anterior, o circuito fechado s’ também exerce uma for¢a perpendicular &
ds, entdo a integral de Tdr/ds no caminho fechado s’ também deve ser nula.
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Isto nos permitird adicionar uma observacdo relativa a probabilidade da hipétese
fundamental, tdo natural nela mesma, aceita por Ampere: A agdo entre dois elementos esta

. . 10
direcionada ao longo da reta que os une .

[301]

Suponhamos que Ampere, o qual descobriu experimentalmente os teoremas 1 e III,
teria verificado e enunciado de inicio o teorema I, e que, apenas pelo raciocinio — assim como
o fizemos [aqui] — teria deduzido dali o teorema III, ele poderia ter dito “se a acdo de dois
elementos €, como me parece provavel, direcionada ao longo da reta que os une, é preciso
necessariamente que um condutor sinuoso exer¢a a mesma ag¢do que um condutor retilineo
seguindo a mesma direcdo”. Vindo a experiéncia em seguida confirmar esta previsdo, nao
seria ela vista com razdo como uma prova em favor da hipétese que a conduziu? A ordem nas
quais as verdades sdo descobertas e 0 momento no qual foram assinaladas sua dependéncia
mutua mudam em qualquer coisa as suas probabilidades?

O elemento atraido, assim como o elemento atrator, pode ser substituido pelas trés
projecdes, e a demonstragdo € absolutamente a mesma.

Teorema IV — A4 agdo de um circuito fechado sobre um elemento ds’, é — em cada
ponto do espago onde se supoe posicionado ds’ — perpendicular a uma reta D, denominada
por Ampere como diretriz, a qual — bem entendido, dependendo da forma e da posicao do
circuito atrator — é independente da direc¢do de ds’. A agdo resultante do circuito fechado —
perpendicular as retas ds’ e D — é proporcional ao seno do dngulo formado por essas duas

linhas.

[DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1V]

A agdo de um circuito fechado sobre o elemento ds’ € a resultante das acdes exerci-
das sobre as projecoes dx’, dy’, dz’ de ds’. A agdo sobre dx’, sendo perpendicular a dx’, tem
duas componentes paralelas somente ao eixo dos Y e dos Z,

Y1=R1dx’, Z1=Q1dx’.
A acdo sobre dy’, tem duas componentes paralelas ao X e ao Z,
X]:Rgdy’, Z2:P2dx’ll,

e acdo sobre dz’, por fim, tem por componentes paralelas ao X e ao Y,

10 [N. T.] Ou seja, a terceira lei de Newton tem de ser vélida na expressao para elementos de correntes. Apesar
de esta hipdtese lhe parecer natural, Ampere desenvolveu também um conjunto de experimentos no final de sua
obra magna para demonstrar que este principio deve ser adotado na forca entre elementos de corrente (Ampere,
1826, pags. 165-171). Por esses experimentos induziu que, independente da expressdo adotada para a forga e a
maneira como se origina. a agdo eletrodindmica de um sistema solido ndo pode causar mudanga de seu préprio
estado de movimento com relacdo a um referencial externo — consequéncia direta da terceira lei de Newton.

11 . s . . . 2
Por um erro tipografico estd escrito Z; outra vez, ao invés de Z,.
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X2:Q3dx’, Y2:P3dx’.
R, Q1, Ry, P2, Qs, P3, evidentemente dependendo somente das coordenadas
[302]

do elemento ds’, e ndo dependendo de sua direcdo. As trés componentes da acdo total exerci-
da sobre ds’ sdo, de acordo com isso,

Xds' = Q5dz + Ry dy .
Yds' = Rydz' + PydZ, (8)
Zds' = Pydy + Qpdax.

Ademais, a acdo sendo normal a ds’, deve-se ter
Xdx’+ Ydy + Zdz’ =0,
e isto exige evidentemente, uma vez que dx’, dy’, dz’ sdo arbitrarios, que
0;+0;=0, R+ R; =0, P;+P;=0.

As equagdes em (8) tornam-se entdo, suprimindo-se os indices das letras

Xds' = Rdy —Qd2,
Yds' = Pd — Rdx',

9
Zds' = Qdx' — Pdy .

Para interpretd-los, imaginemos uma forga12 G aplicada ao elemento ds’ e tendo por compo-
nentes P, Q, R. O paralelogramo construido por esta for¢a e pelo elemento ds’ terd evidente-
mente por projegdes sobre os planos de coordenadas os segundos termos das equacdes em (9),
e Xds’, Yds’, Zds’ serdo as projecdes sobre os trés eixos de uma reta normal ao plano deste
paralelogramo de superficie com valor (ds 'sen o, denotando o o angulo de ds’ com a reta G.
Isto € precisamente no que consiste o teorema IV.

Teorema V — Sendo dado o circuito atrator, os valores dos coeficientes P, Q, R, que
aparecem nas formulas em (9), podem, em cada ponto do espaco, ser expressos pelas seguin-

. . 13
fes integrais

"2 [N. T.] A “forca” G indicada por Bertrand é uma grandeza vetorial com componentes P, Q e R ao longo dos
eixos X, Y e Z, respectivamente. Essa “forga” G orientada néo deve ser confundida com a diretriz D, que repre-
senta uma reta nfio orientada.

" [N. T.] Originalmente est4 escrito ¢(r)/r” mas, pela deducio, veremos que deve ser ¢(r)/2r”.
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el (10)
R = J%[(w*w’)dy* (y —¢)dx] .

[303]
Sendo a funcdo ¢(r) aquela que aparece na expressdo da forca elementar, formula
(5), x, v, z’ as coordenadas do elemento atraido ds’, e x, y, z aquelas de um ponto qualquer

do circuito atrator.

[DEMONSTRACAO DO TEOREMA V|

Formemos, por exemplo, a expressdo do coeficiente P, de tal forma que resulte de
sua defini¢do. Ele €, de acordo com a notag¢do adotada, a componente paralela ao eixo dos Y
das acgdes exercidas sobre um elemento dz’ paralelo ao eixo dos Z, e disposto sobre o ponto
cujas coordenadas sdo x’, y’, z’. Para calculd-la, retomemos a férmula geral (5)

d*r 1 @ dr dr 1 d dr \*
T:' r -, —_——_— _-—,—_— - _—_—_——— il r - .
o) Gsdy T3 drds ds ) (f_) ds [Y(I)(ds) ] ’
ds’
para calcular P, € preciso multiplicar a acdo 7ds por (y—y’)/r — [que € o] cosseno do dngulo

formado pela acdo do elemento ds com o eixo dos Y — e integrar por todos os elementos ds do
circuito atrator. Tem-se consequentemente,

1 d i\’ (11)
P = /y i = @(r) (i) ds .
g (d_r) ds ds’

ds’
[Mas] dr/ds’ [é o] cosseno do angulo formado pelo raio vetor r com o elemento atra-
ido [que], [sendo este] direcionado ao longo do eixo dos Z, € igual a (z—z’)/r, e a expressdo
(11) se torna

P—/‘i;jy’ ’ [w(f) (Z—z’)g]ds. (12)

(z—2") ds| 2

Integrando por partes, observando que — estando o circuito atrator fechado — a parte
da integral que sai do sinal [ é necessariamente igual a zero, e nés teremos

"= / | i(;) [(y—y)dz — (2 — 2')dy]
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e se demonstrard da mesma maneira as duas outras formulas de (10).

Teorema VI — As funcoes P, Q, R, cujas formulas estdo definidas em (8) e que sdo

[304]

funcgoes das coordenadas x’, y’, z” do elemento atraido, qualquer que seja a forma do circuito

. N ~ 14
atrator, satzsfazem a equagcao

dP dQ dR _
dzr'! dy.' d=' e (13)

[DEMONSTRACAO DO TEOREMA VI|

Diferenciando as férmulas em (10) e observando que

dr ' —x dr vy —y dr 2 —z
dz’ rody rode r

se encontra
dP . . g 2=z d el
o = Jly=y)dz— (z=2dy| — 55,
dQ

_ J‘[(z_z:')d:r__ (x_ﬂfl)dz} Yy y{_}yp(?.) ,

T dr 22

]

| 12z d elr)
= [z —a")dy — (y — o/ )dx] ,—% ::) :

Somando-os e observando que as integracdes se relacionam todas aos elementos do
circuito atrator, € possivel reunir as integrais em uma so, e encontra-se

Teorema VII — No momento em que uma corrente [em um condutor] movel se des-
loca na presenca de uma corrente [em um condutor] fixo o qual lhe atrai, o trabalho desen-
volvido pelas forcas que agem sobre ele depende somente da posicdo inicial e da posicdo
final do circuito [movel]: ele é independente da série de posicoes intermedidrias.

dpP dQ | dR

| =0.
dax! dy’ dz'

[DEMONSTRACAO DO TEOREMA VII]

Consideremos um elemento atraido ds’ que se desloca de maneira infinitesimal. As

coordenadas x’, y’, z’, tornam-se (x’ + dx’), ()" + dy’), (z” + d0z’) . O trabalho das forcas Xds’,
Yds’, Zds’ que agem sobre ele € [igual a]

' [N. T.] Como discutido na secfio anterior, essas equacdes correspondem ao resultado V-G = 0.
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ds' (Xéx' + Yoy + Z62')
ou seja, substituindo X, Y, Z, por seus valores em (9),
P(dy 62 — dZ&y') + Q(d2'dz' — da'é2') + R(dz'dy — dy'z') . (14)

[305]

Os bindmios que multiplicam P, @, R representam as proje¢des do paralelogramo
[infinitesimal] descrito pelo elemento ds’ ao longo do movimento considerado, e denotaremos
[este paralelogramo por] dw. Se, entdo P, Q, R sdo as componentes de uma forca G, fazendo
um angulo que denominaremos (N, G) com a [reta] normal a dw, o trabalho (14) pode ser
substituido pela integrallS:

dew cos(N, G) . (15)

Ela se estende sobre todos os elementos da superficie descrita pela curva G’ [composta por
todos os elementos ds’] durante seu deslocamentom. Para demonstrar que essa integral depen-
de somente das posi¢des extremas da curva, € suficiente mostrar evidentemente que ela € nula
quando a estendemos sobre uma superficie fechada qualquer. Para alcancar isso, considere-

I dP dQ dR
0= dx' dy' d7 )
/// v (dﬂ?’ + dy’ + dz’) (16)

onde a integral tripla se estende sobre todos os elementos de volume internos a superficie fe-

mos a equagio

chada que se considera. Esta equagdo € [um resultado] evidente, uma vez que, de acordo com
o teorema VI, a func¢lo integrada € identicamente nula. Ora, a integral tripla pode ser substitu-
ida evidentemente por uma integral dupla, pois cada termo pode ser integrado uma vez. Tem-

se, por exemplo

15 ~ . s ~
[N. T.] Em notagdo moderna, pode-se fazer um passo intermedidrio e reescrever a expressio (14) como

G- (6] xd3") = G- (dwA). 0
Sendo Ol o elemento de caminho. Além do mais, a expressdo (14) pode ainda tomar a forma:
G- (61 xd3") = (d5'xG)-6l . aIn

Isto nos permite comparar com o trabalho de um circuito fechado sobre o elemento ds’ usando a forma da forga
da secdo anterior:

dW =dF -8l = ii’(d53' x G) - 81 . (I11)

16 [N. T.] Cabe observar que pelo fato de V-G = 0, isto implica que se pode escrever G =Vx A4, sendo A uma
funcdo vetorial que também depende de x’, y’, z". Assim, pelo teorema de Stokes, a mesma integral em (15)
pode ser expressa de outra forma mais comum atualmente:

ff&-ﬁdw =ff(V><fT)-ﬁdw = 55 A-d§.
s(w)
Onde s € o contorno da superficie plana o.
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1P
// ﬁd:}:’ dy' dz' f/de’ dz'

e, por uma transformac¢do bem conhecida, aplicavel a todas as superficies fechadas, se deno-
minamos o elemento de superficie por do e por (N, X) o angulo da normal externa com o eixo

dos X,
//de’ dz = deUcos(N, X) .

A equacdo (16) torna-se
0= /da ([Pcos(N, X) + Qcos(N,Y) + Rcos(N, Z)],

e evidentemente equivale a
0= /dJGcos(N, G) . (17)

Esta integral sendo nula para uma superficie fechada qualquer,
[306]

para uma porcdo [finita] da superficie, [a integral correspondente] depende evidentemente
somente dos contornos que a terminam, ¢ o teorema VII esta demonstrado'”.

Teorema VIII — Para calcular o potencial [isto é, a energia potencial] da acdo de
uma corrente [em um condutor] fixo sobre uma corrente [em um condutor] mével, pode-se
considerar uma superficie fechada qualquer tendo por contorno o circuito atraido. A integral
estendida sobre todos os elementos dessa superficie

/daGcos(N, G)

representa o potencial, sendo G — tal como [definido] acima — uma forca [(vetor)] cujas
componentes sdo iguais aos coeficientes P, Q, R, definidos no teorema IV.

Este teorema € uma consequéncia evidente da demonstra¢do que se deu do teorema
18
VII'®.
P , . . . 19
E se a corrente atraida é uma corrente plana infinitamente pequena ~, tendo dw por
. . 20 C
superficie, a integral (15) se reduz apenas a um elemento, e o potencial € expresso por

17 . .
[N. T.] Dito de outra maneira, sabendo que V-G = 0, e usando do teorema de Gauss, temos

fﬂv-éw: #é-ﬁd(r:o
14

o)
Onde o denota a superficie fechada que envolve V. Como a integral fechada é sempre nula, isto significa que ela

¢ independente do “caminho” o, o que vale também para a integral de superficie da expressdo (15).

18 < P .
[N. T.] Uma vez que o trabalho € menos a variacio do potencial.
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G dwcos(N, G) . (18)

[**Fim da Parte I.¥*] [**Inicio da parte I1**]
[335]

A demonstracdo dos teoremas precedentes toma emprestada da experiéncia apenas uma tnica
proposig¢do:

A agdo de um condutor fechado é sempre normal ao elemento atraido.

Mas, para ir mais longe e estipular a forma da fun¢do indeterminada ¢(7) — que ainda aparece
em nossas formulas — € preciso recorrer outra vez ao estudo dos fatos. Uma tnica experién-
cia € suficiente. Nos admitiremos o seguinte teorema:

Teorema IX — O sistema denominado por Ampére por solenoide — o conjunto de um
nimero infinito de correntes fechadas infinitamente pequenas,ﬂ cujos planos estdo distribui-
dos perpendicularmente a uma mesma curva e distanciados igualmente um dos outros — sente
de uma corrente fechada qualquer, acdes independentes da forma do solenoide e equivalente

a um sistema de forcas que depende somente da posicdo das [suas] extremidades.
[336]

Este teorema € o resultado da experiéncia. Ele equivale a este outro fato mais facil de ser veri-
. . 22 o~ ~ ~
ficado: Um solenoide fechado™ ndo exerce nenhuma a¢do sobre um condutor fechado, e ndo

sente nenhuma [acdo] deste [l’lltirno]23 .

O potencial relativo a acdo de um circuito fechado sobre um solenoide composto de
elementos cuja superficie € dw, ¢ a soma dos valores da expressao

G dwcos(N, G) . (19)

para todos os elementos de superficie dw que compde o solenoide. Seja dl o elemento da cur-
~ c e L, . 24 .
va normal sobre a qual estdo distribuidas as correntes de superficie dw.”" Pode-se considerar o

19 33 2 . . «
[N. T.] Por “corrente plana” (courant plan) entende-se uma corrente cujo circuito envolve um plano.

20 [N. T.] Originalmente estd escrito (12), o que é provavelmente um erro tipogrifico por estar se referindo 2
integral do trabalho.

2 [N. T.] Na época ainda usava-se a defini¢o original dada por Ampere. Foi ele quem concebeu a palavra “so-
lenoide” (do grego: em forma de canal) que designava uma bobina ¢letrodinamica tubular com qualquer formato
de tubo (ASSIS; CHAIB, 2011, p. 183).

= [N. T.] Um solenoide fechado, corresponde ao tubo da bobina fechado nele mesmo. O que os livros diddticos

hoje denotam por “solenoide” ¢ por “enrolamento toroidal” (REITZ et al., 1982, p. 172 e 207), Ampere denomi-
nava respectivamente como cilindro eletrodindmico e anel eletrodindmico (ASSIS; CHAIB, 2011, p. 162).

23 . ey s oA . . ..
[N. T.] Este resultado experimental, o caso de equilibrio do anel eletrodindmico foi concebido e usado origi-

nalmente por F. Savary (1797-1841) para deduzir a forca de Ampere entre elementos de corrente sem usar de
nenhuma suposicfo a respeito da poténcia n que figura na expressio geral (ASSIS; CHAIB, 2011, Cap. 9).
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nimero correspondente de superficies dw como proporcional a dl, e o potencial [somado] ¢é
representado por

kdw/Gdl cos(N, G) , (20)

k representando uma constante. Mas sendo G uma forca [(vetor)] onde P, O, R sdo as compo-
nentes, e (N, G) o dngulo da direcdo desta forca com a [reta] tangente a curva, sobre a qual d/
é 0 elemento,” a integral (20) pode ser representada por

kdw/(Pda:Jery*Rd.z) ,

e, o teorema IX pode-se enunciar [de outra forma] dizendo:

A expressdo
Pdx+Qdy+Rdz

€ uma diferencial exata, qualquer que seja o circuito fechado atrator ao qual se relacionam

. 26
as expressoes P, Q, R™".

Teorema X — A fungdo ¢(r), a qual figura na expressdo da agdo exercida entre dois

elementos de corrente (Teorema Il) tem a forma A/r, sendo A uma constante.

[DEMONSTRACAO DO TEOREMA X]

Retomemos as férmulas encontradas para exprimir as fun¢des P, Q, R (teorema V). Tem-se,
fazendo go(r)/Zr2 = y(r),

P o= [90) (g =)z~ (= #)dy)

Q = [o(r)[(z—2)de — (x —a)dz] | (10%)

R = [¢(r)lx ')y (y—o)da) .

24 .. ) ) .. ~
[N. T.] No original, o elemento da curva também é denotado por ds, mas substitui-se por dl, para nio haver
confusdo com o elemento de corrente.

25 [N. T.] Pois dI é paralelo a normal de dw.

26 . . . .
[N. T.] Uma vez que o resultado experimental nos diz que a integral depende apenas de suas extremidades.

Isto também gera outra consequéncia em termos modernos: que G pode ser expresso em termos de um gradiente

V.
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[337]
Sendo, x’, y’, z’ as coordenadas do elemento atraido, a soma
Pdc’+Qdy’ +Rdz’,
de acordo com o teorema IX, deve ser uma diferencial exata. Tem-se consequentemente

dP  dQ
dy — da'

Substituindo nesta equagdo sobre P e Q seus valores em (10°), tem-se

0 = Ja{"Z -y + @ —)] + 2900}

o

Jay Py )z ) fdet D@ 2= 7).

Para que esta integral seja nula todas as vezes que a somatéria se relacione as proje-
¢oes dx, dy, dz dos elementos de uma curva fechada, € necessario que a expressdo integrada
seja uma diferencial exata, e, para isso, que a derivada com relagdo a x do coeficiente de dz
seja igual a derivada com relagdo a z do coeficiente dx. Ao escrever dessa maneira, € supri-

mindo os termos e os fatores comuns, se encontra

44 (r
wn(.r) I J =0 ,
r

de onde se deduz que

A

P(r)=—+ B

3

e por consequéncia,
2A

p(r)=— +2B P
"

E como ¢(r) é nulo quando r tende ao infinito, B é necessariamente igual a zero, e tem-se que
2A

7

w(r)

Consequentemente a atragdo 77 ‘dsds’ T entre dois elementos € igual a

: 1 d*r 1 dr dr
2Azz’dsds"( d’r ——i”)

r ds ds’ 292 ds ds’

9

1 B
— 4Aq L W dsds’ .

mode del
VT dsds
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[338]

Teorema XI — A integral

V= /(Pd:t:f +Qdy + Rd?'),

cuja existéncia é demonstrada pelo teorema IX, representa o dngulo sobre o qual o circuito
atrator é visto do ponto de coordenadas x’, y’, z’. Ou seja, [representa] a por¢do da esfera de
raio unitdrio, descrita a partir do ponto central (x’, y’, z’), e interceptada pelo cone onde este

. . . . 27
ponto estd no veértfice, e o clrculto atrator na base”’ .

[DEMONSTRACAO DO TEOREMA XI|

Se tomarmos P, Q, R, por seus valores dados em (10) [ou em (10’)], substituindo o
valor 2A/r na funcio ¢(r) [ou, A/F em w(r)], se terd

- S ;o =y )dz—(z—2")dy
Vo= Ajd&“’j 3
o (22 )de—(za')dz
+ Afdy [ 1)
I (z—2"\dy—(y—y dx
A [dY | - .

r

Estando as integrais que multiplicam dx’, dy’, dz’ tomadas sobre o circuito fechado que nds
denominamos como circuito atrator — cujo elemento tem por projecdo dx, dy, dz — verifica-se

facilmente que a expressdo (21) equivale a trés integrais iguais

( )| (@—a)dy—(y—y )dz|

v - Af (z

(z—2')* +(y—y'

r

Awa Y[y )dz (2 2N)dy] (22)

J— A 7
d (v +(=2)%] 7

Y [(z2"de—(z—2')dz

[(: “’J') (¢ ;1"')2} r

— 4 j (y

Tomando a derivada com relagdo a z’ da primeira destas integrais, com relagdo a x’ da segun-
da, e com relacdo a )’ da terceira, obtém-se as expressdes P, Q, R, as quais multiplicam dx’,
dy’, dz’ no segundo membro da equacio (21).

Para demonstrar que estas trés integrais sdo iguais entre elas e representam, conse-
quentemente, a fungdo V, cujas derivadas parciais sdao P, Q, R, € suficiente mostrar que uma
delas €

27 . . . ~ 1 N
[N. T.] Dito de outra forma: A integral V consiste no dngulo sélido sobre o circuito atrator, e que tem por

origem o ponto de coordenadas (x’, y’, z’).
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[339]

a expressdo do angulo sob o qual a corrente atratora € vista do ponto (x’, y’, z’). De acordo
com a simetria das férmulas, a conclusdo se aplicard as duas outras.
Ora, dispondo a origem das coordenadas no ponto (x’, y’, z’), € tomando as coorde-

nadas polares habituais r, 8, v, tem—sezg,
(x—2)dy — (y —y)dz = risen’0dy),
(z—2") = rcosl,
(x—a') +(y—y)? = rsen’d,
e a integral torna-se
cos 0dv .

Abrangendo um circuito fechado, ela equivale a integral dupla

senf df di),

tomada no interior do cone tendo o vértice como origem e o circuito por base, e que represen-
ta evidentemente o dngulo desse cone [ou dngulo sélido]. Ou seja, a superficie interceptada
por ele sobre uma esfera de raio igual a unidade e tendo seu vértice por centro.

Teorema XII — No momento em que o circuito atraido e o circuito atrator sdo am-
bos circuitos planos infinitamente pequenos, com superficies w e @’ e de intensidades i e i’,
pode-se representar suas agoes substituindo o por duas massas® ficticias q e —q, dispostas
de um lado e de outro sobre a [reta] normal & , & uma distdncia infinitamente pequena I°°,

31 . . .
, e substituindo «’ por duas massas q’ e —q’, defini-

de tal forma que que se obtéem gl = w i
das da mesma maneira. As acoes do sistema de massas q e —q sobre o sistema q’ e —q’ — su-
pondo as agoes atrativas elementares proporcionais as massas e em razdo inversa do qua-

drado da distdncia — poderdo substituir a acdio da corrente [de] @ sobre a corrente [de] o’

28 .. . - L.
[N. T] Essas coordenadas, tal como definidas aqui por Bertrand, sdo as coordenadas esféricas.

29 < . N ~

[N. T.] Nessa época, na Franca, denominavam-se como massa as grandezas que representavam a propor¢io da
capacidade de sentir ou realizar um determinado tipo de for¢a por um objeto elementar entendido como pontual.
Assim, tinha-se massa gravitacional, massa inercial, massa elétrica e massa magnética. Ver também (Bertrand,
1890).

30 .. . . . oA . a s
[N. T.] No original estd escrito x e ¢, respectivamente para a massa (carga) e para a distdncia. Pela importincia

desse teorema, trocou-se a notagdo para que fique um pouco mais familiar: u—>¢q e e>I. Pois € j4 denota um an-
gulo, e, na notacio moderna, u denota o médulo do momento de dipolo magnético, de tal forma que, se g denotar
a massa/carga magnética (ou polo) teremos pu=gql.

31 [N. T.] Ou seja, g = iwi. Como veremos no final da deducio.
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[DEMONSTRACAO DO TEOREMA XII]

Seja V o angulo sobre o qual a superficie @ € vista de um ponto de @', € G a forga
cujas componentes sdo as derivadas de V: o potencial de acdo de w sobre @’ estd representado
por Gdw cos(N, G). A componente da for¢a G ao longo da normal N’ ao elemento dw’ é
igual, consequentemente, a w’'dV/ dn’ .

[340]

Além do mais, o angulo V € representado por

w cos 3
V=-———,_

P2

. A A )
denominando por r a distdncia ww’, e f o dngulo dessa reta r com a normal a @.”” Tem-se
evidentemente que
p d-
wcos 3 -

= — = w ,
72 dn

dn denotando o elemento infinitamente pequeno da [reta] normal a w. E, consequentemente,

21
, dV , A5
W = ww — .
dn’ dn dn’

Ora, considerando as moléculas interagentes [com massas/cargas] ¢, —¢, q’, —¢q’ definidas no
enunciado [do teorema XII], o potencial de g sobre g’ € gq /r, [e] o potencial somado [do di-
polo] g e —g sobre g’ ¢,

d %
qq — 1,
dn
e o potencial somado sobre ¢’e —¢q’ € evidentemente
21 21
d* - d- =
r . T
g 1 —— — i w ——— .
dn dn’ dn dn'

Pode-se enunciar o teorema precedente dizendo que a agdo entre duas correntes infi-
nitesimais, uma sobre a outra, pode ser substituida pela acdo entre duas moléculas magnéti-
cas33 orientadas normalmente ao plano de cada corrente [ou seja, a interagdo entre duas cor-
rentes infinitesimais € equivalente a intera¢do entre dois dipolos com seus €ixos normais aos
planos de cada corrente] e cujo momento € proporcional ao produto da superficie contornada

pela corrente e por sua intensidade.

32 . o . . -
[N. T.] Bertrand usa cos i, o que pode causar confusio com a intensidade de corrente, entdo se usou cos 5 no

Iugar.

33 IN. T.] Por “molécula magnética” entende-se aqui como “dipolo magnético”. Pela discussio desenvolvida,
Bertrand indica que uma molécula seria o dipolo composto por ¢ e -g, enquanto que a outra molécula seria o
outro dipolo composto por g’ e —q.
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Teorema XIII — A agdo entre duas correntes fechadas, uma sobre a outra, quais-
quer que sejam suas dimensdes, pode ser substituida pela acdo entre duas superficies magné-
ticas definidas da maneira que segue. Concebamos cada corrente contornando uma superfi-

cie de forma arbitrdria, e vamos decompor esta superficie em
[341]

elementos infinitamente pequenos supostos contornados, cada um, por uma corrente de mes-
ma intensidade. Substituimos cada elemento por uma molécula magnética [ou seja, por um
dipolo composto por massas magnéticas de intensidades iguais e sinais opostos] definida na
demonstragdo do teorema precedente: a ag¢do das duas correntes poderd ser substituida por

aquela deste sistema de moléculas.

E evidente, com efeito, que uma corrente fechada qualquer considerada como o con-
torno de uma superficie — e esta superficie decomposta de uma maneira arbitrdria em um na-
mero qualquer de por¢des finita ou infinitamente pequenas — pode ser substituida por um sis-
tema de correntes orientadas no mesmo sentido ao redor dos contornos de cada fracdo de su-
perficie. Assim, cada uma das linhas que as separam se encontram percorridas, com efeito,
por duas correntes contrarias cujos efeitos se cancelam, e o efeito total € devido somente a
acdo da corrente original.

De acordo com este destaque, as duas correntes fechadas podem ser substituidas por
dois sistemas de correntes fechadas infinitamente pequenas, e cada uma delas, de acordo com
teorema precedente, pode ser substituida por uma molécula magnética.

Teorema XIV — O potencial relativo a acdo entre dois circuitos fechados, um sobre
o outro, cuja expressdo foi dada pelo teorema VIII, pode-se exprimir igualmente por uma

1 0s B cos @
: /f cosOcost g 23)
T

que se estende a todos os elementos ds, ds’ das duas correntes, e nas quais 6 e 0’ tomam o

integral dupla

mesmo significado que no teorema II.

[DEMONSTRACAO DO TEOREMA XIV]

Retomemos a formula

1 d* 1 dr d
il dsds' T = ii' dsds' | = ——— — — 27
r dsds’ 272 ds ds’

Se os dois elementos ds e ds’ se afastam, a distincia entre eles se torna » + dr. O tra-
balho de sua a¢do mutua é
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1 d? 1 dr d
ii' dsds Tér = ii' dsds' ér 4 ‘ rar
r dsds' 22 ds ds’

e o trabalho total, devido a acdo miitua entre as duas correntes fechadas,
[342]

as quais se deslocam infinitesimalmente, € expressa pela integral dupla

1 d*r 1 dr dr
i1’ //57 — — dsds'
dsds'  2r2 ds ds'
Essa expressdo pode ser escrita da seguinte maneira:
L.y g, d (1 dr L. pre, d (1 dr !
PR ] o 0 (? e ) dsds’ + PR [ or o (_P ds) ds ds

12?’2; ]' 5-‘;' ri"': dr d d i

73 ([\ ds’

Integrando por partes os dois primeiros termos e observando que os termos integrados sdo
nulos — posto que os circuitos sdo fechados — esta expressdo se torna

—=it’ [+ 4 (5r) dsds' — ~id’ ffid—ri r) dsds’

rods! rf-: ds ds'

Y 1 dr dr gl
T 0 ]I rods ds' ds ds

. d dar
Ou seja, destacando que — (6r)=946 = (6 )=

/f—d—rd—rdsds q

rdsd '

—léii’ // cosfcos b s ds
2 r

O trabalho elementar entdo € igual a variagdo da integral (23), a qual, consequente-

d — , [temos que]

ou enfim,

mente, representa o potencial.

Nos terminaremos este estudo pela solugdo de um problema o qual parece indispen-
savel para retificar um enunciado dado por Ampere no inicio de seus trabalhos™ e reproduzi-
do desde entdo em todos os Tratados e em todos os Cursos de Fisica, embora se encontre em

contradi¢@o evidente com a teoria adotada.

Problema — Sendo dado um elemento de corrente ds, encontrar a posi¢do que deve
ocupar um elemento ds’ para ndo exercer sobre ele nenhuma agdo.

[N. T.] Quando ainda ndo tinha obtido a forma final de sua forca entre elementos de corrente.
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Dando o mesmo significado as letras 6, 8’ e ¢ que aquele utilizado nas férmulas de-
monstradas (teorema II), a equacdo que exprime a

[343]

condic¢do imposta &

3

§COS(‘)COS 0 = cose .

Vamos supor que o elemento atraido ds disposto na origem de coordenadas e orien-
tado ao longo do eixo dos X. Sendo x’, y’, z” as coordenadas de ds’, tem-se

!

cosf =
-
dr
cos @' \
ds'
dz’
cose =
ds'
e a equagdo se torna
3z’ dr da'
T ds' ds'
cuja integral €
? :
x? = Ar’

[que consiste na] equagdo de uma superficie de revolugdo cujo eixo € o eixo dos X, € cuja cur-
va meridiana € facilmente construida. Qualquer que seja a forma e a posi¢do de uma corrente
que contorna tal superficie, serd nula a a¢do exercida sobre o elemento ds disposto no seu vér-
tice. A presenga da constante arbitrdria A na equacgdo (24), d4 a possibilidade de se passar a
superficie por um ponto qualquer do espaco, e, consequentemente, existird em cada ponto
uma infinidade de direcdes as quais se podem dispor um elemento ds’ de maneira a anular sua
acdo sobre o elemento ds. Estas dire¢des estdo em um mesmo plano, o plano tangente a super-
ficie [representada pela equacdo] (20). A acdo serd mdxima para um elemento normal a esta
superficie, e para um elemento qualquer ela é proporcional, facilmente pode-se assegurar dis-
s0, ao cosseno do dngulo formado com esta normal.

Vé-se entdo o quanto nds seriamos induzidos ao erro pela regra que indica como
atrativa as agdes exercidas entre dois elementos os quais ambos correm em direcdo ao vértice
do angulo formado por suas direcdes, e como repulsiva a agdo exercida pelo elemento de uma
corrente que caminha ao encontro deste vértice sobre o elemento de uma corrente que se afas-
ta. Tal acdo pode ser nula, atrativa ou repulsiva, em ambos 0s casos.
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