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Resumo 

A força de atrito está presente no cotidiano dos alunos e a compreensão 

de sua ação sobre os corpos aproxima a Ciência de sua experiência diá-

ria. A lei de conservação do momento linear total, envolvendo sistemas 

de partículas sob a ação de forças dissipativas externas, não é geralmen-

te discutida nos livros-texto de Mecânica Newtoniana utilizados nos en-

sinos médio e superior, nas instituições de ensino brasileiras. Discutimos 

neste trabalho o movimento mais simples que duas partículas podem ter: 

o movimento unidimensional em sentidos opostos, sob a ação de forças 

de atrito cinético externas. Mostramos que a conservação do momento 

linear do conjunto formado por essas partículas, sob a ação de duas for-

ças de atrito cinético, ocorre apenas em partes do movimento unidimen-

sional e quando elas se deslocam em sentidos opostos. Aproveitando o 

grande envolvimento dos alunos com aplicativos em celulares, apresen-

tamos uma montagem experimental que verifica a conservação da velo-

cidade do centro de massa (CM) desses dois corpos. O aparato experi-

mental é simples e de baixo custo, podendo ser facilmente reproduzido 

em sala de aula como estratégia para estimular os estudantes a traba-

lharem com ferramentas matemáticas e métodos experimentais, de forma 

a discutirem situações físicas que incluem as forças de atritos presentes 

no seu dia a dia. 

                                           
+ Conservation of the speed of the CM of two particles under the action of frictional forces in one-dimensional 
motion (D = 1) 
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Abstract  

The  force  of  friction  is  part  of  the  daily  life  of  the  students and the 

understanding of their action on the bodies in the day-to-day brings the 

Science of their experience. We discuss the one-dimensional motion of 

two particles moving in opposite directions under the action of external 

kinetic friction forces. The law of the conservation of the total linear 

momentum  involving  these  particles  under  the  action  of  external 

dissipative  forces  is  not  discussed  in  general  in  the  textbooks  of 

Newtonian Mechanics used in  upper  and  middle  schools,  in  brazilian 

educational institutions.  We show that the conservation of the linear 

momentum of the set formed by the two particles under the action of two 

kinetic    friction    forces   only   occurs   when   their   movement    is 

unidimensional and in opposite direction. In this work, the conservation 

of the velocity of the CM is verified experimentally in a simple apparatus 

of  low  cost,  which  can  be  easily  reproduced  in  the  classroom  as  a 

strategy  for  encourage  students  to  work  with  mathematical tools and 

experimental  methods  in  order  to  discuss  situations  that  include  the 

frictional forces that belong to the day life of the student. 

 

Keywords: Conservation of the Total Linear Momentum; Friction 

Force; Uni and Bi-Dimensional Motion; CM Velocity. 

I. Introdução 

Entender o movimento dos corpos que nos rodeiam a partir das forças que agem so-

bre eles é trazer a aplicação das leis da Física para o cotidiano das pessoas. Os mistérios desa-

parecem e passamos a compreender o que é discutido nos livros-texto de Física, que muitas 

vezes oferecem aos alunos conceitos abstratos, longe de sua realidade diária. 

A força de atrito é uma força que atua no dia a dia das pessoas, quer agindo sobre 

elas, quer agindo sobre o movimento dos corpos que observam. Utilizar fatos e situações que 

ocorrem no cotidiano dos alunos para discutir exemplos que envolvam a presença de força de 

atrito cinético sobre os corpos simplifica a sua compreensão das leis físicas envolvidas. 

Santos, Kleer e Thielo (1997) utilizam o estudo de Acidentes de Trânsito para mos-

trar como aplicar leis físicas em situações do cotidiano, inclusive discutem a ação de forças de 

atrito sobre os corpos que deslizam e colidem. Vários outros artigos de ensino tratam da dis-

cussão de aspectos teóricos das forças de atrito (ver, por exemplo, Saltiel e Caldas (1999), 
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Marinelli e Matuo (2007), Faria Leite e Costa (2010)), e de montagens experimentais que 

permitem abordar e medir a ação dessas forças sobre corpos (ver, por exemplo, Monteiro et 

al. (2012), e Sasaki e Jesus (2014)). No entanto, não temos livros-texto onde são discutidos 

exemplos de conservação de momento linear total de um sistema de partículas quando sobre 

elas atuam forças de atrito cinético externas. 

Lembramos que a condição necessária para termos a conservação da velocidade do 

centro de massa (CM) de um sistema de partículas é bem conhecida, isto é, a resultante das 

forças externas que agem sobre essas partículas tem que desaparecer, independentemente da 

sua natureza conservativa ou não conservativa (NUSSENZVEIG, 2013; KRANE; RESNICK; 

HALLIDAY, 1996; KNIGHT, 2009). 

Neste artigo, consideramos dois corpos cujas forças externas que agem sobre eles 

são: seus pesos, suas forças normais e forças de atrito cinético. As últimas forças, as forças de 

atrito cinético, agem sobre as partículas enquanto elas têm velocidades não nulas sobre a su-

perfície horizontal onde elas deslizam. Nesta apresentação, tratamos os dois corpos como 

sendo aproximadamente duas partículas, negligenciando quaisquer efeitos de rotação e con-

tração que os corpos possam ter. Discutimos a velocidade do CM de um sistema de duas par-

tículas que se movem sob a ação de forças de atrito cinético ao longo de uma linha horizontal 

(D = 1). Mostramos que existe um tipo particular de movimento dessas partículas onde a ve-

locidade do seu CM permanece constante, enquanto algumas condições geométricas e cine-

máticas ainda continuam sendo verdadeiras. Este é um tipo de problema a ser abordado por 

estudantes no Ensino Médio e nos anos iniciais dos cursos de graduação, trazendo a discussão 

de leis da Física para a descrição do movimento de corpos quando estão sujeitos a forças que 

o(a) estudante sente no seu dia a dia. 

Na seção II, discutimos a condição para que a velocidade do CM de um conjunto de 

duas partículas em movimento unidimensional (D = 1), na presença de forças de atrito cinéti-

co, seja uma constante do movimento, sem utilizarmos a priori a condição de força resultante 

nula para impormos a conservação do momento linear total desse sistema.  

Discutimos, na subseção II.1, o comportamento da velocidade do CM quando as duas 

partículas têm a mesma massa e deslizam colinearmente em sentidos opostos. Também mos-

tramos que a VCM não se conserva durante o intervalo de tempo em que ocorre o choque entre 

os dois corpos, e que um deles, ou ambos, inverte o sentido do seu movimento. Verificamos 

que a VCM se conserva antes e após esse intervalo de tempo e embora a velocidade do CM do 

conjunto formado pelas duas partículas seja constante em cada um desses dois intervalos, os 

valores que VCM adquire são diferentes.  

Na subseção II.2, mostramos que a lei de conservação do momento linear total do 

conjunto das duas partículas sob a ação de forças de atrito cinético não é válida quando o mo-

vimento delas é não colinear sobre uma superfície que pode ser plana ou ondulada em D-

dimensões, com D ≥ 2. 
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As forças que atuam em cada partícula i, i = 1 e 2, são as forças peso  ⃗⃗ i e normal  ⃗⃗ i , 

e a força de atrito   ⃗⃗ a,i
(k) , onde k=e (esquerda) ou d (direita). Temos ainda 

  ⃗⃗                            ,                                        Eq. (1) 

onde g é o módulo da aceleração gravitacional (g ≈ 9, 8 m/s2). 

Assumimos também que a trajetória à esquerda e à direita do ponto A na linha hori-

zontal podem ter diferentes rugosidades. µc
(e) (µc

(d)) é o coeficiente de atrito cinético quando o 

corpo está à esquerda (à direita) do ponto A. O caso mais simples acontece quando a rugosi-

dade entre as superfícies é a mesma ao longo da linha horizontal. Neste caso particular, µc
(e)

 = 

µc
(d). 

O sentido da força de atrito cinético é sempre contrário ao vetor velocidade da partí-

cula em relação à superfície sobre a qual ela desliza. A velocidade instantânea da partícula 1 

no tempo t é  ⃗⃗ 1 (t) = v1(t) î, e  como escolhemos v1(0) > 0, a força de atrito cinético atuando na 

partícula 1 é igual a       ⃗⃗          | ⃗⃗  | ̂ ,                                               Eq. (2a) 

enquanto tivermos que v1 (t) ≠ 0, e k = e (d) se o corpo 1 está à esquerda (direita) do ponto A.    ⃗⃗  ⃗2(t) = v2(t) î é a velocidade instantânea da partícula 2 no instante t. Como escolhemos 

v2(0)<0, a força de atrito cinético que age sobre a partícula 2 é  ⃗⃗          | ⃗⃗  |  ̂                                                     Eq. (2b) 

durante o intervalo de tempo em que a partícula 2 não para, ou seja, v2 (t) ≠ 0, e k=e (d)  se o 

corpo 2 está à esquerda (direita) do ponto A. 

Nas eq. (2a) e (2b),   ⃗⃗    é o módulo da força normal da partícula i, com i =1 e 2. 

Estamos no referencial da Terra observando o movimento das duas partículas. Com 

boa aproximação a Terra pode ser considerada um referencial inercial. Neste referencial, a 

Segunda Lei de Newton que descreve o movimento da partícula 1 quando está à esquerda do 

ponto A é     ⃗⃗       ⃗⃗     ⃗⃗    ⃗⃗                                                Eq. (3) 

Como o movimento da partícula 1 é somente ao longo do eixo x, temos  ⃗⃗    ⃗⃗      ⃗⃗       ⃗⃗       ⃗⃗         ̂                                 Eq. (4) 

onde   ⃗⃗   é o vetor nulo ( |   ⃗⃗  ⃗| = 0 ).  

Substituindo os resultados (2a) e (4) na eq.(3), finalmente encontramos a equação que descre-

ve o movimento da partícula 1 quando está à esquerda do ponto A.     ⃗⃗               ̂                                               Eq. (5) 

Seguindo um raciocínio análogo, a equação de movimento da partícula 2 quando ela 

está à direita do ponto A, para qualquer observador de um referencial inercial, é igual a 
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    ⃗              ̂                                                   Eq. (6) 

O vetor velocidade do CM de um sistema composto pelas partículas 1 e 2,  ⃗⃗ CM(t), é  ⃗⃗         ⃗⃗       ⃗⃗                                                     Eq. (7) 

Denominamos o vetor  ⃗⃗ i (t) como sendo o momento linear da i-ésima partícula no 

tempo t,  ⃗⃗ i (t) = mi  ⃗⃗ i (t), com i = 1, 2. 

O momento linear total do sistema composto por essas duas partículas no tempo t,  ⃗⃗  , é   ⃗⃗     ⃗⃗      ⃗⃗                                                     Eq.(8) 

Chamamos  ⃗⃗ CM (t) de momento linear do CM deste sistema de duas partículas, isto é,  ⃗           ⃗⃗                                                        

Das relações (7) a (9) temos  ⃗⃗      ⃗⃗                                                                         ⃗⃗            ⃗⃗     .                      Eq. (10b) 

A variação temporal da velocidade do CM do sistema é obtida calculando a derivada 

em relação ao tempo de ambos os lados da eq.(7),   ⃗⃗                 ⃗⃗          ⃗⃗     .                                 Eq.(11) 

Substituindo os resultados (5) e (6) no lado direito da eq.(11), temos    ⃗⃗                    ⃗⃗        ⃗⃗       ]                                  Eq. (12a)      ̂                          .                                 Eq. (12b) 

Salientamos que a equação anterior descreve o movimento do CM das duas partícu-

las. Esta equação é válida enquanto a partícula 1 está à esquerda do ponto A e a partícula 2 

está à sua direita, e ambas as partículas não estão em repouso em relação à superfície em que 

estão em contato. Da eq.(12b) e dos valores iniciais das velocidades das duas partículas, veri-

ficamos que a velocidade do CM deste sistema de partículas é paralelo ao eixo x,  ⃗⃗             ̂, onde VCM (t) ∈ ℝ. Reescrevemos a eq.(12b) em termos de sua componente x,                                                                         

No caso geral, o lado direito da eq.(13) é diferente de zero e a velocidade do CM das 

duas partículas ilustradas na Fig.1 varia no tempo. A equação anterior descreve o movimento 

de uma partícula em movimento uniformemente desacelerado, que nos permite escrever a 

dependência temporal de VCM (t) para t ∈ (0,  ̅ ], onde  ̅ é o instante de tempo imediatamente 
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anterior a uma ou ambas as partículas atingirem o repouso, e nenhuma delas ainda ter cruzado 

o ponto A na linha horizontal da Fig. 1.                                                                                                      
com v1(0) > 0 e v2(0) < 0. 

A equação (14) inclui a desigualdade |VCM(t)| < |VCM(0)|, para t>0, que mostra que a 

velocidade do CM de um conjunto de partículas diminui, em módulo, quando as partículas 

estão sujeitas a forças dissipativas. Neste caso, a presença deste tipo de força leva a não con-

servação do momento linear total do sistema formado por essas duas partículas. 

Contudo, no caso especial no qual                                                                Eq.(15) 

a eq. (13) nos diz que a velocidade do CM dessas duas partículas, que se movimentam em 

sentidos opostos, é constante durante o intervalo de tempo enquanto nenhuma delas cruza o 

ponto A, na linha horizontal da Fig.1, e enquanto nenhuma delas atinge o repouso, ou seja,                                                                   Eq. (16) 

para t ∈ [0,   ̅]. Pela relação (10a), o resultado anterior também leva à conservação do momen-

to linear total  ⃗⃗   dessas duas partículas, durante o intervalo de tempo mencionado. É interes-

sante salientar que a condição (15) é equivalente a soma das forças externas aplicadas às duas 

partículas, (veja a eq.(12a)), seja igual ao vetor nulo,  ⃗⃗       ⃗⃗        ⃗                                                      Eq. (17) 

O resultado (17) é a condição (conforme pode ser visto nas referências NUS-

SENZVEIG, 2013; KRANE; RESNICK; HALLIDAY, 1996; KNIGHT, 2009) para que se 

tenha a conservação do momento linear total de um sistema de partículas, e, consequentemen-

te, a conservação do momento linear do CM do conjunto das duas partículas em movimento 

unidimensional em sentidos opostos (D=1), quando a condição (15) é satisfeita, embora a 

energia cinética total do sistema das duas partículas não seja conservada, como pode ser veri-

ficada explicitamente pelo(a) estudante. Lembramos ao(à) leitor(a) que o movimento que es-

tamos estudando dos dois corpos ocorre sobre um plano horizontal e, consequentemente, as 

suas respectivas energias potencial gravitacional não variam durante todo o movimento. 

As condições que as forças que agem sobre um corpo devem satisfazer para que 

ocorram as conservações do momento linear total e da energia mecânica total são distintas. A 

não conservação da energia mecânica total de um sistema de partículas onde forças não con-

servativas atuam, não impede que outras quantidades físicas desse conjunto se conserve. 
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II.1 Estudo da colisão unidimensional quando µc
(d)

 = µc
(e)

  ≡ µ 

 Nesta subseção, consideramos a situação física em que a rugosidade é a mesma ao 

longo da trajetória horizontal na Fig.1 e os objetos colidem frontalmente. 

Neste caso, a condição (15), que leva à conservação da velocidade do CM das duas 

partículas descritas na seção 2, torna-se                                                                    Eq.(18) 

onde m é o valor da massa de cada uma das duas partículas. 

Nos casos em que ocorre a conservação de momento linear total do sistema de partí-

culas,  ⃗⃗     e que são discutidos nos livros-texto de Física do Ensino Médio e dos cursos 

básicos de Física, este vetor  ⃗⃗   é o mesmo durante todo o movimento dessas partículas, inclu-

sive quando elas interagem entre si. No entanto, as forças de atrito cinético só agem sobre as 

partículas enquanto elas possuem velocidade diferente de zero em relação à superfície sobre a 

qual deslizam. No movimento colinear em que duas partículas se deslocam em sentidos opos-

tos, colidem e revertem o sentido dos seus movimentos, existe um intervalo de tempo em que 

cada uma das duas partículas fica em repouso, deixando a força de atrito cinético de agir sobre 

ela. Neste processo de colisão, as forças de atrito cinético que agem sobre as duas partículas 

são forças externas ao sistema formado por elas. Como fica o momento linear total das duas 

partículas durante este intervalo de tempo? 

É importante que o(a) estudante seja instigado com novas questões que não são ex-

plicadas nos livros e para as quais ele(a) tem ferramentas para procurar a solução, fazendo da 

aula um espaço crítico do conteúdo que se aprende. 

Para responder a pergunta anterior, tratamos a seguir, em detalhe, a dinâmica desse 

sistema de partículas quando uma delas permanece em repouso num pequeníssimo intervalo 

de tempo antes de inverter o sentido do seu movimento. 

Enquanto as duas partículas 1 e 2, que têm massas iguais, têm velocidades diferentes 

de zero e em sentidos opostos, v1(t) > 0 e v2(t) < 0, respectivamente, a soma de todas as forças 

externas que atuam neste conjunto de partículas é igual ao vetor nulo. A condição (17), válida 

na presente configuração das duas partículas em movimento unidimensional, garante que a 

velocidade do seu CM não varia no tempo enquanto elas têm velocidades diferentes de zero.  

A eq.(16) continua válida, e para o caso em que as duas partículas têm massas iguais, esta 

torna-se:              .                                                Eq. (19) 

v1(0) é a velocidade inicial da partícula 1, com v1(0) > 0, e v2(0) é a velocidade inicial  da par-

tícula 2, com v2(0) < 0. 

Considerando o caso em que uma partícula, por exemplo, a partícula 2 alcança o re-

pouso  no instante  ̅,    ̅   , antes de colidir com partícula 1, temos                                ̅.                                      Eq. (20) 
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Para t ≥  ̅ a variação temporal da velocidade do CM do conjunto de partículas com 

massas iguais, a eq.(11) torna-se                                                                  Eq. (21) 

mostrando que a lei de conservação do momento linear total do sistema das duas partículas de 

massas iguais deixa de valer para t ≥  ̅. 
Outra possibilidade para a configuração das duas partículas na Fig.1, referente à con-

dição µc
(e)

=µc
(d)

=µc, é quando as duas partículas, com massas iguais, colidem antes de parar. 

O sentido do movimento das duas partículas depois da colisão depende do valor do 

coeficiente de restituição e na colisão do movimento unidimensional. Chamamos de tc o ins-

tante em que ocorre a colisão das duas partículas em movimento unidimensional em sentidos 

opostos. O coeficiente de restituição e é definido como                                                                           Eq. (22) 

Se após a colisão as duas partículas se movimentam no mesmo sentido, ou seja, v1(t) 

> 0 e v2(t) > 0, ou v1(t) < 0 e v2(t) < 0, para t > tc, a resultante das forças externas agindo sobre 

elas não é um vetor nulo, uma vez que o sentido das duas forças de atrito agindo sobre os dois 

corpos é o mesmo. Em ambos os casos, a partir da colisão, a velocidade VCM do conjunto 

formado pelas duas partículas não se conserva. 

A partir deste ponto, consideramos em detalhes a situação durante a colisão entre as 

duas partículas, com massas iguais, quando uma das partículas, por exemplo, a partícula 2, 

para em t = tc e reverte o sentido do seu movimento inicial. Durante o intervalo de tempo t ∈ 

[tc, tc+δt], a velocidade da partícula 2 é zero, v2(t) = 0. Durante o intervalo de tempo δt, a for-

ça de atrito que age sobre a partícula 2,  ⃗⃗ a,e
(2) (t), é a força de atrito estático. Durante este in-

tervalo de tempo temos as forças de contato entre os dois corpos. Para simplificar o nosso 

modelo, que descreve esse contato entre as duas partículas, introduzimos uma mola entre elas. 

Na Fig. 2, desenhamos as forças que atuam nas duas partículas durante o intervalo de tempo 

δt, enquanto a partícula 2 está em repouso. Como nosso sistema é composto pelas partículas 1 

e 2, as forças que a mola exerce em ambos os  corpos,  ⃗⃗ m
(1)

(t) e  ⃗⃗ m
(2)

(t), são forças internas e 

não afetam o movimento do CM deste conjunto de partículas. Devido à natureza interna das 

forças entre a mola e as duas partículas, essa simplificação de utilizarmos a mola para visuali-

zar a interação entre os dois corpos não limita os resultados que obtemos para o CM do con-

junto formado pelas duas partículas. Para t ∈ [tc,tc+δt], a equação (11) do CM deste sistema é                                                             Eq. (23) 

para este intervalo de tempo e  ⃗⃗               ̂                                               Eq. (24) 

onde Fa,e
(2) (t) é o módulo da força de atrito estático. O módulo desta força pode variar no 

intervalo 0 ≤ Fa,e
(2)  ≤ µe mg

  , e µe é o coeficiente da força de atrito estático. 



                                                                                           Souza, C. E. R., Thomaz, M. T. C. S. e Souza, D. M.                                  552 

 

 
Fig. 2 – (Figura colorida) As forças que atuam sobre as partículas 1 e 2 quando 

partícula 2 alcança o repouso  em t=tc para inverter o sentido do seu movimento. Neste mo-

mento as velocidades das duas partículas são: v1(tc)≠ 0 e v2(tc) = 0. Incluímos uma mola para 

representar uma colisão mais suave entre as partículas.  

 

A variação da velocidade do CM das duas partículas, com massas iguais, durante o 

intervalo de tempo δt é                          ∫                                                                            ̅                                   ̅                                 Eq. (25) 

onde  ̅      é o valor médio da  força de atrito estático que atua na partícula 2 durante o interva-

lo de tempo δt. 
Uma vez que                       ̅                                     Eq. (26) 

usamos a desigualdade (26) para reescrever a eq.(25),                                                    Eq. (27) 

o que confirma que, durante o intervalo de tempo t ∈ [tc,tc+δt] em que ocorre a colisão entre 

as duas partículas, a velocidade VCM  do conjunto formado por esses dois corpos não se con-

serva. 

Dependendo do valor do coeficiente de restituição e, após a colisão das duas partícu-

las, o sentido de movimento dos dois corpos pode ser oposto e a velocidade do CM dessas 

duas partículas volta a ser uma quantidade conservada novamente. O resultado (27) afirma 

que a velocidade do CM deste conjunto de partículas, com massas iguais, é conservada antes 

e depois da colisão, mas o valor constante da velocidade do CM, VCM, não é o mesmo antes e 

após a colisão. 
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II.2 A não conservação da velocidade do CM do sistema de duas partículas sob ação de 

forças de atrito cinético em D ≥ 2. 

Consideramos um sistema composto de duas partículas deslizando sobre uma super-

fície horizontal bidimensional S (D = 2). A massa da partícula 1 é m1 e m2 é a massa da partí-

cula 2. A rugosidade entre a superfície S e as partículas tem o mesmo valor em qualquer lugar 

desta superfície. As duas partículas e suas trajetórias são apresentadas na Fig. 3a. 

Na Fig. 3b são ilustradas as forças que atuam nos dois corpos. As três forças agindo 

em cada partícula-i são: força peso  ⃗⃗ i, a força normal  ⃗⃗ i e a força de atrito cinético  ⃗⃗   , com i 

= 1, 2. Todas as três forças são forças externas ao sistema formado pelos dois corpos. Uma 

vez que o movimento de ambas as partículas ocorre sobre a superfície horizontal S, temos  ⃗⃗    ⃗⃗     ⃗⃗                                                                  
com i = 1, 2. 

 
      

Fig. 3 – (Figura colorida) (a) Duas partículas, 1 e 2, movendo-se sobre uma superfí-

cie horizontal S. No instante t, as suas velocidades são  ⃗⃗ 1(t) e  ⃗⃗ 2(t), respectivamente. (b) De-

senhamos as forças que atuam sobre as duas partículas, incluindo as forças de atrito cinéti-

co,  ⃗⃗ a
(i)

, i = 1, 2, que agem sobre elas. 

 

As equações de movimento das partículas são:     ⃗⃗       ⃗⃗                                                      Eq. (29) 

O sentido da força de atrito cinético  ⃗⃗ a
(i)

 em cada partícula é contrário ao sentido do 

vetor velocidade  ⃗⃗     de cada partícula-i, i = 1, 2, em cada instante t. O coeficiente de atrito 

cinético vale µc. Para i = 1, temos  ⃗⃗              ⃗⃗     ⃗⃗                                                 Eq. (30a) 

com  ⃗⃗ 1(t) ≠  ⃗⃗ . 
Para i = 2, temos  ⃗⃗              ⃗⃗     ⃗⃗                                                 Eq.(30b) 

com  ⃗⃗ 2(t) ≠  ⃗⃗ . 
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O vetor velocidade do CM do sistema,  ⃗⃗ CM (t), é dado pela eq.(7). A derivada tempo-

ral desta equação é igual a Eq. (12a), que escrita em termos das forças das Eq. (30a) e (30b), 

que agem sobre as duas partículas, fica:   ⃗⃗                     ⃗⃗     ⃗        ⃗⃗     ⃗                                   Eq. (31) 

com  ⃗⃗       ⃗⃗  e  ⃗⃗       ⃗⃗ . Para um movimento bidimensional (D = 2), ou até tridimensi-

onal (D = 3), os vetores  ⃗⃗ 1(t) e  ⃗⃗ 2(t) não são colineares, de forma que o lado direito da equa-

ção (31) nunca é igual ao vetor nulo. A variação temporal do vetor  ⃗⃗ CM (t) é não nula, de for-

ma que, pelas equações (9) e (10a) o momento linear total do sistema das partículas não se 

conserva quando as forças de atrito cinético estão agindo sobre as duas partículas que se mo-

vem em D ≥ 2. A conservação do momento linear total de um sistema de partículas na presen-

ça de forças de atrito cinético em D ≥ 2 pode acontecer somente quando neste conjunto de 

partículas temos três ou mais partículas. 

III. Montagem experimental: dois blocos circulares com massas iguais deslizando sobre 
uma superfície com atrito 

Na seção anterior, mostramos que, para certas configurações espaciais, é possível ter 

a conservação da velocidade instantânea do CM de um conjunto formado por duas partículas, 

se movendo unidimensionalmente em sentidos opostos sob a ação de forças de atrito cinético 

antes da colisão entre elas. Também foi mostrado que esta conservação não é válida quando 

as duas partículas se movem em D dimensões, com D ≥ 2.  

Na Fig. 4, apresentamos uma configuração experimental simples, que ser pode fa-

cilmente reproduzida na sala de aula, que utilizamos para testar experimentalmente algumas 

previsões teóricas apresentadas na seção II. Filmamos dois blocos circulares deslizando sobre 

uma madeira MDF com dimensões: comprimento D = (200,40 ± 0,01)cm, espessura h = (1,64 

± 0,01)cm, e largura d = (23,60 ± 0,01)cm, no estudo do movimento unidimensional dos blo-

cos, e d = (30,05 ± 0,01)cm no estudo do movimento bidimensional.  

Os dois blocos deslizam sobre uma placa de madeira. O valor do coeficiente de atrito 

cinético entre as superfícies de contato é aproximadamente o mesmo durante todo o movi-

mento dos dois blocos sobre a placa de madeira. Neste arranjo experimental, a condição (15) a 

ser satisfeita para termos a conservação da velocidade do seu CM no movimento unidimensi-

onal impõe que as massas dos dois blocos circulares tenham o mesmo valor. As massas dos 

blocos A e B que utilizamos na montagem experimental são: mA = mB = (13,6 ± 0,1)g. Os dois 

blocos são feitos de PVC e estão  ilustrados na Fig. 5. 
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Fig. 4 – Esquema da montagem experimental para estudar os movimentos uni e bi-

dimensionais de dois blocos circulares A e B, sobre uma placa de madeira MDF, com atrito. 

A tábua de madeira tem dimensões D × d × h, cujos valores estão no texto. Dois atiradores 

mecânicos são colocados nas duas extremidades da placa de madeira, de forma a iniciar o 

movimento dos discos. 

 

 
      

Fig. 5 – Descrição das dimensões dos dois blocos circulares PVC, com i = A e B, 

que se movem sobre a placa de madeira. As dimensões dos blocos são apresentadas no texto. 

 

As dimensões dos blocos são ligeiramente diferentes: 

i) bloco A: DA = (3,83 ± 0,01)cm, DA’= (2,57 ± 0,01)cm, dA = (1,78 ± 0,01)cm e 

 hA = (1,25 ± 0,01)cm; 

ii) bloco B: DB= (3,83 ± 0,01)cm, DB’= (2,54 ± 0,01)cm, dB = (1,73 ± 0,01)cm e 

 hB = (1,25 ± 0,01)cm. 

Um atirador mecânico impulsiona o bloco, colocando-o em movimento. Os dois ati-

radores mecânicos estão localizados nos extremos da madeira (veja a Fig. 4). Os movimentos 

dos dois blocos sobre a placa de madeira são filmados por uma câmera de um smartphone 
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A precisão na posição dos blocos A e B (as linhas cruzadas desenhadas na parte supe-

rior dos blocos) é determinada pelo aplicativo Tracker através do posicionamento da imagem 

dos blocos. Denominamos as incertezas nas componentes dos vetores posição dos blocos A e 

B de:    ̅̅ ̅̅ ̅ e    ̅̅ ̅̅ ̅ , e    ̅̅ ̅̅ ̅ e    ̅̅ ̅̅ ̅ , respectivamente. Os seus valores são:    ̅̅ ̅̅ ̅     ̅̅ ̅̅ ̅       ,                                    Eq. (32a)    ̅̅ ̅̅ ̅     ̅̅ ̅̅ ̅                                            Eq. (32b) 

O intervalo de tempo entre dois quadros consecutivos no filme, ∆t, é                                                       Eq. (33a) 

A incerteza informada pelo aplicativo Tracker na obtenção de quadros sequenciados 

do filme,   ̅̅ ̅, é   ̅̅ ̅                                                               

Substituindo os valores das incertezas (32a) - (33b) no lado direito do resultado 

(B.5), este nos dá os valores das barras de erros das componentes dos vetores velocidades dos 

blocos A, B e do seu CM, vi
(J) (t) ± ∆vi

(J) (t), com i = x e y, e J = A, B e CM,                                                        Eq. (34 a)                                                      Eq. (34 b)                                                        Eq. (34c)                                                     Eq. (34 d) 

sendo que em (34a) e (34c) temos J = A e B. A contribuição da incerteza na medida do tempo,   ̅̅ ̅  nas barras de erro das velocidades dos dois blocos e do CM é insignificante e, portanto, 

nós a negligenciamos. 

A Fig. 7 mostra o gráfico das componentes x dos vetores velocidade dos blocos A e 

B, e do CM do sistema formado por estes dois blocos, com suas respectivas barras de erro. Os 

melhores ajustes das componentes x dessas velocidades, durante o intervalo de tempo t ∈ 

[0,000s, 0,399s], são                                                         Eq. (35a)                                                              Eq. (35b)                                                        Eq. (35c) 

As expressões (35) mostram que a velocidade do CM dos blocos A e B ao longo da 

direção x é (em boa aproximação) constante durante o intervalo de tempo t ∈ [0,000s, 0,399s], 

quando a força resultante em cada bloco é uma força de atrito cinético. Observe na Fig. 7 e 
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nas expressões (35a) e (35b) que o módulo da componente x das velocidades dos blocos A e B 

diminuem durante o mesmo intervalo de tempo. 

As barras de erro nos gráficos de VCM × t estão em torno de 9.2%, embora as barras 

de erro nas medidas das componentes x da velocidade dos corpos A e B, vx
(A) e vx

(B), estão em 

torno de 0.7%. Essa diferença nos valores dessas barras de erro decorre do fato de que os va-

lores de VCM(t) são muito pequenos. As barras de erro nas medidas de VCM(t) podem ser dimi-

nuídas em um experimento mais sofisticado, mas esse não foi o nosso objetivo. 

Dos dados da Tabela A1 verificamos que as componentes y dos vetores velocidade 

dos blocos A e B variam no intervalo: vy
(A) ∈ [−2,387×10-2(m/s ),  −7,099×10-3(m/s)], e vy

(B) ∈ 

[779 × 10-2( m/s), 3, 432 × 10-2(m/s)], durante o intervalo de tempo t ∈ [0,000s, 0,399s], que 

nos dá que durante este intervalo de tempo temos |vx
(J)| ∼ 102 × |vy

(J)|, com J = A e B. O valor 

médio dos ângulos desenhados na Fig. 6 são  ̅  = −0,595º e  ̅   0,974º, para o mesmo inter-

valo de tempo. 

Comparando os valores das componentes y dos vetores velocidade dos blocos A e B, 

e de suas respectivas incertezas, eq.(34), verificamos que os módulos dessas últimas são mai-

ores do que os valores de vy
(J), com J = A, B. Embora não possamos fazer uma afirmação 

quantitativa sobre os valores de vy
(J), J = A, B, podemos afirmar que vx

(J)∼102×vy
(J), J = A, B, 

mostrando que o movimento dos dois blocos, cujas velocidades são apresentadas na Fig.7, é 

aproximadamente um movimento unidimensional. Neste caso, o melhor ajuste de Vx
(CM) (t),  

eq.(35c), mostra que, dentro das incertezas experimentais, a velocidade do CM dos blocos A e 

B que se deslocam em sentidos opostos ao longo da linha preta é constante durante o intervalo 

de tempo t ∈ [0,000s, 0,399s], quando a resultante das forças que atuam em cada bloco é ape-

nas a força de atrito cinético e os blocos ainda não colidiram. 

A análise da Fig.7 nos diz que os módulos das velocidades dos blocos A e B diminu-

em ao longo do tempo. Este resultado está em concordância com a diminuição da energia ci-

nética de cada bloco devido a ação da força de atrito cinético sobre cada um deles. No entan-

to, no movimento do CM do sistema formado pelos dois blocos (veja a eq.(12a)), as duas for-

ças de atrito cinético agem simultaneamente sobre a mesma partícula fictícia localizada neste 

CM, levando ao cancelamento do efeito dessas duas forças quando os dois blocos têm massas 

iguais e se movimentam em sentidos opostos. Por isso, a velocidade do CM do sistema com-

posto pelos dois blocos de PVC se conserva ao longo do intervalo de tempo considerado para 

a obtenção dos dados da Tabela A1, apesar de forças dissipativas agirem sobre a partícula 

fictícia localizada neste CM. 
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Fig. 7 – (Figura colorida) Gráfico da componente x das velocidades dos blocos A e 

B, e do CM do sistema composto por esses dois blocos, versus tempo, vx
(J)

× t, J = A,B e CM, e 

suas respetivas barras de erro. As linhas desenhadas no gráfico correspondem ao melhor 

ajuste de cada conjunto de dados experimentais. Os pontos vermelhos descrevem a velocida-

de vx
(A)

 (t), os pontos verdes pertencem a velocidade vx
(B)

 (t) e os pontos pretos são os valores 

da velocidade vx
(CM)

 (t). 

      

III.1.2 O movimento bidimensional (D = 2) dos dois blocos com massas iguais  

Usamos uma tábua de madeira de MDF de largura (30,05 ± 0,01)cm para estudar o 

movimento dos blocos A e B em duas dimensões espaciais (D = 2). Na Fig. 8, desenhamos as 

trajetórias seguidas pelos blocos A e B nos seus respectivos movimentos. As suas dimensões e 

valores das massas são apresentadas na subseção III.1.1. 

Na Tabela A2, apresentada no Apêndice A, temos os valores das componentes x e y 

dos vetores velocidade dos blocos A, B, e do CM do sistema formado pelos dois blocos circu-

lares de PVC, durante o intervalo de tempo t ∈ [0,000s, 0,500s], quando a força resultante que 

atua em cada corpo é a força de atrito cinético. 
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Fig. 8 – (Figura colorida) Um esboço dos caminhos percorridos pelos dois blocos 

circulares de PVC no movimento bidimensional deste conjunto. 

 

Uma rápida verificação nos dados da Tabela A2 nos permite constatar que a compo-

nente x do vetor velocidade do CM do sistema dos dois blocos,  ⃗⃗ CM (t), é aproximadamente 

constante durante o intervalo de tempo t ∈ [0,000s, 0,500s], enquanto que no caso presente, 

não podemos negligenciar a componente y de  ⃗⃗ CM (t), uma vez que suas barras de erro são 

muito menores do que seus respectivos valores. Desenhamos na Fig. 9a os valores das com-

ponentes x e y do vetor velocidade do CM do conjunto formado pelos dos dois blocos de PVC 

que seguem os caminhos bidimensionais desenhados na Fig. 8. 

Os dados medidos das componentes x e y das velocidades dos dois blocos nesta mon-

tagem experimental são apresentados na Tabela A2. Esses dados nos permitem concluir que o 

vetor momento linear do CM não se conserva durante o movimento bidimensional quando os 

dois corpos estão sob a ação das forças de atrito, concordando com a previsão teórica discuti-

da na subseção II.2. Desta forma, mostramos como a força de atrito cinético modifica o mo-

mento linear total de duas partículas em movimento bidimensional. Lembramos que esse tipo 

de força pertence ao nosso dia a dia e que é importante entendermos como ela interfere no 

movimento dos corpos. 

A não conservação do vetor  ⃗⃗ CM (t) do sistema composto pelos dois blocos de PVC, 

de massas iguais, em movimento bidimensional durante o intervalo de tempo t ∈ [0,000s, 

0,500s] fica clara na evolução no tempo do vetor  ⃗⃗ CM (t) apresentada na Fig. 9b. Neste gráfi-

co, desenhamos os vetores velocidade dos blocos A, B e do CM desses corpos. Observe que o 

módulo e a direção do vetor  ⃗⃗ CM (t) varia durante este intervalo de tempo. 

IV. Conclusões 

Quando andamos ou corremos, assim como corpos que deslizam sobre uma superfí-

cie, estamos todos sujeitos a forças de atrito estático e cinético. É sempre importante saber 

como essas forças com que convivemos diariamente interferem no movimento dos corpos. 

Essas forças interferem diretamente nos movimentos ora de “forma desejável”, como a ade-

rência de pneus de automóveis no asfalto, ora de “forma indesejável”, como em situações em 
que o atrito exige o gasto de combustível para manter o carro em movimento. O atrito é um 

assunto importante, objeto de estudos científicos e tecnológicos. A ação desse tipo de força 

deve ser abordada tanto no Ensino Médio quanto no Ensino Superior, de forma que os estu-
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dantes aprendam sobre fenômenos que tenham por origem as forças de fazem parte do seu 

cotidiano. 

                 
 

                                                                                                                             
      

Fig. 9 – (Figura colorida) (a) os gráficos das componentes x e y do vetor  ⃗⃗ CM (t) do 

sistema formado pelos blocos A e B no movimento bidimensional representado na Fig.8. Os 

pontos no gráfico (a) nas curvas Vx
(CM)

×t e Vy
(CM)

×t são representados pelos quadrados ver-

melhos e os círculos pretos, respectivamente.  (b) as velocidades vetoriais dos blocos A (setas 

vermelhas), B (setas azuis) e do CM dos dois blocos (setas pretas) ao longo de suas respecti-

vas trajetórias sobre a madeira de MDF. Em ambas as figuras, o tempo t varia no intervalo t ∈ [0,000s, 0,500s].  

 

Neste artigo, discutimos casos particulares da atuação da força de atrito cinético que 

podem ser abordados em aula pela(o) docente de maneira a complementar a discussão das 

forças de atrito com suas (seus) alunas(os). Em particular, mostramos formal e experimental-
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mente que a velocidade VCM do CM de um sistema formado por duas partículas em movimen-

to ao longo de uma reta, sob a ação de forças de atrito cinético, que são forças externas ao 

sistema formado pelos dois corpos, se conserva antes da colisão quando uma partícula se des-

loca em direção a outra. Demonstramos teoricamente a conservação de VCM no movimento 

unidimensional (D = 1) das duas partículas com diferentes coeficientes de atrito cinético entre 

elas e a superfície sobre a qual deslizam, quando os dois corpos se deslocam em sentidos 

opostos e a condição (15) também é satisfeita. No caso unidimensional em que temos um úni-

co valor para o coeficiente de atrito cinético entre os blocos e a superfície sobre a qual desli-

zam, mostramos que a velocidade do CM do conjunto formado pelos dois corpos que possu-

em massas iguais e se deslocam em sentidos opostos, VCM (t), varia apenas durante o intervalo 

de tempo em que ocorre a colisão entre os dois corpos. Nesta situação, o valor da VCM (t), 

antes e após a colisão, é constante em cada uma dessas fases do movimento dos dois corpos. 

No entanto, o valor de VCM (t) nessas duas partes do movimento é diferente. Neste trabalho 

chamamos a atenção de que a conservação do momento linear total de um conjunto de duas 

partículas sob a ação de forças de atrito cinético externas é diferente da conservação dessa 

quantidade física nos exemplos discutidos nos livros-texto utilizados nos Ensinos Médio e 

Superior, quando o vetor momento linear total do sistema é constante durante todo o movi-

mento dos corpos, incluindo o intervalo de tempo durante o qual os corpos estão colidindo. 

Realizamos uma montagem experimental, facilmente reprodutível em sala de aula, 

para verificar experimentalmente os resultados teóricos obtidos na subseção II.1. Na subseção 

III.1 analisamos os dados obtidos do filme da colisão dos dois blocos de PVC, de massas 

iguais, em movimento quase unidimensional e em sentidos opostos. Esses dados estão dispo-

níveis na Tabela A1 e no gráfico da Fig. 7. Mostramos que, dentro das incertezas experimen-

tais, a velocidade do CM desse conjunto se conserva antes da colisão entre eles. Lembramos 

que antes da colisão entre os dois blocos de PVC eles também estão sob a ação de forças de 

atrito cinético. 

Mostramos matematicamente na subseção II.2, que o vetor velocidade do CM de um 

sistema formado por duas partículas com massas iguais,  ⃗ CM (t), não se conserva quando elas 

percorrem trajetórias não colineares em D dimensões, com D ≥ 2.  

Também filmamos o movimento não colinear dos dois blocos de PVC deslizando 

sobre a superfície de madeira MDF. Os dados experimentais obtidos da análise das imagens 

desse movimento via aplicativo Tracker estão disponíveis na Tabela A2 e nos gráficos nas 

Fig. 9a e 9b. Eles apoiam a conclusão de que o vetor velocidade do CM deste conjunto for-

mado pelos blocos A e B,  ⃗ CM (t), não se conserva antes da colisão dos dois blocos de PVC, 

corroborando nossa previsão teórica discutida na subseção II.2. 

Finalmente é muito interessante mostrar que forças de atrito cinético, que são forças 

dissipativas, que levam a não conservação da energia mecânica total de um sistema de partí-

culas, podem também levar a conservação do momento linear total desse sistema. 
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Apêndices 

Apêndice A – Tabelas das componentes de velocidade dos dois blocos e do seu CM nos 

movimentos uni e bidimensional 

Na Tabela A1 apresentamos os valores das componentes x e y do vetor velocidade 

dos blocos A e B, e do CM destes dois blocos de PVC, obtidos da análise do filme por meio 

do programa Tracker. 

Os dados desta tabela correspondem ao intervalo de tempo t ∈ [0s, 0,370s], anterior a 

colisão entre os dois blocos de PVC. Os blocos possuem movimento quase unidimensional e 

se deslocam em sentidos opostos. 
 

Tabela A1 – Dados das componentes x e y dos vetores velocidade dos blocos A e B e do CM 

do conjunto formado por esses dois corpos no movimento (quase unidimensional) em função 

do tempo. 
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A Tabela A2 tem os valores das componentes x e y das velocidades dos blocos A, B, 

e do CM do sistema formado pelos dois blocos circulares de PVC, durante o intervalo de 

tempo t ∈ [0,000s, 0,500s], quando a força resultante de cada corpo é a força de atrito cinéti-

co. Os corpos possuem movimento bidimensional sobre a placa de madeira MDF, desenhado 

na Fig. 8. 

 

Tabela A2. Os dados das componentes x e y das velocidades dos blocos A e B no movimento 

bidimensional (D = 2), como uma função do tempo t, e das componentes x e y do CM do con-

junto formado por esses dois blocos, também em função do tempo. 
 

 

Apêndice B – Cálculo das barras de erro na medida das componentes dos vetores veloci-

dade dos blocos 

Nas montagens experimentais, as medidas de quantidades físicas possuem incertezas 

de tal forma que o valor medido dessas grandezas está compreendido dentro de um intervalo 

de valores possíveis. 

As incertezas nas medidas de grandezas físicas e seu tratamento são bem estudados 

em livros-texto do Ensino Superior (como, por exemplo, nas referências: TOPPING, 1972; 

TAYLOR, 1997; VOULO, 1996), mas, em geral, não são tratados em livros-texto de Física 

do Ensino Médio. Para auxiliar o(a) estudante neste tópico, apresentamos aqui uma maneira 
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simples de calcular as barras de erro na medida da velocidade dos discos que se deslocam 

sobre a placa de madeira MDF em movimento unidimensional (D=1). 

Para isso, considere   ̅̅̅̅  como sendo a incerteza na posição de um dos blocos, ∆t e   ̅̅ ̅ 

o intervalo de tempo entre dois quadros consecutivos no filme realizado pelo smartphone e a 

incerteza na medida do instante de tempo, respectivamente, tal que,   ̅̅ ̅                                                           Eq. (B.1) 

Num movimento unidimensional, a velocidade instantânea do corpo i, i = 1, 2, é uma 

função que depende das variáveis xi,   ̅̅̅̅ , t, ∆t e   ̅̅ ̅  vi (xi,   ̅̅̅̅         ̅̅ ̅), que é definida como         ̅̅̅̅         ̅̅ ̅           ̅̅̅̅         ̅̅̅̅       ̅̅ ̅      ̅̅ ̅ .                  Eq. (B.2) 

Da equação anterior, o valor máximo da velocidade que a partícula i pode adquirir no 

tempo t é                 ̅̅̅̅        ̅̅̅̅       ̅̅ ̅      ̅̅ ̅                ̅̅̅̅      ̅̅ ̅ .                  Eq. (B.3) 

Usamos a desigualdade (B.1) para expandir o l.d. da eq.(B.3) até primeira ordem nas 

incertezas   ̅̅̅̅  e   ̅̅ ̅,                    ⏟                  ̅̅ ̅      ̅̅̅̅  ,                     Eq. (B.4) 

sendo que     é o valor central da velocidade da partícula-i dentro do intervalo de valores 

mínimo e máximo que ela pode assumir, devido as incertezas nas medidas de posição e tem-

po. 
A metade da barra de erro na medida da velocidade do i-ésimo corpo,    vi(t) é defi-

nida como                                      ̅̅ ̅      ̅̅̅̅         Eq.(B.5) 
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