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Resumo

O momento de inércia de um corpo é uma grandeza estudada em muitas
disciplinas introdutorias de fisica, nos cursos de ciéncias exatas do
ensino superior, em sua maioria numa abordagem puramente tedrica e
com maior énfase nos corpos com distribuicdo de massa homogénea,
devido a complexidade do problema. Para mostrar como isso pode ser
afetado quando ndo existe essa homogeneidade é apresentado, neste
trabalho, um método, baseado na andlise de video, que busca avaliar o
movimento de um anel sobre um plano em diferentes dngulos de
inclina¢do. Os resultados mostram que a metodologia é eficiente na
determinagdo do momento de inércia de um anel homogéneo, uma vez
que para esse tipo de objeto o raio de giragdo esperado é igual a 1 e o
valor obtido foi de 0,97, isto é, um desvio de 3% em relagdo ao valor
teorico. Esse resultado serviu para validar o valor de 0,66 do raio de
giragdo de um anel ndo homogéneo era o correto, visto também ter
apresentado variagdo aproximada de 3% entre os valores obtidos.
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Abstract

The moment of inertia of a body is a quantity studied in many
introductory physics subjects, in the exact sciences courses of higher
education, mostly in a purely theoretical approach and with greater
emphasis on bodies with homogeneous mass distribution, due to the
complexity of the problem. In order to show how this can be affected
when this homogeneity does not exist, this work presents a method, based
on video analysis, that seeks to evaluate the movement of a ring on a
plane at different angles of inclination. The results show that the
methodology is efficient in determining the moment of inertia of a
homogeneous ring, since for this type of object the expected rotation
radius is equal to 1 and the value obtained was 0.97, that is, a 3%
deviation from the theoretical value. This result serves to validate the
value of 0.66 of the rotation radius of a non-homogeneous ring, which
was correct, since it also showed an approximate variation of 3%
between the values obtained.

Keywords: Inclined Plane; Physics Teaching; Body Rotation.

I. Introducao

E conhecido, a partir dos principios discutidos nos temas de mecénica, que a inércia
esta associada a tendéncia de um corpo qualquer permanecer em repouso ou em movimento
uniforme, sendo que esse estado somente serd alterado quando sobre ele for aplicada de uma
forca motriz. Essa ideia, presente na Primeira Lei de Newton, pode nos fazer considerar
apenas a situacdo de um corpo em translacdo, no entanto, podemos e devemos considerar a
condic¢do associada a rotagao deste em torno de um determinado eixo de sua configuracgao.

No caso de um disco, por exemplo, podemos definir alguns eixos de interesse para
analise, um deles passando pelo centro e outro paralelo ao vetor normal a sua superficie (Fig.
1). Nessa condigdo somos capazes de perceber que existem diferencas significativas quanto a
colocar o disco em rotagdo, mesmo que as caracteristicas de massa e densidade permanegam
inalteradas.

A questdo € que existe uma diferenca significativa no esfor¢o necessario para colocar
esses corpos em movimento em torno de um eixo, na fisica o parametro que informa o quao €
dificil girar um corpo ou mudar seu estado de rotacdo ¢ conhecido como momento de inércia.
O conhecimento deste pardmetro ndo ¢ de interesse apenas académico, mas também com
relevancia nos estudos para determinar a forca necessaria que pode ‘“curvar” uma viga
(BEZERRA, 2011), conhecer o grau de facilidade ou ndo com que um pilar de concreto pode
se curvar (CLASEN; VITO, 2013) e também avaliar o espacamento entre os niveis
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rotacionais de uma molécula, por essa grandeza ser inversamente proporcional ao seu
momento de inércia (OLIVEIRA, 2001), entre outras aplicacoes.

. L

Fig. 1 — Duas possibilidades distintas de rotagdo de um disco circular (Acervo dos
autores).

De uma forma bem direta, no caso de um sistema de »n particulas girando em torno de
um eixo o momento de inércia, 7, medido em quilograma-metro quadrado (kg.m?”) ¢ descrito
matematicamente pela expressao (ALONSO; FINN, 1972):

1=3mr (1)
i=1

em que m; sdo as diferentes massas que giram a certa distancia ; do seu eixo.

Para um sistema continuo de particulas, como € o caso dos corpos extensos, a medida
do momento de inércia pode ser realizada integrando o produto das » massas em cada ponto
pelo quadrado da distancia até o eixo em que estd sendo considerada a rotagdo (ALONSO;
FINN, 1972):

1= Jcrzdm (2)

Um ponto importante ¢ que a medida dessa grandeza estd ligada diretamente a
quantidade e a forma com que a sua massa estd distribuida em torno do eixo de giro, dessa
maneira corpos com diferentes caracteristicas geométricas € mesma massa podem ter
diferentes momentos de inércia, como exemplo pode-se citar o caso de um cilindro macico
que possui momento de inércia menor que de uma casca cilindrica de mesma massa, em
relacdo ao eixo central de rotacdo (ALONSO; FINN, 1972) (Fig. 2).

v

Fig. 2 — O momento inércia de um cilindro maci¢o, que gira em torno do eixo
’ 2 .77 . J 2
central, é de mr°/2, enquanto que de uma casca cilindrica é de mr® (Acervo dos autores).
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Um aspecto importante sobre o0 momento de inercia ¢ que ele pode ser representado,
de forma geral, considerando a tridimensionalidade do objeto analisado, fazendo com que seja
possivel descrever o chamado tensor de inercia, I, da forma (ABDULGHANY, 2017):

_ Ixx [xy Ixz
I=\1, I, I, €)
Ixz Iyz [zz

sendo que /;; indica o momento de inércia quando este sofre uma rotagdo em relagdo a certa
direcdao. Nesse ponto ¢ conveniente lembrar que:

Como nos vetores, um tensor ndo depende do sistema de coordenadas em que é
expresso. Isso significa que, se o tensor de inércia for expresso em dois sistemas de
coordenadas diferentes, as matrizes que o representam serdo diferentes, mas o

proprio tensor ndo sera alterado (US, 2018).

No caso especifico de um cilindro oco, com raios 7| e ,, 0 seu tensor de inércia, em
coordenadas cilindricas, ¢ totalmente escrito da forma (CT, 2015):

2

(rlz +ry )+ L? 0 0
L cilindro — % 0 (’”12 +7y )+ %2 0 “4)
0 0 2(7/12 + rzz)

tal que m ¢ a massa, L ¢ o comprimento e | € 7, sd0 0s raios, respectivamente, interno e
externo do cilindro.

A questdo € que apesar de parecer simples, a determinacgdo analitica do momento de
inércia requer um certo esfor¢o algébrico, como mostrado por Breitschaft e Barbosa (2014),
dependendo da forma geométrica do corpo analisado e do eixo em que este entrard em
rotacdo. Nesse estudo sdo apresentadas as duas maneiras de andlise mais comum para a
obtencao do momento de inércia, onde uma delas faz uso do “Teorema dos Eixos Paralelos”,
também conhecido como “Teorema de Steiner”, e a outra “Teorema dos Eixos
Perpendiculares”.

E importante salientar, como dito por Macedo e Macedo (2002, p. 197), que: “o
calculo do momento de inércia se reduz a um fator geométrico, igual para todos os corpos de
mesma forma e tamanho”, sendo assim uma grandeza importante associada a rota¢ao dos
corpos ¢ denominada de raio de giragdo, K, usado para informar a que distancia do eixo a
massa, m, poderia ser concentrada sem produzir mudangas no momento de inércia, /, € escrito

K=ﬁ (5)
m
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I1. A possibilidade de medida experimental do momento de inércia

Apesar da existéncia do método analitico de obtengdao do momento de inércia, em
alguns casos, para corpos com geometria complexa, a metodologia ndo ¢ vidvel. Uma
alternativa possivel, em relagdo ao procedimento teoérico, ¢ fazer uso da via experimental,
avaliando a capacidade de giro do objeto analisado quando sobre ele ¢ aplicada uma for¢a. No
caso de um disco oco, por exemplo, a medida do momento de inércia pode ser realizada
analisando a rotagdo do mesmo quando em sua borda ¢ colocada certa massa, m, e esta se
movimenta entre dois pontos no eixo vertical uma altura # (MACHADO; GALVAO,
SZMOSKI, 2014) (Fig. 3).

QO

Fig. 3 — Figura esquematica do sistema proposto por Machado, Galvdo e Szmoski

(2014) para determina¢do do momento de inércia de um disco.

Segundo os autores a energia no ponto mais alto, 4, do movimento de certa massa m
sob a acdo da aceleragdo da gravidade local, g, pode ser escrita como:

E . =mgh (6)

alto
enquanto que, no ponto mais baixo do movimento, era descrita da seguinte forma:

2 2

mv-  lw
E, =— 4" 7
baixo 2 2 ( )

Sendo @ a velocidade angular adquirida pelo disco, v a velocidade no ponto mais
baixo e / o momento de inércia do disco. Uma vez que pelo principio da conservacao as
energias nos pontos alto e baixo do movimento devem ser iguais, ¢ possivel obter uma
expressao analitica para a determina¢do do momento de inércia nessa condicdo (MACHADO;
GALVAO, SZMOSKI, 2014):

;- Lgi—v’) _Vz)m ®)

2
9

No caso de um cilindro descendo um plano inclinado (Fig. 4), onde hé atrito entre
objeto e a superficie, existe o rolamento do mesmo, ndo um deslizamento como nas situagdes
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onde nao ha resisténcias, e nesta situacdo a determinacdo da aceleragdo do centro de massa
(CM) pode ser realizada a partir do estudo das forgas aplicadas sobre o cilindro: forga de
atrito, fy, for¢a normal, N, e forca peso, P.

Sentido da rotagdo

Sentido do movimento do cilindro

do CM
—

Fig. 4 — Figura esquematica do deslocamento de um cilindro descendo um plano
inclinado com atrito (Acervo dos autores).

Quando s3o levados em conta todos os parametros mencionados anteriormente ¢é
possivel obter momento de inércia, 7, a partir da relacao (PRIMA et al., 2012):

I= [ism(e)— 1er2 (9)
Aem

sendo g a aceleracdo da gravidade no local de realizacdo da atividade, acys a aceleracdo de

centro de massa, que representa a aceleragao do cilindro, # a inclinagdo do plano em relagdo a

horizontal, m a massa do cilindro ¢ » o raio da seccao reta do cilindro. Nesse caso, uma vez

que o momento de inércia é sempre constante, a razao entre o seno do angulo de inclinagdo e

a aceleracdo do centro de massa também sera constante.

Devido a complexidade do problema, uma possibilidade que se mostra bastante
eficiente para determinacdo dessa grandeza nas aulas laboratoriais ¢ pela utilizagdo da
chamada analise de video onde a partir da gravagdo do movimento do corpo de interesse e
posterior andlise da imagem, com o uso de um sofiware adequado, € possivel obter o
momento de inércia como mostrado em trabalhos sobre o tema (EADKHONG et al., 2012;
MEARS, 2015; MULHAYATIAH et al., 2018; PRIMA et al., 2016).

A ideia basica do método estd numa sequéncia de passos que parte da montagem do
experimento com o qual se busca analisar uma certa grandeza fisica. Realiza-se a filmagem
usando um equipamento para esse fim, que pode ser uma camara fotografica ou um
smartphone que possua essa funcdo, posteriormente, transfere-se o video para um software a
fim de analisa-lo, com isso, faz-se a verificacdo dos resultados diretamente nesse programa,
caso isso seja possivel, ou sendo os dados coletados podem ser levados a um software grafico
que permita compreender o fendmeno (Fig. 5).
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* Montagem do Experimento;

* Filmagem do experimento;

E 3 * Transferéncia do arquivo de imagem
ta pa para o software que fara a analise;

Eta pa 4 * Analise do resultados.

Fig. 5 — Sequéncia para realizagdo do estudo de um experimento usando a andlise

de video (Acervo dos autores).

A grande vantagem dessa metodologia, expressa por Leitdo, Teixeira ¢ Rocha
(2011), estd num conjunto de possibilidades que ela permite:

Algumas facilidades devem ser destacadas na andlise do video como, por exemplo,
a possibilidade de retornar a algum momento (quadro) da experiéncia em especial
visualizando o fenémeno e refazer o tratamento dos dados quantas vezes for
necessdrio. E possivel analisar num sé video o trajeto de mais de um corpo que se
movem simultaneamente, permitindo assim uma correla¢do direta entre as
grandezas fisicas que estdo sendo estudadas, comparando tabelas e graficos com
muita comodidade. Também é possivel, e muito valioso do ponto de vista educativo,
aliar o tratamento de video sobre uma experiéncia com o uso de sensores medindo
uma grandeza fisica em tempo real. (LEITAO; TEIXEIRA; ROCHA, 2011, p. 24)

I11. Metodologia de analise

Na realizacao do estudo proposto nesse trabalho a metodologia empregada foi similar
a sequéncia apresentada na Fig. 5, considerando como objeto de anélise um anel de aco com
diametro de 2,50 £ 0,05 cm e altura de 0,80 + 0,05 cm. No entanto a abordagem se baseou na
condicdo onde a massa, supostamente, estava distribuida de forma homogénea e na outra onde
foram adicionadas pequenas esferas de chumbo numa certa regido com o objetivo de deslocar
o centro de massa (Fig. 6).

Durante o processo de andlise o anel foi colocado para se deslocar sobre um plano de
aluminio, para diferentes angulos de inclinagdo, onde seu movimento foi gravado, a uma taxa
de 60 quadros por segundo (fps), a partir de um smartphone posicionado nas proximidades do
sistema (Fig. 7).

950 Caderno Brasileiro de Ensino de Fisica, v. 37, n. 2, p. 944-956, abr. 2020.



Fig. 6 — Detalhe do anel utilizado na atividade, a esquerda ele na condi¢cdo
homogénea e a direita com a adi¢do de esferas de chumbo, condi¢do ndo homogénea (Acervo

dos autores).

Fig. 7 — Representagdo geral da montagem do experimento, para realiza¢do da
medida (Acervo dos autores).

As imagens obtidas desse movimento foram analisadas no software Tracker®, que se
caracteriza por ser uma ferramenta gratuita de analise e modelagem de video construida em
Java Open Source Physics (OSP) e que foi projetado para ser usado no ensino de fisica
(BROWN, 2019), buscando obter as informagdes das grandezas de interesse do problema.

IV. Resultados e discussao

Apesar dos resultados do momento de inércia de objetos cilindricos ja terem sido
discutidos em outros trabalhos, a proposta aqui foi mostrar que existem diferengas
significativas no caso de ndo haver homogeneidade de um corpo com essa geometria. Assim,
na primeira analise do movimento dos anéis buscou-se verificar se a aceleracdo teve um
aumento, em funcao do angulo de inclinacdo do plano, de forma linear, independente da
configuracdo de distribuicdo da massa. Isso foi realizado analisando a equagdo (9), pois a
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partir dela € possivel reescrever uma relacdo para a aceleracdo (aane) em funcdo das outras
grandezas j4 mencionadas, da forma aproximada, como:
~ &
am,,~k+16? (10)
que ¢ uma fun¢do afim com coeficiente linear zero, onde k, no caso do anel homogéneo tem
valor igual a um (1,0) e que para um angulo méaximo de 15° difere da expressao com o seno
em torno de 5,5% que consideramos razoavel dentro da proposta.

Nessa situacdo o esperado ¢ um movimento uniformemente variado nas condig¢des
especificas do anel, visto que a aceleracdo, segundo a equacao (10), ndo apresenta indicativo
de depender de pardmetros como o tempo ou a velocidade de deslocamento. O que se observa,
em ambas as situacdes, ¢ um grafico da evolucdo da posi¢do em funcdo do tempo com
formato parabdlico (grafico 1), indicando assim um movimento com aceleracdo constante

como predito nos estudos de cinematica dos corpos.

*Posicao (m)

Grafico 1 — Evolugdo da posi¢ao em funcao do tempo, para o anel nas condigdes de
analise para o mesmo angulo de inclinagdo, sendo as linhas pontilhada as curvas de ajuste
para os dados experimentais obtidos durante a atividade.

E importante notar que a aceleracio, descrita pela equacio (10), independe da massa
do anel, na realidade a aceleragdo ¢ afetada pela forma como a massa esta distribuida, isto €,
pelo valor k que na condicdo homogénea vale um (1), em que sua massa € igual a 6,3 + 0,1 g,
ou quando sdo acrescidas as esferas de chumbo, fazendo com que o anel passe a ter massa
igual 8,0 £ 0,1 g, fornecendo a ele um carater ndo homogéneo de distribuicdo de massa. Nessa
condicdo, percebe-se um comportamento de aumento da aceleracdo de forma linear e com
coeficientes angulares distintos (grafico 2), como as grandezas aceleragdo gravitacional e
angulo de inclinagdo sdo constantes a diferenca na inclinagdo das retas (o) € dependente da
constante (k) do anel (o = g/k+1).
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Grafico 2 — Aceleragdo dos anéis em fun¢ao da inclinagdao do plano, sendo as linhas
pontilhada as curvas de ajuste para os dados experimentais obtidos durante a atividade.

Uma vez que as inclinagdes das retas, apresentadas no grafico 2, sdo positivas e do
anel ndo homogéneo ¢ maior que do anel homogéneo (any > o) entdo esse resultado nos
mostra que a constante no caso homogéneo € maior que no caso ndo homogéneo (kay > kang)
para qualquer dos angulos de analise, visto que essas grandezas tem uma relagdo de

proporcionalidade inversa (grafico 3).

ICoeficiente angular da reta
10,

Eix)
b Y

7N

L

0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

Grafico 3 — Representagdo grafica da relacdo entre o coeficiente angular da reta e a
constante k.

Na analise dos valores das constantes k, em fun¢do da inclinagdo do plano, ¢é
percebido, a partir dos dados coletados durante o experimento (tabela 1), que os valores sdo
distintos entre si € que mostram como o momento de inércia do anel ¢ afetado pela ndo
homogeneidade na distribuicdo de massa ao longo da sua estrutura.
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Tabela 1 — Valores obtidos para a constante k dos anéis em fung¢do da inclina¢do do plano.

Angulo (°) K Anel Homogéneo K Anel Nao Homogéneo
2,9 0,97 0,67
59 0,95 0,65
10,4 1,01 0,62
12,1 0,95 0,69

Um detalhe importante para os dados obtidos ¢ que no caso do anel homogéneo o
valor, médio, obtido experimentalmente foi de 0,97, enquanto o valor esperado para a
constante (k) era igual a (1). Considerando que o desvio padrao médio, dos valores de &, ficou
préoximo aos 3% ¢ possivel dizer que a metodologia empregada fornece meios satisfatorios
para validar o valor de 0,66 encontrado para o anel ndo homogéneo, permitindo assim, dentro
dessa perspectiva, prever que os valores nessa condi¢do colocam que a constante deve estar
entre 0,62 ¢ 0,69. Finalmente, também ¢ possivel dizer que na condi¢do do experimento o raio
de giragdo, K, para o anel homogéneo tem valor igual a 0,987, em torno de 2% menor que o
valor esperado, e para o ndo homogéneo esse valor seria de 0,817, 19% menor (Fig. 8).

Fig. 8 — Representa¢do do raio de gira¢do anéis, onde o as linhas pretas (a)
representam o modelo tedrico, as linhas azuis (b) representam a constru¢do para o anel
homogéneo e as linhas laranja (c) o anel ndo homogéneo do experimento (Acervo dos

autores).

V. Consideracgoes finais

A partir dos resultados encontrados ¢ possivel considerar que a metodologia com uso
da andlise de video se mostra eficiente para determinar o momento de inércia do anel
homogéneo ou ndo homogéneo, visto que os valores obtidos na medida experimental
apresentaram pouca variabilidade e bastante proximidade com o valor tedrico esperado num
dos casos. Devido a facilidade do procedimento consideramos viavel o uso dessa metodologia
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dentro dos laboratorios didaticos das disciplinas de fisica experimental, presentes nas grades
curriculares dos cursos ligados as ciéncias exatas da maioria das instituicdes de ensino
superior.
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