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Resumo

Um procedimento pedagogico bastante comum nas disciplinas de
Cdlculo Diferencial e Integral é a inclusdo de exemplos ilustrativos de
outras areas de conhecimento. Procura-se, com tais exemplos, fornar
as aulas mais interessantes e dar mais significado aos conteudos de
Matemdtica. Neste texto sdo apresentadas quatro solugdes para um

problema de Fisica, originalmente proposto no
Provao/MEC/2000/Fisica.

Palavras-chave: Ensino de Fisica, Fisica-Matemadtica, ensino de
Calculo.

Abstract

It is a common procedure in calculus classes, to include illustrative ex-
amples from other fields of knowledge. The assumption is that the
classes will become more interesting and that the significance of
mathematics contents will be enhanced. In this text we worked out four
different solutions for a physics problem originally proposed in the
2000 Brazilian National Examination for physics graduate students.

* Some possible solutions for problem number 7 from the Brazilian National Examination for
undergraduate students in Physics
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I. Introducao

Utilizar assuntos das Ciéncias como aplicagdes em Matemadtica é bastante
comum no ensino de Calculo Diferencial e Integral, particularmente nos cursos de
Licenciatura em Fisica e Matematica. Uma aprendizagem mais significativa pode ser
alcancada quando essas aplicagdes ocorrem em disciplinas do mesmo semestre, fazendo
com que a analise dos resultados obtidos matematicamente seja acompanhada de
interpretacdo fisica. A questdo n° 7 do Provao/2000/Fisica foi proposta aos alunos da
disciplina de Mecéanica Geral I, do Curso de Licenciatura em Fisica da UNDJUI, em
julho/2000. Os mesmos alunos cursavam, concomitantemente, a disciplina de Calculo
IV, na qual eram estudadas as fungdes paramétricas e integrais de linha, assuntos estes
introduzidos com base no conceito de trabalho de um campo vetorial sobre uma
particula em movimento. Inicialmente, o objetivo era encontrar um procedimento
matematico para resolver a questdo. Feito isto, constatou-se que existiam varias
abordagens possiveis, envolvendo contetdos diferentes e que se tratava de uma boa
ilustragdo sobre o uso destes conteudos, além de motivar a discussdo sobre os aspectos
fisicos do problema.

Neste texto sdo apresentadas quatro solugdes para a referida questdo. A
primeira é a op¢ao mais vidvel para uma prova com tempo limitado. Usa o conceito de
trabalho e algumas condi¢des particulares do problema. As outras trés solugdes também
usam o conceito de trabalho e sdo aqui descritas como ilustracdo de conteudos de
calculo, tais como: integral de linha e fun¢des paramétricas, integrais de linha com a
variavel x como parametro e o Teorema de Green.

I1. Descricio e analise do problema

A questio N° 07 do PROVAO, Exame Nacional do Curso de Fisica
MEC/2000, tem a seguinte redacio'":

Uma for¢a no plano xy é dada por:

- F - -
F=2(yi-xj) ()
r

onde F, é uma constante e r =+x° + y2 . O trabalho realizado por essa for¢a sobre

uma particula é:
(A) Igual a -27RF,, se a particula descrever uma circunferéncia completa
de raio R, no sentido anti-horario.
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(B) Igual a F,r, se a particula se deslocar em linha reta, desde a origem
até o ponto localizadoem ¥ =xi + 7y j.

(C) Nulo, se a particula percorrer um numero inteiro de ciclos sobre uma
circunferéncia.

(D) Sempre nulo, para qualquer deslocamento sobre um arco de
circunferéncia.

(E) Independente da trajetoria no plano onde a particula se desloca.

Uma andlise preliminar do problema mostra que a particula esta sujeita a

—

um campo de forcas F' tal que ‘ F ‘ = F,, para qualquer ponto do plano XY. O leitor

pode verificar isto facilmente aplicando sobre o vetor F , dado pela equacdo (1), a
definicdo do mddulo de um vetor.

—

Observa-se na Fig. 1 que o sentido da forca F' sobre uma circunferéncia
de raio R, com centro na origem, ¢ horario.
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Fig.1 — Representacdo grdfica do campo de forgas.

As coordenadas de um ponto sobre tal circunferéncia podem ser obtidas
pelas equacgdes:
x=Rcos@ e y=Rsend; (2)

entdo, substituindo (2) em (1) e fazendo 7 = R , pode-se escrever F em func¢do de 0O:

F=F (senfi —cosf j); (3)
Variando € no sentido anti-horario e localizando os respectivos vetores

F(8) sobre a circunferéncia, conclui-se que todos os vetores apontam no sentido

horario. A Fig. 2 apresenta um esquema da forca F', de modulo constante F,,
tangenciando uma circunferéncia de raio R.
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Fig. 2 - For¢a exercida ao longo da trajetoria circular.

II1. Uma solucio rapida

Um procedimento rapido para resolver a questdo € o seguinte:
Sabemos que o trabalho ¢ definido pela integral de linha

W= j F.dr (4)

onde c ¢ a trajetdria descrita pela particula e dF é um elemento dessa trajetdria. Assim,
considerando inicialmente a hipdtese do item (A), de trajetoria circular de raio R

percorrida no sentido anti-horério, o produto escalar F'-dr ¢ dado por:

F.di =|F|dF|cos 180 ° (5)

pois o campo F ¢ antiparalelo a d7 . Conseqiientemente,

W =—F, [|dF|=-F,(2xR) (6)

que & a resposta da alternativa (A) da questio™ .

J& na alternativa (B), quando a particula se desloca em linha reta, desde a

origem até o ponto localizado em 7 = xi + yJ , temos:
W = J.F.di_; =F, J‘l(yz7 - x]) (a’xtT + dyj)» (7
r
ou

W =F, J-l(ydx — xdy )- 8)
r
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Examinando o caso de trajetorias retas que passam pela origem, cuja
equagdo é y = mx , na qual m ¢é o coeficiente angular da reta, substituindo ) e dy

em (8), verificamos que o integrando se anula, e o trabalho, ao longo dessas trajetérias,
¢ nulo. A alternativa (B) estd, pois, errada. Como o trabalho ndo ¢ nulo na trajetdria
circular fechada (ver andlise da alternativa (A)), a alternativa (C) obviamente esta
errada, o mesmo valendo para a alternativa (D), pois qualquer deslocamento sobre um
arco de circunferéncia implica trabalho ndo-nulo. Além disso, trabalho ndo nulo numa
trajetéria fechada caracteriza um campo de for¢a ndo conservativo. Assim, pode-se
descartar a alternativa (E).

Este procedimento ¢ correto e adequado, considerando que os alunos
dispdem de apenas alguns minutos para resolver a questdo. Mesmo assim, sdo descritas
abaixo trés solugdes que envolvem contetidos de Célculo.

IV. Soluc¢ao usando fun¢des paramétricas

O trabalho realizado por uma forca F (60 ) sobre uma particula que
descreve uma trajetéria 7(@ ), entre a =r(0, ) e b=r(0) é dado pela integral de

linha®

W= bjﬁ(@)-f’(@) deo - )

O vetor F (0) ¢é dado pela equagdo (3). O vetor 7(g) pode ser escrito

como:

F(@)=R (cosOi +send j). (10)
Derivando (10) em relagdo a @, obtém-se:

E:R(—sen9f+cos<9§)- (11)
do

Substituindo (3) e (11) em (9), obtém-se:
2

W= IFo(sean—cosﬁj)-R (-sen@i +cosb j)do - (12)
0

Efetuando o produto escalar e resolvendo a integral, obtém-se:
W =-27RF,.
O problema pode ser mais explorado na disciplina “Calculo” para alunos de

Fisica, se for discutida a natureza da forca F’ .
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A forga F' ¢ denominada um Campo Vetorial Gradiente quando:
Fx, )=V (x,7), (13)

ou seja, quando existir uma fung¢do y(x,y) que ¢ chamada Fun¢do Potencial

de F em um certo dominio. Se essa fung¢do potencial existir, entdo F' é um Campo de
Forca Conservativo.

A condigo necessaria e suficiente para que /' seja um gradiente (ou que a

fungdo potencial de F exista) é:

oM N

o _or (14)
oy  Ox

na qual A (x, y) e N (x, y)sdo as componentes da forga F na forma:

—

ﬁ(x,y)zM(x,y)zT+N(x,y)J. (15)
Da equacéo (1), obtém-se:

F F
Mx,y)=—Ly € N(x,y)=——"x (16)
r r
Derivando parcialmente M e N em relagdo a X e ), respectivamente,
observa-se que a condi¢do dada na equagdo (14) ndo ocorre:

oM Fox2 ON _ F0y2 . (17)

ay:(x2+y2)3/2 © o 2)3/2

(x2 +y

Portanto, ' é uma forca nio conservativa. Isso quer dizer que nfo existe
uma funcdo potencial y(x,y) que satisfaga a equagdo (13). Esta conclusdo pode ser
usada para descartar as alternativas (C), (D) e (E), pois, se a for¢a ndo € conservativa, o
trabalho depende da trajetoria e nio é nulo em uma trajetéria fechada.”

V. Solug¢io usando x como parametro

A equacdo (9) pode ser escrita como uma integral de linha sobre uma curva
C:
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Wz(jM(x,y)dx+N(x,y)dy (18)

onde M(x,y) e N(x,y) estdo descritas na equagao (16).
O diferencial dy precisa ser definido com base na equagdo da trajetoria
(curva C), a qual € uma circunferéncia com centro na origem, onde r =R e

xX’+y’=R’. (19)
Derivando (19) implicitamente, o diferencial dy = y’dx , considerando

somente o 1° e 2° quadrantes, torna-se:
dy = X g (20)

R2—x2

Substituindo (16) e (20) em (18) e integrando em fun¢do de x, de R até
zero, calcula-se o trabalho para Y4 da circunferéncia.

“ (1)
W=FR|———"
0 J/Rz_xz

Resolvendo (21) por substituicdo trigonométrica e multiplicando o trabalho
por 4 (pois o trabalho em cada quadrante é o0 mesmo), obtém-se:

W ==-2nRF,.

VI. Solucio usando o Teorema de Green

Pelo Teorema de Green, o trabalho ¢ dado por:
W= qupuvw j(@X—@K}M (22)

onde A ¢ a regido definida pelo circulo de raio R, sobre o qual ¢ exercida a

forca F dada pelas expressoes (15) e (16).

Substituindo as equagdes (17) com » = R em (22) e integrando em fun¢io
de x, de R a zero, e em fun¢do de y de zero a y =+ R2 — x2 , calcula-se o trabalho para
Y4 da circunferéncia.

R R*-x? F F j
W =4 dy dx =
e

Resolvendo a integral por substituicdo trigonométrica, obtém-se

novamente:

W =-27RF,

(23)

R? — x?
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VII. Comentarios finais

Considerando o tempo disponivel no momento da realizagdo do Provao,
obviamente o uso de qualquer uma das solug¢des descritas nos itens IV, V e VI néo seria
vidvel. No entanto, como atividades das disciplinas de Mecénica e Célculo, podem ser
de grande utilidade no que se refere a associacdo entre as estruturas matematicas e os
possiveis significados fisicos.

A pratica de resolver problemas de Fisica em aulas de Matematica, além de
ser um bom exercicio algébrico e de fixagdo de conceitos, evidencia as ligagdes
historicas entre a Matematica e a Fisica.

Devemos ressaltar ainda que nosso objetivo, quanto a questdo escolhida
para andlise neste trabalho, evidentemente ndo poderia ser o de insinuar originalidade
nas solugdes apresentadas. O presente trabalho resultou da motivagao inicial de resolver
essa questdo com os alunos e, posteriormente, do desejo de compartilhar com o leitor as
solucdes encontradas. Estando ja disponivel um novo conjunto de questdes do Provao
2001, ndo sera dificil encontrar outros problemas para serem discutidos. Resolvendo-os
conjuntamente com os alunos, capacitaremo-nos melhor para avaliar o grau de
dificuldade que o Provao apresenta para eles. Nesse sentido, o desempenho dos
bacharéis e licenciados brasileiros que responderam a questdo numero 7 do Provido
Mec/2000? ¢ muito revelador.
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