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Resumen

En el presente trabajo se propone el calculo de la orbita de un satélite
artificial utilizando solo las Leyes de Kepler. Se respeta el bagaje de
conceptos disponibles en la época de Kepler y se aprovecha este
enfoque del problema de dos cuerpos en interaccidon gravitatoria para
repasar algunos aspectos histdricos y conceptuales de las Leyes de
Kepler.

I. Introduccion

Al igual que podemos afirmar que la invencion de la telegrafia sin hilos por
parte de Marconi es una consecuencia tecnologica de la teoria electromagnética
desarrollada previamente por Maxwell; o que la construccion del primer reactor nuclear
es una consecuencia tecnoldgica del conocimiento completo de la estructura intima del
atomo y su nucleo, el lanzamiento del primer satélite artificial en 1957 se puede tomar
como el producto tecnoldgico de los trabajos de Isaac Newton de casi trescientos anos
antes. Por sorprendente que resulte, la realidad de tos viajes espaciales fue imaginada
por el propio Newton. Mas atin, Johanes Kepler (1571-1630) vislumbrd unos cuantos
anos antes que Newton, la posibilidad de los viajes espaciales. En el que puede
considerarse el primer libro de ciencia ficcidon jamas escrito, titulado Somnium (EI
Sueno), Kepler imagind un viaje a la Luna y a los viajeros del espacio situados luego en
la superficie lunar observando el encantador planeta Tierra que giraba lentamente en el
cielo sobre ellos. .. .
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2
En rigor de verdad, se encuentran referencias literarias a viajes espaciales en algunas obras de
Ciceron (Siglo I antes de Cristo)
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Podemos entonces realizamos la siguiente pregunta: hubiese sido posible
concretar el “Sueno” de Kepler con los elementos tedricos que €l disponia?; o expresa-
do de otra manera: es posible calcular la orbita de un satélite artificial a partir de sélo
las tres Leyes de Kepler?; o también: hubiésemos podido desarrollar la ciencia de la
astrondutica si Newton no hubiera existido jamas? Por supuesto, la puesta en drbita de
un satélite artificial en tomo a la Tierra, por ejemplo, no solo involucra el calculo de su
orbita; estd el problema nada trivial de llevar el satélite hasta una cierta distancia de la
Tierra . Respecto a esto podemos aventurar que quiza se hubiese utilizado en la época
de Kepler algin método heuristico, es decir de prueba y error, para el lanzamiento de la
nave espacial. Por ejemplo se hubiese podido emplear un cafion de dimensiones mas o
menos importantes con una carga explosiva que se fuera aumentando paulatinamente
hasta lograr que el proyectil (la nave espacial) escapara de la Tierra y quedase en drbita.
Quiza el lector recuerde la novela de Julio de Veme, Les cing cents millions de la Bé-
gum en donde el genial autor sugiere que el uso de un gran cafiéon permitiria la puesta en
orbita de uno de los proyectiles del siniestro profesor Schultze.... Pero no necesitamos
hacer especulaciones al respecto. EI propio Kepler en su Somnium nos describe al lan-
zamiento de la siguiente manera: “El choque inicial es el peor momento, porque el via-
jero es proyectado como por una explosion de pélvora [...]. Es preciso que esté adorme-
cido de antemano por opidceos; sus miembros deben hallarse cuidadosamente protegi-
dos para que no sean arrancados, y el efecto de retroceso se expande por todo su cuer-
po. Tendra entonces nuevas dificultades: un frio extremo y una respiracion muy dificul-
tada [...]. Tras cumplirse la primera parte del viaje todo se hace mas sencillo, pues en el
curso de un viaje tan largo el cuerpo escapa a la fuerza; matemadtica de la Tierra y pene-
tra en la de la Luna. En este punto liberamos a los viajeros y les entregamos a sus pro-
pios medios. Se distienden y contraen como arafias, propulsandose por sus propias
fuerzas. Como las fuerzas magnéticas de la a Tierra y la Luna atraen conjuntamente al
cuerpo y lo mantienen suspendido, el efecto e es idéntico al que se produciria sino
hubiese atraccion alguna”. Aqui la imaginacion de Kepler nos vuelve a sorprender: en
el ultimo parrafo Kepler esta sugiriendo zonas s de gravedad cero, las cuales fueron
efectivamente comprobadas en los viajes espaciales del siglo XX.

Sin lugar a dudas, toda la dinamica Newtoniana nos provee de algunos de
los elementos teoricos necesarios para realizar el lanzamiento de una nave espacial de

’ A esta altura del siglo XX sabemos que la ciencia de la Astrondutica involucra mucho mas que
el calculo de las orbitas de las naves espaciales. Tanto el titulo de este trabajo como la linea
argumental de la introduccion y de la seccion 3 pretenden ser una propuesta pedagogica para la
ensefianza de las leyes de Kepler en la escuela media. Nada de lo aqui expuesto debe llevarse mas
alla de ese proposito.
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una manera mucho mas “cientifica” que la imaginada por Julio Verne o que la “sofiada”
por Kepler.

Por otro lado, usualmente se nos muestra a un Kepler preocupado le
fundamentalmente en el movimiento planetario. Tenia entonces la “valentia” o
intelectual de generalizar la descripcion del movimiento planetario al movimiento de
otros cuerpos celestes, por ejemplo la Luna, y mas atn, extenderlo al movimiento de
posibles naves espaciales construidas por el hombre? A nuestro entender esta pregunta
tiene dos aspectos importantes: de tener una respuesta afirmativa, implicaria la
aceptacion por parte de Kepler y sus contempordneos de que las leyes que gobiernan
“los cielos” pueden tener algo que ver con las leyes que gobiernan a los objetos
construidos por el hombre; el otro es la generalizacién al movimiento de objetos
celestes distintos a los planetas. Respecto a este ultimo punto el propio Kepler dice a
Galileo: “Empecé a pensar inmediatamente en posibles adiciones al nimero de planetas
que no transtornaran mi Mysterium Cosmograzplfzicz/tm4 segun el cual los cinco solidos
regulares de Euclides no permiten mas de seis planetas alrededor del Sol.... Desconfio
tan poco de la existencia de los cuatro planetas circunjovianos que suspiro por tener un
telescopio, para anticiparme a vos, si es posible, y descubrir dos mas alrededor de
Marte, como la proporcidn parece exigir, seis u ocho alrededor de Saturno y quizé uno
alrededor de Mercurio y también de Venus”. Podemos deducir de estas afirmaciones su
confianza en que los resultados de sus investigaciones deberian ser validas tanto para el
movimiento de los planetas como para el movimiento de los satélites de los distintos
planetas. Mas all& del entusiasmo que puede producir en nosotros un Kepler dispuesto a
aplicar sus investigaciones a todos los cuerpos celestes, no podemos dejar de notar lo
desconcertante que resulta su comentario a Galileo: los solidos pitagoricos no dejaban
lugar ni para la luna terraquea ni para las cuatro lunas de Jupiter que el gran fisico
italiano acababa de descubrir.

Mais importante ain que un Kepler dispuesto a extender la aplicabilidad de
sus descubrimientos al movimiento de otros cuerpos celestes distintos que los planetas,
es un Kepler que pueda pensar en sus Leyes como instrumentos matematicos para
describir los cambios temporales futuros de las magnitudes fisicas de los cuerpos.
Llegamos asi a la siguiente pregunta: Veia Kepler en sus Leyes las bases para
desarrollar una dindmica? Quizéas aqui no tengamos una respuesta tan entusiasta como
en las preguntas anteriores. Analizar este punto nos llevaria, sin lugar a dudas, fuera del
alcance que pretendemos darle al presente trabajo.

Sirvan los parrafos previos como una motivacion para el problema que nos
proponemos atacar: calcular la orbita de un satélite artificial que gira en torno a la

4
Esta obra es escrita por Kepler en 1595. En ella defiende la teoria heliocéntrica de Copérnico y
concibe cada una de las esferas planetarias como inscripta en uno de los sélidos perfectos.
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Tierra utilizando unicamente las Leyes de Kepler (y respetando el bagage de
conocimientos teoricos y ‘“observacionales” disponible en la época de Kepler). La
presentacion que realizan los libros de texto del calculo de orbitas planetarias o
satelitales se hace a partir de la dinamica Newtoniana [1]. Lamentablemente esto exige
recurrir a la “integracion” numérica de ecuaciones diferenciales o al uso de conceptos
no siempre disponibles en un curso de Fisica de la escuela media.

El proposito de este trabajo es presentar al docente de Fisica una propuesta
didactica para el estudio de las Leyes de Kepler, a través de su utilizacion en el calculo
de orbitas satelitales. Se aprovecha la discusion para revisar algunos aspectos historicos
y conceptuales del trabajo de Kepler. Pensamos que este tipo de andlisis permite
realizar una comparacidon entre la Fisica pre y pos Newtoniana y asi destacar los
aspectos sobresalientes del trabajo de Newton.

Se incluye en la discusion, ademds, un breve desarrollo algoritmico del
calculo de la orbita con el fin de facilitar su implementacion en una computadora
personal.

II. Las Leyes de Kepler

El orden y enunciado usual en que se presentan las Leyes de Kepler es el
siguiente [2]:

* Todos los planetas se mueven en Orbitas elipticas con el Sol en uno de los puntos
focales.

* El radio vector dibujado desde el Sol hasta cualquier planeta barre areas iguales en
intervalos de tiempos iguales.

* El cuadrado del periodo orbital de cualquier planeta es proporcional al cubo del
semieje mayor de la orbita eliptica.

Si T; y T son los periodos de revolucion de los planetas 1y 2 y a;, a; los
respectivos semiejes mayores de sus drbitas, entonces:

I _a (1)

T 22 - ag’

Kepler arrib6 a sus Leyes de una manera notablemente intrincada. Quiza la
descripcion mas adecuada de la forma en que Kepler fue avanzando en sus hallazgos es
la que hace A. Koestler, quien describe a Kepler como un sonambulo que va tropezando
con los hechos, muchas veces con argumentos erréneos y concepciones falsas, pero que
sin embargo conducen a resultados correctos [3].
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Desde una perspectiva histdrica es importante sefialar que la Segunda Ley,
o Ley de las areas, fue enunciada por Kepler con anterioridad a la Primera. Con la
Segunda Ley tiraba por la borda el “axioma” del movimiento uniforme; con la Primera
daba el mismo destino a un preconcepto aun mas sagrado en los tiempos de Kepler: el
del movimiento circular. Es interesante notar que desde el punto de vista del
razonamiento de la Fisica Newtoniana es precisamente el orden historico en que Kepler
dedujo sus Leyes, el que correspondes.

En efecto, la Segunda Ley es una consecuencia del hecho que la fuerza de
atraccion gravitatoria en una fuerza central, es decir cuya intensidad solo depende de la
distancia al centro de atraccidn (o repulsion). Esto significa que esta Ley vale tanto para
una fuerza que varie como //#° o como I/, donde r es la distancia al “centro de
fuerzas”. En términos de conceptos Newtonianos ella significa la constancia en el
tiempo del vector momento angular de una particula que se mueve bajo la accion de un
campo de fuerza central. Que el vector momento angular sea constante garantiza que el
movimiento ocurra en un plano y que ademas valga la Ley de las areas.

Por otro lado, la Primera Ley tiene dos aspectos importantes: uno es que la
orbita es cerrada; el otro es que la forma de la érbita es una elipse. Solamente hay dos
tipos de campos centrales en los cuales todos los movimientos acotados se realizan en
trayectorias cerradas. Son aquellos en los que la fuerza varia como ///° o como r. La
condicion de movimiento acotado esta relacionada con el valor de la energia mecénica
total del cuerpo. EI que la 6rbita sea una elipse es consecuencia de una “ley //+”.

La Tercera Ley implica que la constante de gravitacion universales es
efectivamente una constante independiente de la masa de los planetas. La formulacion
correcta de la Tercera Ley requiere una ligera modificacion de la expresion (1). En la
relacion entre periodos y semiejes mayores, aparecen las masas del Sol y la de los
correspondientes planetas:

le(Merl)_i (2)

TZZ(M+m2) ag

donde M es la masa del Sol y m;, m, las masas de los respectivos planetas. Claramente
esta correccion era imperceptible para Kepler, pues M>>m; y M>>m,, con lo cual a
ecuacidn (2) se aproxima con gran precision a la ecuacion (I).

Una cuestion fundamental debe tenerse presente al analizar las tres Leyes
tal como fueron pensadas por Kepler: En ellas esta totalmente ausente la nocidén de una
fuerza de atraccion universal. A pesar de eso, nuestro héroe estuvo muy cerca de

5

En el libro clasico de F.R. Moulton An I[ntroduction to Celestial Mechanics, The MacMillan
Company, 1902, se presentan las Leyes en el orden “l6gico” e historico. Entre los muchos libras
consultados, este es el tinico que lo hace de esa manera.
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descubrirla. En el prefacio de su Astronomia Nova Kepler expresa: “La gravedad es la
mutua tendencia corporal entre cuerpos de la misma naturaleza hacia la unidad o el
contacto (la fuerza magnética es también de esta clase), de tal modo que la Tierra atrae
a una piedra mucho mas de lo que la piedra atrae a la Tierra”. Luego agrega: “Si dos
piedras se hallan situadas en un lugar cualquiera del espacio, la una cerca de la otra, y
fuera del alcance de la fuerza de un tercer cuerpo de la misma naturaleza, entonces se
uniran entre si, a la manera de los cuerpos magnéticos, en un punto intermedio, cada
una aproximandose a la otra en proporcion a la masa de esta ultima”. Como se observa,
Kepler intuye que la accidn de la gravedad es proporcional a la masa de los cuerpos. No
obstante al analizar el sistema solar el ve a la fuerza que ejerce el Sol sobre los planetas
como una escoba barredora mas que como una fuerza de atraccion [3].

Newton dedujo su Ley de Gravitacion Universal a partir de las Leyes de
Kepler. Por ejemplo, en la seccion III, (proposicion XI, problema III) de sus Principia,
se puede leer: “Si un cuerpo gira en una elipse encuéntrese la Ley de fuerza centripeta
que tiende hacia el foco de la elipse” (sic). La solucién de este problema le hace
concluir: “...1a fuerza centripeta es inversamente como el cuadrado de la distancia...”
(sic). Es interesante observar que los desarrollos de Newton son puramente
geométricos. Una deduccidn “mas moderna” de la Ley de Gravitacion Universal a partir
de las Leyes de Kepler puede encontrarse en varios libros de Fisica General, por
ejemplo en la referencia [4]; para una deduccidn simplificada, ver la referencia [5].

II1. Calculo de Orbitas

En mecanica celeste la palabra orbita se usa para describir el conjunto de
posiciones ocupadas por una particula sin ninguna referencia al tiempo en el cual una
cierta posicion es ocupada. Para nosotros la palabra 6rbita no solo hara referencia a las
distintas posiciones por la que transita la particula, sino que también tendra la
informacion “temporal”, i.e., en qué instante de tiempo se encuentra aquella en una
determinada posicion.

Hecha esta aclaracidon, retomemos la linea argumental planteada en la
Introduccion. Pensemos en un grupo de técnicos de la Agencia Espacial de una de las
Potencias del siglo XVI (o XVII) dispuestos a poner en dérbita un satélite artificial en
tomo a la Tierra. El primer pago que ellos deben dar es planificar las caracteristicas de
la orbita. Para ello pueden hacer uso de la Tercera Ley. En efecto, si 7; es el periodo de
revolucién de la Luna (27,32 dias) y a; el radio de la 6rbita lunar (384.400 km) 6, el

6
Con cierta coherencia historica deberiamos usar el valor calculado en la época de Kepler:

362.000 Km; sin embargo para evitar confusiones usamos el valor actualmente aceptado. La
orbita de la Luna es ligeramente eliptica, con una excentricidad e=0,055.
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periodo de rotacion del satélite, 75 y el semieje mayor de su Orbita, ag estan
relacionados por la expresion:

3/2
a

TS :TL S3/2 (3)
ar

Asi si se pretende que el satélite tenga un periodo de rotacion de 2 hs,
deberéd ser colocado en una 6rbita cuyo semieje mayor sea de 8077 km, i.e., a una
“altura” de 1700 km. sobre la superficie terrestre.

La Primera Ley nos dice que el movimiento del satélite ocurrird sobre una
elipse, y por ello la relacioén existente entre el modulo del radio vector r y el dngulo e
(ver figura 1) se expresa matematicamente por:

2
r(6) = M; 98[0’277] 4)
1+ ecos(6)

donde a y b son los semiejes mayor y menor de la elipse que corresponde a la orbita y

2 PR 7 4 101
e=|1- b_2 su excentricidad . El &ngulo & e es el que forma el vector posicion con el
a

semieje mayor de la elipse y se conoce en mecanica celeste con el nombre de anomalia
verdadera.

perigeo

apogeo

Fig.1: Coordenadas 6 y r sobre la orbita

La Segunda Ley dice que la velocidad areolar es constante. EI drea de la

elipse es 7 a b. Siendo T el periodo, la cantidad 790 es la velocidad areolar. Por otro
T

lado, y con referencia a la figura 2, el area del tridngulo sombreado es

a(l—e)Ar
2
Ar la distancia entre el punto p (perigeo) y un punto (muy) cercano a p sobre la elipse.

con

7

EI matematico aleméan George von Lauchen (1514-1576), quien fuera alumno de Copérnco,
perfecciond las tablas trigonométricas calculadas en la época de los griegos. Ello nos hace pensar
que una relacién como la (4) era perfectamente manejable para los contemporaneos de Kepler
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Fig. 2: Calculo de las velocidades en los puntos p, q y s.

B (I-e)v

Por lo tanto la velocidad areolar en el punto p es igual 24 » con

At 2
v, lavelocidad (media) del satélite en los puntos vecinos a p. Luego vale la igualdad

a(l—e)yv, b Lo 2 (5)
2 T v,(1-e)

Quizéds aqui el lector quiera objetar que el haber tomado el area del
triangulo mostrado en la figura 2 para determinar la velocidad areolar en el punto p es
algo mas cercano al calculo infinitesimal de Newton que de lo que Kepler conocia. Una
vez mas el propio Kepler nos da el argumento. En su Astronomia Nova dice: “Puesto
que era consciente de que existe un numero infinito de plintos en la orbita, y en
consecuencia un numero infinito de distancias al Sol, se me ocurrio la idea de que la
suma de esas distancias se halla contenida en el area de la o6rbita. Recordé también que
Arquimedes habia dividido de la misma forma el area de un circulo en un numero
infinito de tridngulos”.

La ecuacion (5) da importante informacién a los técnicos en cuanto a las
caracteristicas del vuelo se refiere . No obstante no deberiamos perder de vista que al

Si repite este razonamiento para el punto ¢ de la figura 2 (apogeo), se obtiene la relacion.

__ 27 . Vemos asi, directamente, que v, > vg. Mas aln, por argumentos puramente
v, (1-e)
q

geométricos, se puede ver que el area del triangulo I es igual al area del triangulo II, la cual es

. v
igual a =%

. Asi se puede arribar a la expresion 7 27 . Es interesante notar el significado de
V.

s

esta expresion: el periodo expresado en funcion de v no depende de la longitud del eje menor ni
de la excentricidad de la elipse. Por lo tanto, todas las drbitas cuyos semiejes mayores sean
iguales y para las cuales v,, sea la misma, tienen el mismo periodo. La dindmica Newtoniana
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carecer de una dindmica, no se estd en condiciones de aprovechar estas expresiones
para planificar el vuelo, en el sentido moderno. Mas bien nos imaginamos que tras
varios intentos fallidos de puesta en oOrbita, y al lograr hacerlo, los técnicos encontraran
en la expresion (5) una manera de “informarse” acerca de la velocidad del satélite en el
punto p. A su vez, inmediatamente después de poner al satélite en drbita serd necesario
realizar dos observaciones consecutivas. Si en la primera observacion las coordenadas
del satélite son (r,,6,), y en la segunda son (r,,6,), utilizando la ecuacion (4)

podemos despejar los “parametros” a'y e:

L a(-e’) L a(=¢’) (6)
" l4ecos(d) > l+ecos(62)

. e : 9

Con esto la forma y posicidn de la érbita quedan completamente determinadas .
Pasemos ahora a la determinacion de la posicion del satélite artificial en
funcion del tiempo. Si 4, es el 4rea barrida por el radio vector en el intervalo Ar =¢, y

A, el area barrida en el intervalo Ar=¢, , la Segunda Ley nos permite escribir la

proporcion
A4, A2
nooh
Y por lo tanto el area barrida en el intervalo Az =¢, A(t), estd dada por:
A(t) = it
4

permite llegar a una expresion para la velocidad del cuerpo en cualquier punto de la elipse en
4r*a’

funcion de la distancia al centro de fuerzas: -
2
T

2/r-1/a)-

” Si usaramos los conceptos de energia (E) y momento angular (L), la 6rbita queda univocamente
determinada por los valores de estas constantes del movimiento. Basta con dar la posicion inicial
y la velocidad inicial para calcular E y L. A partir de ellos se pueden calcular todos los
parametros de la oOrbita; ver por ejemplo referencia [4]. En nuestro enfoque (no newtoniano)
recurrimos a dos observaciones para determinar la oOrbita. Quiza el lector se sienta algo
decepcionado por esto, pues pensara que el mismo seguimiento ocular se puede hacer en todos los
tiempos posteriores y de esa manera saber en donde esta el satélite en cada instante. Sin embargo
defendemos nuestro planteo enfatizando que, como veremos a continuacidn, bastan estas dos
observaciones para saber en qué lugar ubicar al satélite en cualquier instante de tiempo (esté o no
por encima del horizonte).
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. : A . .
Obviamente la cantidad —-es la velocidad areolar, la cual es constante ¢ igual a
4

mab
—— .Luego:
T g

A@:%?z (7)

Dividamos al intervalo [0,27[] en N partes iguales y sea 6, =277/ N, j=0..N.

Denotemos por 4; al area barrida por el radio vector al moverse desde la posicion
@ =0hasta 6=6;. Utilizando la expresion (7), concluimos que el satélite se

encontrard en el tiempo

. =
T ab

J
en la posicién correspondiente a las coordenadas 6;y r; =r(6;). De esta manera es

posible construir una tabla en donde se escriban los tiempos 7 y los valores (6;,r;). El

problema reside ahora en determinar las areas 4, Una vez mas es el mismo Kepler
quien se ocupara del asunto. En su Stereometria Doliorum desarroll6 métodos para el
calculo de areas y volumenes de figuras y cuerpos irregulares. " Con los valores de a y
e prefijados él deberia haber calculado una tabla con los valores del area de cada uno de
los sectores de elipse correspondientes a cada valor 6, B

A continuacion y a modo de ejemplo, aplicaremos los desarrollos previos al calculo de
la orbita del Satélite Molniyalz. La orbita de un satélite artificial queda completamente
determinada con los siguientes parametros: apogeo, perigeo, periodo e inclinacion de la
orbita respecto del ecuador terrestre. Para nuestro ejemplo estos valores son:

10
Aparentemente, Kepler se sintio6 atraido hacia el problema de calculo de volimenes al observar

la impresicion del método usado por los vendedores de vino al calcular el volumen de los barriles.

11
Hoy sabemos que el area del sector de elipse comprendido entre 0 y (9j estd dado por

2 2,2
(a,e,0,) = a”(l-e’) f / dx . Esta es una integral eliptica y puede calcularse
/ 2 (1+ ecos(x))>

rapidamente con una computadora personal; usando por ejemplo un utilitario como el MA
THCAD.

12
Satélite de comunicaciones, equivalente ruso de los Intelsat estadounidenses.
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» Apogeo: 46.500 km

* Perigeo: 7.000 km

* Periodo: 12 hs

* Inclinacidén de la érbita: 60°.

De estos valores resulta:  2a=apogeo+ perigeo=>a=6.750 Km.  Ademas

r, =a(l-e)=e=0.74. Con estos valores podemos calcular las areas 4/, los tiempos

ij ey los correspondientes valores de 6, y r;; en este caso tomamos N=10:

A4.(x10" Km* j 7, (x10% Km)
J J

0.00 0.69
1.58 0.75
3.81 0.97
8.46 1.52
22.73 2.84
65.99 4.23
109.25 2.84
123.52 1.52
128.16 0.97
130.40 0.75
131.97 0.79

En este ejemplo hemos tomado partes del intervalo /0,2z] iguales; esto no
tiene porque ser siempre asi. Para finalizar, dejamos al lector (y a sus alumnos) la
inquietud de desarrollar un algoritmo con el cual se pueda graficar sobre la pantalla del
monitor de una computadora personal la posicion del satélite en funcidn del tiempo.
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