UMA NOTA DE ESCLARECIMENTO SOBRE O OSCI-
LADOR HARMONICO AMORTECIDO

Antonio Soares de Castro
Depto. de Fisica e Quimica — UNESP
Guaratingueta — SP

Resumo

A solucdo do oscilador harmoénico amortecido é tratada exatamente no
caso subcritico. A modulagdo da amplitude, a envoltoria e a energia me-
cdnica sdo discutidas.

Embora as manipulagdes algébricas envolvendo a solugdo da equagdo dife-
rencial para o problema do oscilador harmoénico amortecido (OHA) sejam simples, a
maioria dos livros-texto apresenta resultados aproximados, e alguns deles sequer men-
cionam as aproximagdes realizadas"***. Este fato freqiientemente conduz os estudan-
tes a concluirem que esses resultados s@o exatos. O presente trabalho trata a solugdo do
OHA exatamente, no caso subcritico, chamando a atenc¢do dos leitores para as aproxima-
¢oes feitas pelos autores de livros-texto. Embora estes livros-texto apresentem solugéo
exata para a equagdo diferencial do OHA, os resultados para a modulagdo da amplitude e
da energia sdo apenas aproximados. A modulacdo da amplitude apresentada pela maioria
dos livros-texto ¢, na realidade, a envoltéria da curva de oscilagdo, que no caso limite de
amortecimento muito pequeno tende aos mesmos valores numéricos. Parte deste trabalho,
em uma versio resumida, apareceu em outro lugar'®.

O OHA ¢ caracterizado pela equagdo diferencial do movimento

5c'+2}/5c+w§x:0. )]
Quando y <@, , 0 caso subcritico, esta equacdo tem a solucdo geral
x()=Ade 7 cos(@t+9), )

onde

w:w{l—(%ojz}%. ()
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A e ¢ sdo as constantes de integrag@o.
A velocidade do OHA ¢ dada pela derivada temporal de (2):

v(t)=x=—yx—a e "'sen(@t + ¢) 4)
A posigdo e a velocidade no instante inicial, t = 0, sdo dadas por

x, = Acos(¢) (5.1)
e

v, =—yXx,—®Asen (¢) (5.2)

conduzindo, depois de uma algebra elementar, ao seguinte resultado para as constantes
de integragio:

2
A=x, 1+(7//a))2{1+ Yo } (6.1)
VX,
e
al 7 V, T V4
p=—tan" | —|1+ , ——<P<+—. (6.2)
o| rx, 2 2
Deve-se observar que 4 =x, ¢ ¢=0 somente quando v, ==} X, .

Os pontos de retorno da oscilagdo (maximos e minimos) ocorrem quando a
velocidade é nula. Os instantes correspondentes sdo obtidos da equagéo

tan(a) t,+ ¢) =—y/® )
e sdo dados por

Ly =[—tan’1 (v/w)-¢ inﬂ]/a), n=0,1,2,3,.. (8)
Os pontos de retorno sdo obtidos pela substituicdo de (8) em (2):

x(t,)=tAe" cos[‘[an’1 (;//a))] ©)

A curva que passa pelos pontos de maximos e minimos da curva de oscila-
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A(t) =+Ae™ ' cos [tan'] (7/0))] (10)

¢ chamada de modulacdo da amplitude.
Nos instantes dados por

t=(-¢£tnr) o (11)
a curva
A(t)=+ de™" (12)

tangencia a curva de oscilagdo do OHA. Esta curva é chamada de envoltéria da curva de
oscilagdo.

As curvas da oscilagdo, modulagdo da amplitude e envoltoria, no caso em
que y/®, =0, 35, com a condi¢do inicial v, =0, estdo ilustradas na Fig.1.

A modulacdo da amplitude e a envoltoria interceptam a curva de oscilacdo
em pontos diferentes. As diferencas de tempo entre os pontos de contato da envoltoria
com a curva de oscilagdo e os pontos vizinhos mais proximos de amplitude maxima so
dados por

t, —t, =tan"(y/w)/ w. (13)
A energia mecanica do OHA ¢
E(t)=1/2mi* +1/2ma? x*. (14)

Substituindo (2) e (4) em (14), e efetuando um pouco de malabarismo algébrico, encon-
tramos que

E(t)=1/2ma? 4> [l +(y/m, ) cosf2(wt + ¢)]+ ;//a)a [1 ~(y/o,) ]% sen|2(wt + ¢)]} - (15)

A Fig.2 ilustra as fungdes E(t), dada por (15), e E(t) =E, exp(— 2}/[), no
caso em que y /@, =0,35, com v,=0; E, = maw, A* /2. Na Ref. 7 consta uma discus-

sdo sobre a energia do OHA, e ¢ apresentada uma curva de energia similar a curva sélida
da Fig.2. (O autor deste livro-texto ndo confunde os conceitos de envoltoria e modulagio
da amplitude.)

A taxa de dissipag@o da energia mecénica ¢ dada por

dE(t)

LG - (16)
dt 4
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i.e., o produto da forga de atrito pela velocidade. A segunda derivada temporal da energia

I3

€

A 1 Il A
0 T 2w 3w v
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Fig.1- Movimento do oscilador harménico amortecido para y /@, =035
com a condigdo inicial v = (. Curva solida: oscilagdo. Curva tracejada: modulagdo

da amplitude. Curva pontilhada: envoltoria.
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Fig.2- Energia mecanica do oscilador harménico amortecido para
y/w, =035 com v, =0. Curva solida: energia mecdnica. Curva pontilhada: assintota

fornecida pela simples exponencial temporal.

d’E(r)

= —dmyxi- 17

Os pontos com tangente horizontal da curva de energia sdo os pontos de retorno, cujos
instantes correspondentes sdo dados por (8). De (17) concluimos que os pontos de retor-
no e os pontos de aceleragdo nula sdo os pontos de inflexdo da curva de energia. Os ins-
tantes correspondentes aos pontos de aceleragdo nula sdo calculados pela equagdo
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tan(a)t: +¢)=%{2—1} (18)
y o

Usando (7) esta equacdo pode ser escrita como

tan(a)t: +¢)= —cotan[2(wt, + ¢)], (19)
que tem como solucao

t=|-2tan"'(y/0)-gp+(n+1/2) 7|/ . (20)
O intervalo de tempo entre dois pontos sucessivos de inflexdo da curva de energia é

t,—t, =[tan‘1(7//a))+ 7z/2]/a). 1)

Freqilientemente os estudantes sdo conduzidos a impor as condi¢des A = xg e
vo = 0. Talvez este impulso seja devido a idéia propagada por alguns autores de livros-
texto que a curva descrita por (12) ¢ a modulagido da amplitude do OHA. Modulagao da
amplitude e envoltdria sdo conceitualmente e numericamente distintas. No caso limite
y << @, temos y/w=y/w, =0, conseqiientemente estas duas curvas tendem ao

mesmo limite. A energia do OHA, ao invés de ser representada por uma simples expo-
nencial temporal, o é por uma curva com muitos pontos de inflexdo, que tem a simples
exponencial temporal como assintota. A diferenca entre a energia e a assintota ndo man-
tém o mesmo sinal em todos os instantes, ao invés disto, a energia oscila em torno da
assintota. No caso limite em que y << @, estas duas curvas também tendem para o

mesmo limite.
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