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I. Sua pré-historia
L.1. A critica de Einstein a teoria quintica, em 1935

A pré-histéria das desigualdades de Bell encontra-se na critica feita por E-
instein® a interpretacio da teoria quantica sustentada por Niels Bohr e por um conjunto
de cientistas, conhecido como “interpretagdo de Copenhagen”, numa referéncia ao local
onde esta foi gestada nos idos de 1926/1927. A critica formulada em 1935 é considerada
a critica “madura” de Einstein®. E que anteriormente este buscava, através de “gedan-
kexperiment” limitar a validade das relagdes de Heisenberg. Do inicio dos anos 30 em
diante Einstein nfdo mais busca este objetivo, mas passa a considerar a teoria quantica
como logicamente consistente, de forte respaldo empirico, mas incompleta. Incompleta
porque apoiada num critério de realidade fisica ao qual ele se opde e porque leva a uma
propriedade (ndo-separabilidade) que ele considera fisicamente inaceitavel. E entdo uma
teoria estatistica, que ndo trata de fenémenos individuais.

Contudo, esta argumentagdo ndo aparece tdo explicita no artigo de 1935.
Neste artigo ele propde um experimento que revelaria existirem propriedades fisicas dos
microobjetos que ndo estariam expressas no formalismo da teoria, dai sua incompletude.

O experimento proposto por Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) consiste em
um sistema composto de duas particulas que interagem num dado instante e depois sepa-
ram-se espacialmente. E realizada entdo uma medi¢io de uma determinada grandeza em
uma das particulas e, com esta informagdo mais a func¢do de estado do sistema das duas
particulas (fornecida pela teoria quantica) e mais algumas informacdes derivadas da
interac@o que teria ocorrido entre as duas particulas, podemos prever o valor da mesma
grandeza para a outra particula, que ndo foi objeto de medigdo. Logo, a grandeza da
segunda particula pode ser conhecida sem ser objeto de medi¢do. Fazendo transforma-
¢des na funcdo de estado podemos optar por medir outra grandeza na primeira particula
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e pelo mesmo processo poderemos conhecer o valor desta outra grandeza para a segunda
particula sem realizar qualquer medic@o sobre esta. Podemos entdo afirmar a existéncia
de distintas grandezas da segunda particula sem realizar qualquer medic¢@o sobre ela.
Isto ¢, podemos afirmar que para a segunda particula as grandezas estavam pré-
determinadas, tinham valores precisos, independentes de qualquer medig&o.

Como podemos imaginar este processo para grandezas que sdo canonica-
mente conjugadas no formalismo da teoria quantica e como neste formalismo estas
grandezas ndo podem ter defini¢do simultanea, chegamos a uma situagdo em que o sis-
tema fisico teria propriedades (as duas grandezas canonicamente conjugadas da segunda
particula) ndo admitidas pelo formalismo da teoria. Teriamos entdo um formalismo
incompleto e se poria entdo a questdo de buscar um formalismo mais abrangente. No
experimento proposto, Einstein considera as duas grandezas canonicamente conjugadas
como sendo a posi¢do e o momento das duas particulas.

Esta teoria mais abrangente, cuja necessidade e possibilidade foi sustentada
por Einstein no final do artigo de 1935, foi entendida por muitos™ como a adogio da
hipotese de variaveis suplementares as adotadas pela teoria quantica (hidden variables) e
capazes de viabilizar a expressdo neste novo formalismo quantico daquelas grandezas
(canonicamente conjugadas) que tinham existéncia fisica mas que o formalismo usual
ndo era capaz de expressar'”.

Vale destacar também que uma teoria capaz de expressar no seu formalismo
varidveis canonicamente conjugadas, como posi¢do e momento, teria como conseqiiéncia
a restaurac@o do determinismo proprio da fisica classica, o que era também uma aspira-
¢do de Einstein®.

I.2. A explicitacdo da premissa da ndo separabilidade

Em 1948 Einstein explicitara”’ que sua argumentagdo tinha pressupostos,
independentes da teoria quéntica, que por mais triviais que fossem deveriam ser expli-
cados, quais sejam:

1. Os conceitos da fisica relacionam-se a um mundo externo que tem exis-
téncia real independente do sujeito que percebe. A nosso ver a mais precisa enunciagio
deste pressuposto implica definir, como Clauser®, que “realismo é uma visdo filosdfica
de acordo com a qual a realidade externa é assumida existir e ter propriedades defini-
das, se ela estd ou ndo sendo observada por alguém”.

2. A premissa de que dois objetos separados no continuo espago-tempo agem
como dois objetos independentes, sem correlagdes, a ndo ser aquelas admitidas pela
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fisica classica como as derivadas das leis de conservacdo. Era a premissa da separabili-
dade.

I.3. Seu desenvolvimento por Bohm em 1951 — o exp. EPR-B

Em 1951 o jovem fisico norte americano faria uma outra apresentagdo do
experimento EPR que simplificaria imensamente a manipulacdo do seu formalismo
matematico e, por isto, facilitaria os trabalhos ulteriores de Bell. A inovago apresentada
por Bohm, no tltimo capitulo do seu livro didtico “Quantum Theory”?, foi a de conce-
ber como grandezas conjugadas a serem consideradas ndo mais posi¢cdo e momento, mas
sim componentes de spin em dadas diregdes. Como sabemos, esta grandeza, que ndo tem
equivalente em fisica cléssica, foi introduzida “ad hoc” na mecanica quantica néo relati-
vistica e s6 foi dedutivel do formalismo da teoria quantica quando este teve um trata-
mento relativistico, iniciado por Dirac em 1928. O spin 7 /2 tem a particularidade de s6
admitir dois valores numa dada dire¢do simplificando imensamente o tratamento mate-
matico. Basta lembrar que no caso das grandezas tratadas por Einstein em 1935, a posi-
¢do, por exemplo, poderia admitir numa dada dire¢@o todos os valores reais. Muitos
autores passaram a referir-se ao experimento EPR como experimento EPR-B numa ho-
menagem a simplicidade introduzida por Bohm no trato desta questdo. Ulteriormente,
quando dos testes experimentais das desigualdades de Bell, a op¢io pelas componentes
de spin numa dada direcdo também contribuiu para viabilizar, agora empiricamente, o
tratamento deste experimento. No Anexo 1 apresentaremos o formalismo do EPR con-
forme desenvolvido por Bohm em 1951.

L.4. A resposta de Bohr em 1935, sua conceptualizacio de “fendémeno”

Mas voltemos a resposta dada por Bohr"” ao argumento do EPR. Trilhando

um caminho que lhe era proprio no debate sobre a interpretacdo da teoria, ele usa os
teoremas de transformacdo proprios ao formalismo matematico da teoria quantica para
mostrar que a fun¢do de onda adotada por Einstein para descrever as duas particulas
corresponde a condigdes experimentais equivalentes a um arranjo por ele (Bohr) exami-
nado. O arranjo em tela é um diafragma rigido, com duas fendas paralelas pelas quais
passam duas particulas. Ele mostra entdo que, neste arranjo, medir a posi¢do da primeira
particula implica em obter sem medi¢do a posi¢cdo da segunda particula. Mas implica
também numa interagdo (troca de momento) com o dispositivo experimental adequado
para este experimento que impediria o conhecimento ulterior do momento seja da pri-
meira ou da segunda particula.

Ao formular esta resposta Bohr usa a expressdo fenémeno para referir-se a
totalidade dos objetos quénticos e das condi¢des experimentais adequadas e necessarias
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ao seu estudo. Com este conceito Bohr situa, portanto, o proprio objeto da teoria quanti-
ca e o significado da nogdo de realidade fisica em teoria quantica. Nas suas palavras
“...tais condicdes constituem um elemento inerente a descri¢do de qualquer fendmeno ao
qual se possa atribuir adequadamente o termo ‘realidade fisica’”. Para ele a teoria quan-
tica ndo se faz perguntas sobre propriedades de um elétron isolado, por exemplo. Devido
a ndo anulabilidade do quantum de agdo cabe perguntar pelas propriedades do elétron
em determinadas situa¢des experimentais, ou em determinadas interagﬁesm).

Devemos destacar que para Bohr, portanto, a separagdo espacial e temporal
das duas particulas néo as torna completamente independentes e separaveis. Ele poderia
reiterar isto argumentando que na teoria quéntica a funcdo de onda de um sistema com-
posto (como este em que as duas particulas interagiram no passado) ¢ néo fatorizavel. E,
apds uma nova interagdo ocorrer (medicdo de uma delas, por exemplo), tanto o sistema
como cada uma das particulas passara a ser descrito por fun¢des de onda que néo repre-
sentam uma evolugdo continua (dada pela equagdo de Schrodinger) da funcdo antes da
interacdo. Pensamos que o fato dele nfo usar este recurso significa mais que um estilo
(n@o recorrer ao formalismo matematico). Significa também a sua convic¢do de que a
teoria quantica tratava de um novo objeto tdo essencialmente distinto dos objetos da
fisica classica que mesmo uma propriedade tdo trivial e aparentemente tdo universal
como a separabilidade espago/tempo ndo deveria ter a sua validade admitida “a priori”
do proprio tratamento fornecido pela teoria quantica.

L.5. A “correlacio de for¢cas” na comunidade cientifica, antes da IT Guerra

Se tomarmos o periodo que antecede a Segunda Guerra podemos afirmar
que ocorreu um triunfo em larga escala da interpretacdo bohriana e da sua resposta ao
argumento EPR"?. Podemos mesmo afirmar que de 1935 em diante Einstein esti numa
posicdo quase solitaria. Dentre os grandes fisicos que em 1927 a ele se aliaram, Louis de
Broglie aderiu a interpretagdo de Copenhagen, Lorentz morreu em 1927, Planck mante-
ve-se discretamente sem intervir mais ativamente no debate.

II. A interpretaciio bohriana posta em questio, o "revival" das TVE’s

O pods Segunda Guerra juntou diversos fatores que levaram a um renovado
interesse sobre a interpretacdo da teoria quéntica. O primeiro deles é a persisténcia da
posicdo de Einstein. Em 1948 e 1949 ele voltou a sustentar sua posi¢do desenvolvendo
agora uma linha de argumentacdo onde aparecia explicita uma defesa de seu proprio
programa para o ulterior desenvolvimento da fisica. Nas suas palavrasm) “fungoes con-
tinuas no continuo quadridimensional” era a senha de um programa, o do campo unifi-
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cado, que ao se realizar deveria levar aos mesmos resultados fornecidos pela teoria quan-
tica. O segundo fator diz respeito aos acontecimentos na URSS no periodo pds 1947 e
sua propagagdo nos meios marxistas em todo o mundo™?. Ali afirmou-se a interpretacdo
da teoria quantica como uma teoria estatistica, incapaz de descrever fenémenos atdmicos
individuais, logo um reforgo ao diagnoéstico einsteniano.

Cabe aqui distinguir a interpretagdo estatistica da mecéanica quantica, no
sentido de Einstein e de autores soviéticos, da interpretagdo probabilistica, ou mesmo
estatistica, formulada por Max Born e defendida por Niels Bohr. Para estes autores o
significado probabilistico da fun¢do de onda ndo limita a teoria quantica a uma teoria
valida exclusivamente para fenomenos coletivos de muitos microobjetos. Para Bohr a
natureza probabilistica da teoria quéntica decorre da existéncia do quantum de ag@o
expresso, por exemplo, nas relagdes de Heisenberg.

E em terceiro lugar comegaram a ocorrer, a partir de 1952, publicagdes de
artigos com formulagdes alternativas a teoria quantica. Todos na linha de formulacdes
que suplementassem a teoria quéntica com varidveis ainda nfo consideradas na teoria
(“hidden variables”) e capazes de recuperar uma descri¢do causal, no sentido classico. O
artigo pioneiro foi o classico de Bohm, por sinal publicado quando este, perseguido pelo
“maccartismo” americano, trabalhava na Universidade de Sdo Paulo. Seguiram-se os
trabalhos de Bohm e Vigier'”. E ocorreu também em 1952 a reconversio de Louis de
Broglie 4 interpretacdo da busca das variaveis escondidas'®. A atitude de L. de Broglie
fica realgada se considerarmos que Bohm, Viggier e outros eram fisicos jovens e Einste-
in ndo apoiou iniciativas como as de Bohm"”. L. de Broglie era assim o fisico de largo
prestigio (Prémio Nobel) a chancelar todo este “revival” das teorias de varidveis escon-
didas e esta renovada aten¢@o a interpretac@o da teoria quantica.

Outros cientistas ¢ filésofos, como Rosenfeld e Hanson" ™, sairam em defesa
da interpretagdo bohriana. E devemos lembrar que em 1932 Von Neumann havia de-
monstrado um teorema afirmando a impossibilidade de existirem teorias fisicas com
mais variaveis que aquelas ja usadas pela teoria quantica. Mas, teorias de variaveis es-

(18)

condidas ja estavam na praga, e proliferavam. A curiosidade e a inquietagdo eram irre-
versiveis. Todos estes acontecimentos na década de 50 regaram o terreno no qual germi-
naria ja no inicio dos anos 60 este importante resultado hoje conhecido como “desigual-
dades de Bell”.

II1. O trabalho de J. S. Bell

Bell, no seu ja classico trabalho"”, parte do experimento EPR na versdo

proposta por Bohm, ou seja, duas particulas que interagem e separam-se posteriormente,
descritas por um estado “singlet” com spin total nulo. Ele toma a premissa einsteniana
p
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da separabilidade (independéncia de sistemas fisicos distantes no continuo espaco-
tempo); evidéncia que isto leva a predeterminacgio das variaveis da particula nio sujeita
a medi¢do. E que, como a teoria quéntica ndo representa esta predeterminagdo, isto
implica a possibilidade de uma mais completa especificacdo do sistema. A contribui¢@o
essencial de Bell vem a partir deste ponto. Ele traduz a premissa da separabilidade num
critério fisico e matematico que ele denomina de localidade; com base neste critério
formula um modelo de uma descri¢do mais completa, usando varidveis adicionais as
usadas pela teoria quantica e busca tirar conseqiiéncias deste modelo. Num célculo que
impressiona pela simplicidade (ver Anexo 2) ele demonstra que um modelo deste tipo
leva a desigualdades que ndo podem ser verificadas pelas previsdes estatisticas usuais da
teoria quantica. Sua conclusio é entdo que, ao menos no caso considerado, “a predi¢do
estatistica da mecdnica quantica é incompativel com a predeterminagdo separavel ”.

Bell aventa duas saidas®” para a contradi¢do encontrada. A primeira seria
uma interagdo que se propagasse instantaneamente entre as duas particulas, ou entre os
detetores destas particulas, falseando assim a premissa da separabilidade. Isto significa
admitir uma violacdo da relatividade restrita (invaridncia de Lorentz).

As simpatias de Bell dirigem-se para a segunda saida: “Certamente a situa-
¢do é diferente se as predicbes quanto-mecanicas sdo de validade limitada”.

Para a verificag@o experimental das desigualdades de Bell ainda foram ne-
cessarios outros desenvolvimentos e mesmo hipoteses adicionais as consideradas inici-
almente®. Mas, o mérito seminal do trabalho de Bell ¢ que ele desloca o debate, travado
durante trinta anos, do terreno estritamente epistemoldgico para aquele da verificacdo
experimental, ou melhor, para o terreno estrito da fisica. Esta alteracdo estd assinalada
por Clauser nas seguintes palavras “... a discussdo, na maior parte dos 30 anos subse-
qiientes, foi realizada mais nas festas e coquetéis entre fisicos que na corrente principal
da moderna pesquisa. A partir de 1965, contudo, a situagdo mudou dramaticamente”.

IV. Os testes experimentais

A década de setenta foi marcada, para o debate sobre os fundamentos da te-
oria quantica, pela realizag@o de diversos testes experimentais das desigualdades de Bell.
O 4pice deste processo, e o mais rigoroso, foi o experimento de Aspect®, em 1982.
Mas, ja antes deste experimento varios autores opinaram que o conjunto dos experimen-
tos indicava uma violagdo das desigualdades de Bell, e portanto das possiveis teorias
realisticas locais, ¢ uma confirmagdo das previsdes da teoria quantica®. Apés o expe-
rimento de Aspect ampliou-se sensivelmente o nimero dos que tinham esta mesma ava-
liagao®®.
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V. A atualidade da questio

Pensamos que se os anos setenta foram marcados pelos testes experimentais
das desigualdades de Bell, e entre um significativo numero de fisicos pela expectativa de
uma “implosdo” nos fundamentos da teoria quéntica, ja os anos oitenta alimentados
pelos resultados que representaram uma importante validagdo da teoria quantica apre-
sentaram uma dispersdo no foco dos interesses e das alternativas de pesquisa.

Paty(zs) propde como programa epistemoldgico pensar a ndo separabilidade
e, apoiado na nfo separabilidade fazer a critica da nossa conceituagio do espaco e tam-
bém aprofundar a busca de uma teoria da medida.

Outros, como Gibbins®®, consideram necessario abandonar a perspectiva de
uma recuperagdo do realismo e desenvolver a légica subjacente ao formalismo quéntico,
a légica quantica.

A década passada reanimou também saidas extravagantes como a de Costa
de Beauregard, publicada inicialmente em 1953, que sustenta estar a mecénica quantica
implicando “a existéncia de direito dos fenémenos da parapsicologia™®”.

Existem também os que, como Selleri, tém a expectativa de que um maior
rigor no formalismo e nos dispositivos experimentais® possa quebrar as previsdes esta-
tisticas da teoria quantica.

Este rol ndo esgota a lista de alternativas, até porque a viola¢do das desi-
gualdades de Bel desqualificou fisicamente as teorias de variaveis escondidas locais. E
todo o programa, em termos de varidveis escondidas, desenvolvido por Bohm desde
1952 tem como pressuposto a propriedade da ndo-localidade. Esta propriedade da néo-
localidade esta presente no “potencial quantico” introduzido por este autor. Neste senti-
do as violagdes experimentais das desigualdades de Bell ndo desqualificam o programa
de Bohm. Cabe registrar que Bell®” depositava neste programa suas expectativas sobre
o futuro da teoria quantica e também que o proprio Bohm sé passou a valorizar esta
propriedade, presente na sua teoria, a partir da década de 70.

Apresentada ao mundo cientifico em 1927, no 5° Conselho Solvay, a teoria
quantica desencadeou um debate, que perdura até os nossos dias, que pode ser caracteri-
zado como o principal debate cientifico e epistemoldgico da fisica do século XX. Na
historia deste debate ocupam lugar destacado J. S. Bell e suas inquietantes desigualda-
des®?.
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ANEXO 1

Funcio de onda no experimento EPR-B

Bohm toma uma molécula, com dois atomos, de spin total nulo, tendo cada
dtomo spin 71 /2 e calcula a fungdo de onda (F) do spin. A obtencio da funcio de onda
total implicaria multiplicar a fungdo de onda das coordenadas espaciais pela func¢do de
onda do spin.

Para chegar a esta fun¢fo tomemos inicialmente um caso mais geral de duas
particulas que interagem, mas sem a restri¢do do spin total nulo.

01 0 —i 10
Usando as matrizes de Pauli Cx= | 10|, C,=|i 0| ,C=/0-1|,00-

perador componente de spin sera obtido de S= 7 /2 C e a fungdo de onda sera descrita

1 0
por u+ = (0) ouu—= (l) conforme o sinal do spin.

Temos inicialmente quatro possiveis combinagdes para a fun¢do de onda:

Fa=u+(1).ut(2),

Fb=u+(1).u-(2),

Fc=u-(1).ut(2) e

Fd=u-(1).u-(2).

Verifica-se que todas as func¢des estdo normalizadas e sdo ortogonais entre
si.

Para que as fun¢des de onda sejam autofungdes do operador spin ¢ necessa-
rio que elas sejam autofuncdes dos operadores:
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Si= #/2(Cj;+ Cy), ondei=x,y,ze
$?= 87 +8; +285,S,,
onde os indices 1 e 2 referem-se as particulas 1 e 2.

Verifica-se que as fungdes de onda sio autofungdes de S;.
Verificar se as fungdes sdo autofungdes de S* implica verificar se elas sdo

~ . 2 , . .
autofuncdes de S; S,, pois S ; sera matriz unitaria.

(C;Cy)Fa=Fa
(C,Cy) Fb=2Fc-Fb
(C,Cy) Fc=2Fb-Fc
(C,Cy) Fd=Fd

Logo Fa e Fd so autofungdes, e Fb e Fc néo.
Procuramos entdo uma autofuncio tipo bFb + cFc:

(C,Cy) (bFb + cFc) = T (bFb + cFe);
desenvolvendo os calculos, obteremos T =1¢ T’ = -3:

T’=1->b=c;T’=-3>5b=-—

F, = bFb + bFc e F2 = bFb — bFc,

normalizando obteremos b = 1/ \/5 .
Entao as autofungdes de S; e de S? serdo:

Fa, Fd, Fy = 1/\]2 (Fb + Fe) e Fy = 1/ \J2 (Fb - Fo).

Calculando os autovalores de S* em relagio as quatro autofungdes obtere-
mos:

Para Fa, Fde F;, S°’F =2 h’Fe para F, o autovalor sera zero.

As trés autofuncdes correspondentes a um momento angular total diferente
de zero sdo denominadas estados “triplets” e a autofunc@o correspondente ao spin nulo é
denominada estado “singlet” e ¢ a autofun¢@o que procuramos para o experimento EPR-
B, e pode ser escrita como:

F=12 [u+u-2) —u—()u~+@2)].

Na notagdo de Dirac teriamos:
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12>=1/32{[ +.d1>| ~,d2 > -|-d1>|+d2 >} onde d é uma diregio

arbitraria.
ANEXO 2

Desigualdades de Bell

Existem diversas formula¢des para as desigualdades de Bell. As mais fortes
sdo as que se referem a sistemas reais, objetos de testes experimentais. Aqui faremos
uma deducdo mais simples, menos rigorosa, mas suficiente para evidenciar a discrepan-
cia entre as previsoes da mecanica quantica e previsdes de teorias que satisfagam o crité-
rio EPR, com as grandezas ja estando predeterminadas por uma mais completa especifi-
cacdo do estado quantico no sentido das varidveis escondidas. Bell denominou tais teori-
as de teorias com predeterminagéo separavel. O calculo seguinte, um pouco mais simpli-
ficado que aquele de Bell em 1964, segue a deduglo feita por Clauser & Shimony em
1978 (ver nota 4).

Tomemos um unico observavel, Aa.Bb, para o sistema de duas particulas
que interagiram no experimento EPR-B (ver calculo no Anexo 1). Este observavel ¢
composto pelo produto de componentes, em dire¢des arbitrarias a e b, de spin das parti-
culas 1 € 2. Se tomarmos unidades de spin como 7 /2 entio Aa e Bb terdo valores iguais
a+tlou-1.

A predicdo da teoria quéntica para o valor esperado deste observavel sera:

E(a,b)=<F|C,.aC,.b|F >=-a.b. (1)

Um caso particular desta predigdo sera aquele onde as diregdes a e b sdo pa-
ralelas, neste caso:

E(ab) =—1. ©)

Nos podemos entdo predizer o valor de Bb por prévia medida de Aa. Admi-
tamos agora que este valor ja estava predeterminado, sem correlagdo com a medigdo de
Aa. Como na teoria quantica o estado ndo predetermina, com absoluta certeza, os valo-
res do spin de qualquer das duas particulas, entdo precisamos definir um novo estado
capaz de uma especificacdo maior que aquela prevista pela teoria quantica. Denotamos
este estado pelo simbolo r. Com isto estamos definindo um estado para o qual os obser-
vaveis da mecénica quantica tém sempre valor definido. Um estado deste tipo ¢ parte
entdo do que podemos chamar teoria deterministica de variaveis escondidas. Determinis-
tica com referéncia aos observaveis que tém sempre valor definido. Deducdes mais ela-
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boradas podem retirar esta restricdo para incluir as teorias estocasticas de variaveis es-
condidas.

Seja s o espaco dos estados r e t a fungdo de distribui¢do, normalizada, dos
estados r no espaco s. Entdo:

[ dt=1. 3)

Numa teoria deste tipo o observavel AaBb (r) tem sempre um valor definido
e predeterminado no estado r.

Bell define entdo um critério de localidade da seguinte forma: uma teoria
deterministica de variaveis escondidas ¢ local se:

AaBb (r) = da (v) . Bb (v). @)

Este critério ¢ uma expressdo particular da separabilidade postulada por E-
instein em 1935, e explicitada enquanto tal em 1948, pois ele implica que uma medida
de B em 2 depende exclusivamente da dire¢do b e do estado r, ndo guardando correlagdo
com a medida em 1, e vice-versa.

O valor esperado de AaBb nesta teoria sera:

E(a,b): IS Aa(r)Bb (r)dt ) 5)
Para a concordancia parcial (eq. 2) com a teoria quantica € preciso que
Aa (r)z —Ba (r) (6)

para qualquer r.
Usando a eq. 6 calculemos a seguinte fungdo envolvendo trés distintas dire-
¢desa,bec:

E(a,b)-E(a,c)=-[,[4a(r)4b(r)- da(r) Ac(r)]dt =
=—[, da(r)Ab(r)[1 - 4b(r) Ac(r)]dt .
Com A, B=+1 ou — 1 podemos escrever esta tiltima expressao como:
|E(a,b)-E(a,c)| < [;[1- 4b(r) dc(r)]dt
e usando as equagdes 3, 5 ¢ 6 temos:
|E(a,b)-E(a,c)|<1+E(b,c) (7

que ¢ a desigualdade obtida por Bell em 1964.
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Tomemos agora um caso particular com a, b e ¢ coplanares, a e ¢ fazendo
um angulo de 120° e b fazendo um angulo de 60° com a e c. Entdo ab=bc = 1/2 e ac =
—1/2. Colocando estes valores na desigualdade (7) teremos:

1<1/2.

As previsdes da teoria quantica levam entdo a uma violagdo da desigualdade
de Bell construida a partir de uma teoria deterministica, de variaveis escondidas, que
satisfaca o critério da localidade.
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