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Abstract. In this paper, we introduce a quasi-set theory without atoms. Quasi-sets (gsets)
can have as elements completely indiscernible things which do not turn out to be the very
same thing as it would be implied if its underlying logic were classical logic. A quasi-set can
have a cardinal, called its quasi-cardinal, but this is made so that, at least for the finite case,
the quasi-cardinal is not an ordinal, and hence the indistinguishable elements of a quasi-
set cannot be ordered. In the last sections, we show how the theory can be used to ground a
quantum metaphysics of properties, which sees the quantum entities as bundles of properties,
and we also introduce a new approach for the use of quantifiers in quantum physics.
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La intuicién y el método axiomatico
se apoyan mutuamente.

Newton da Costa (1980, p.191)

Dedicado al Profesor Newton C. A. da Costa (1929-2024),
que sugirio la expresion ‘casi-conjunto’.
1. Introduccion

La teoria de casi-conjuntos (g-conjuntos) nacié motivada por la interpretacion de uno
de los creadores de la teoria cuantica, Erwin Schrodinger, sobre la identidad de las
particulas cudnticas. Para Schrédinger, la nocion de identidad careceria de sentido
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para las particulas elementales de la fisica cuantica. El fisico austriaco no dice lo que
deberiamos entender por ‘identidad’ ni elabord ningtin sistema que considerase esa
posibilidad. Para él, eso seria una simple consecuencia de la fisica. Pero es obvio que
tal suposicién trae consecuencias para la légica, comprometiendo también a la teoria
de conjuntos.!

Por otro lado, si intentamos analizar los aspectos 16gicos de este compromiso, de-
bemos centrarnos en la nocién de identidad. ¢Qué es eso? Sabemos por la historia de
la filosofia que desde la antigiiedad hay discusiones sobre la identidad en el tiempo,
sobre como una persona que llega a vieja puede ser la misma persona de siempre,
o cuestiones como la del barco de Teseo, que trajo muchas discusiones a lo largo de
la historia. Con respecto a nuestro trabajo, lo importante es el concepto légico de
identidad y cémo ese concepto se vincula con lo que dice la fisica cudntica.

Para nosotros, no hay media identidad, se trata de un concepto que o se lo toma
totalmente o no se lo toma. Dos cosas son idénticas si son la misma cosa, esto es,
si son contadas como una cosa sola. En caso contrario, son diferentes. Si comparten
uno o mas atributos, son indiscernibles con respecto a esos atributos y no algo como
relativamente idénticos. La metafisica que heredamos en nuestra tradicién occidental
presupone que cuando hay dos o mas cosas, estas son distintas y hay, por lo menos
en principio, una diferencia entre ellas. Aunque esa suposicién, segtin algunos au-
tores como Max Jammer, viene por lo menos desde los estoicos (1966, p.339), fue
sedimentada por la metafisica de Leibniz con su famoso Principio de la Identidad de
los Indiscernibles, que fue incorporado a la légica tradicional y estd presente tam-
bién en las matemadticas usuales y en la fisica cldsica. En este marco, no se permite
la existencia de ‘otras cosas’ que no sean propiedades o atributos que sirvan como
Principios de Individuacion, como todas las formas de substancia, haecceities, thisness
o otras mas.?

Entre otros, el matematico y fisico Yuri Manin (1976) sugirié que la teorfa usual
de conjuntos no seria adecuada para tratar las colecciones de entidades cuanticas, asi
como Dalla Chiara y Toraldo di Francia (1986; 1993a) en su andlisis de la estructura
l6gica de la fisica cudntica.

Nuestra intuicidon nos lleva a asumir la existencia de entidades que pueden ser
completamente indiscernibles sin que resulten ser la misma cosa. Cuando cuestioné
la definicién de identidad de Whitehead y Russell en su célebre Principia Mathema-
tica, que segun el procedimiento usual define la identidad por medio de la completa
indiscernibilidad, E P Ramsey defendié que no hay ninguna restriccion légica que
nos impida suponer entidades completamente indiscernibles sin que sean “la mis-
ma cosa” (1950, pp.30-31). Es eso lo que pretendemos aqui: presentar una teoria
matematica donde haya entidades que son “completamente indiscernibles” sin que
resulten ser la misma entidad. Es claro que la teoria usual de la identidad debe ser
cuestionada. La l6gica que emplearemos, segun la cual la nocién usual de identidad
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no se aplica a ciertas entidades, es un caso de lo que generalmente se denomina
[6gicas no-reflexivas (French and Krause 2006; da Costa and Bueno 2009).

Las motivaciones son varias: por una parte, podriamos simplemente seguir a Hil-
bert en que el matematico debe investigar todas las posibilidades légicas (1976) y
proceder de una manera puramente matematica. Pero no es asi como pensamos ac-
tuar. Nuestra motivacién proviene de la fisica cudntica. Recordando que la teoria
usual de la identidad dice que siempre que tenemos dos 0 mds cosas, esas cosas Son
discernibles por alguna propiedad (aunque no la conozcamos), no vemos como esa
teoria puede ser aplicada en ciertas situaciones ‘cuanticas’, como en los condensa-
dos bosoénicos, donde los bosones (que pueden compartir todas las propiedades) son
completamente indiscernibles (Ketterle 1999; Evans et al. 2007).

Incluso cuando consideramos fermiones, que por definicién no pueden compartir
todas las propiedades (debido al Principio de Pauli), cuando estan en un estado enre-
dado (entangled), son tales que, a pesar de tener propiedades distintas, como el valor
del espin, no son discernibles. No podremos decir cudl es cudl, y eso es contrario a
lo que dicen la 1égica y las matematicas usuales. En efecto, si tenemos por lo menos
una cantidad finita de cosas en la ldgica clasica, y en especial si tenemos dos de ellas,
siempre podemos dar nombres a ellas y esos nombres actuaran como designadores ri-
gidos, comprobando su identidad y reidentificabilidad en otras situaciones, algo que
ciertamente no se puede decir de cosas como, por ejemplo, los electrones. Para en-
tidades de ese tipo, dicen esas teorias, podemos atribuirles nombres (designadores
rigidos) que permitiran que los identifiquemos en otras ocasiones; creemos que el
lector concuerda en que eso no es posible en la fisica cuantica. Por ejemplo, suponga
que Y, y ¢, sean las funciones de onda de los electrones de un atomo neutro de
Helio; el sistema es descrito por una funcién anti-simétrica como la siguiente

q1111,2 = %(wlwz —szwl)-

Cabe destacar que mientras en ese estado entrelazado los electrones no tienen
propiedades particulares, el sistema en su conjunto si las tiene. Es en este sentido
que decimos que no podemos decir cudl es cudl.

La teoria de casi-conjuntos fue propuesta para tener en cuenta colecciones de en-
tidades que, sin que resulten ser la misma entidad, no pueden ser discernidas unas
de otras, como los electrones del ejemplo arriba.® Esas colecciones pueden tener un
cardinal, su casi-cardinal, o “q-cardinal” solamente, aunque sus elementos no puedan
ser discernidos. Eso trae un problema. En las matematicas usuales, como en sistemas
comunes de teoria de conjuntos, la definicién usual de cardinal viene dada por me-
dio de ordinales (Jech, 2003, cap.3), o sea, los cardinales son ordinales especiales.
De esta manera, al atribuir un cardinal a una coleccién, estaremos atribuyendo un
ordinal, y eso hace que los elementos de la coleccién puedan ser discernidos. Ese

PRINCIPIA 30(2): 533-576 (2026)



536 Décio Krause & Juan Pablo Jorge

problema es superado en la teoria de casi-conjuntos y en particular en la teoria que
presentamos en ese articulo.

La principal diferencia entre la teoria aqui presentada y las propuestas anteriores
es que no se compromete con dtomos (urelementos): es una teoria ‘pura’. De este
modo, ‘todo lo que tenemos’ son casi-conjuntos, que pueden ser considerados como
extensiones de predicados (en un sentido distinto al de ZFC); asi, podremos mads
facilmente concebir una ontologia cuantica de propiedades de manera mas directa
que si tuviéramos urelementos. Esa ontologia dice que las entidades cuanticas son
tomadas como colecciones de propiedades en un sentido que serd presentado mas
adelante.

Para la teoria que presentamos abajo, dividimos el universo intencional (o del
discurso) en dos categorias de cosas: los casi-conjuntos y los g-cardinales, que son
dados por una teoria de apoyo (o auxiliar), de la misma forma que la teoria de los
tensores es una teoria de apoyo a la relatividad general o la teoria de los nimeros
complejos es una teoria de apoyo a la mecanica cuantica usual. Dentro de los casi-
conjuntos, se encuentran los conjuntos, los cuales obedecen los axiomas usuales de
ZECYy, por lo tanto, cumplen la Teoria Estandar de la Identidad.

Después de presentar la teoria, proponemos algunas consideraciones filosoficas y
posibles aplicaciones. Pero como la teoria que aqui presentamos estd basada fuerte-
mente en la teoria previa con dtomos, que denotamos por ‘QQ’, daremos en la secciéon
siguiente una presentacion béasica a las ideas principales de esa teoria, para luego
adentrarnos en la nueva teoria Q.

2. La teoria £ con atomos

Como es sabido, los &tomos en una teoria de conjuntos como ZFA (Zermelo-Fraenkel
con Atomos) son entidades que no son conjuntos, pero pueden ser elementos de con-
juntos. En 1908, Zermelo los llamo6 urelementos (Urelemente) (1967). Los dtomos,
a pesar de no tener elementos, son distintos del conjunto vacio*. La teoria de con-
juntos necesita adaptacion para soportar su existencia; una buena exposicion estd en
Suppes (1972).

La teorfa 9 French and Krause (2006) encierra dos tipos de atomos: M-atomos
y m-atomos. Los M-atomos desempeiian el papel de los urelementos de Zermelo y
para ellos vale la teoria usual de la identidad. Los m-atomos son introducidos para
interpretar a las entidades cudnticas, bajo la hipdtesis de que el concepto usual de
identidad de la légica clasica no vale para ellos. Los g-conjuntos son aquellas cosas
que no son atomos, y entre ellos hay casos especiales para los cuales los axiomas
usuales de ZFA son aceptados; los llamamos conjuntos. Asi, hay q-conjuntos que son
conjuntos y otros que no lo son. Tanto unos como otros pueden admitir un cardinal,

PRINCIPIA 30(2): 533-576 (2026)



Sobre una teoria ‘pura’ de casi-conjuntos y su aplicacién 537

que llamamos casi-cardinal (q-cardinal). Pero los g-cardinales, introducidos como una
nocion primitiva, son cardinales construidos por medio de conjuntos, y sabemos que
la manera usual de definir cardinales es por medio de ordinales (Jech 2003).°

Asi, si un g-conjunto x tiene un cardinal, digamos m, hay una biyeccién entre
Xx y m vy, por lo tanto, con el ordinal m, lo que hace que los elementos de x pue-
dan ser discernidos por la ordenacién impuesta por el ordinal. Este es de hecho un
problema para la teoria 3. Con la teoria que presentamos en este articulo, ese pro-
blema es eliminado adoptando una teoria de apoyo para los g-cardinales, que no los
ve como ordinales. Esa teoria es esencialmente la Aritmética de Peano y entonces los
g-cardinales son cosas como 0, s0, ss0, etc. Es importante tener en cuenta que no se
debe confundir esos g-cardinales con los niimeros naturales que se pueden definir en
la teoria, y que forman un modelo posible para los g-cardinales. Los niimeros natu-
rales, siguiendo a von Neumann, son los ordinales @, {#}, {0, {#}} etc., pero éstos son
entes distintos de los q-cardinales de arriba.

Entonces, la nueva teoria Q sirve al menos para dos propdsitos; por un lado,
permite que un g-conjunto sea formado por elementos indiscernibles y aun asi ten-
ga un g-cardinal finito sin que eso implique una ordenacién de sus elementos.® Por
otro lado, sin dtomos, puede ser 1til para fundamentar una ontologia cudntica de
propiedades (ver Krause et al. (2025)).

3. La teoria Q~

En esta seccion, presentamos los aspectos formales de una teorfa de casi-conjuntos,
pero ahora sin 4tomos (la teoria Q~ es Q sin los 4tomos).” Como es sabido, en una
teoria de conjuntos con dtomos, como la ZFA (Jech 2003; Suppes 1972), los 4tomos
son entidades que no tienen elementos, pero son distintas del conjunto vacio. Asi, en
una teoria sin atomos, la tinica entidad que no tiene elementos es el conjunto vacio.

Para formular la teoria ™, postularemos la existencia de un universo 5 (Bereich,
seglin terminologia de Zermelo) cuyos elementos son entidades de dos tipos: los casi-
conjuntos, o g-conjuntos, y los casi-cardinales, o solamente g-cardinales. Los conjuntos
son casos especiales de casi-conjuntos para los cuales vale la Teoria Estandar de la
Identidad. Usaremos dos tipos de variables individuales: x, y,z,... para conjuntos y
g-conjuntos, utilizando predicados unarios S y Q para distinguirlos respectivamente,
y m,n,p,... para los g-cardinales. Los conjuntos son g-conjuntos, pero no vale la
reciproca. Para los g-conjuntos que no son conjuntos, no se aplica la teoria usual
de la identidad, sino una nocién mas débil de indiscernibilidad, representada por un
predicado diadico ‘=’, que se aplica también a los conjuntos®.

Ademas de los predicados anteriores, entre los simbolos primitivos del lenguaje
%~ de 7, tenemos los predicados diddicos € (pertenencia), = (identidad), que se
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aplicard sélo a conjuntos y q-cardinales, y = (indiscernibilidad, o indistinguibilidad).
El simbolo relacional binario K es también primitivo, indicando g-cardinalidad. Asi
K(x,m) dice informalmente que el g-conjunto (o conjunto) x tiene g-cardinal m. Sin
embargo, tenemos que tener cuidado con los g-cardinales por las razones que seran
expuestas a continuacion. Cuando tratamos con conjuntos finitos, sus g-cardinales
pueden ser pensados como nimeros naturales definidos por medio de conjuntos de la
manera usual (cardinales clasicos). Pero si tratamos con g-conjuntos sus g-cardinales
no son cardinales en el sentido de ordinales limite. Abajo esa analogia es puesta en
detalles. Vamos a asumir que nuestro lenguaje tiene también los siguientes simbolos
especificos: una constante individual 0, un simbolo funcional unario s y dos simbolos
funcionales binarios ® y &.

Los términos de nuestro lenguaje son las variables individuales x, y,z,... y m,
n, p,..., la constante 0, las expresiones de la forma s(t), que denotaremos por st
solamente, siendo t un término que se obtiene aplicando una cantidad finita de veces
la operacién s sobre 0y, si t; y t, son términos de ese tipo, entonces t; & t, y t; ® to
también lo son.

Diremos que son S-términos aquellos que denotan conjuntos, Q-términos los que
denotan g-conjuntos y C-términos los que denotan q-cardinales. Las formulas atomi-
cas son de la forma S(x), Q(x), t; = t, si ambos t; y t, son S-términos o ambos
C-términos y K(x,m), donde x es una variable para g-conjuntos o conjuntos y m
variable para g-cardinales. Asi, la identidad se aplica para conjuntos y g-cardinales,
pero no para q-conjuntos. Ademas, estan entre las formulas atémicas las expresiones
delaforma t; = t,, para t; y t, términos cualesquiera®, t, € t, sélo si son S-términos
o Q-términos; asi, un conjunto puede pertenecer a un g-conjunto. Las férmulas gene-
rales son obtenidas de forma habitual (Mendelson 2009). Las definiciones de variable
libre y ligada en una férmula, de variable libre o ligada en un término, etc., son las
usuales.

Los postulados de £ son divididos en tres grupos.

Grupo I - Laldgica Sia, ff yy son féormulas, los postulados lgicos de Q™ son los
siguientes, adoptando =, — y V como primitivos:

1) a=(B—a)

2) (ma—=p)— ((ma—p)—a)

@) (a=B—-=1)—>(a—=p)—(a—>7)

(4) Vx(a— B)— (a — ¥xpB), donde x no aparece libre en a.

(5) VYxa — a(t), donde t es un término libre para x en al. Pero si la formula
a es K(x,m), el término t debe estar de acuerdo con el tipo de entidad que
substituye, o sea, g-conjuntos o conjuntos para x y q-cardinales para m.
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(6)

(7
(8
9

Las reglas de inferencia son Modus Ponens y Generalizacion, esto es,
a,a—f3 a
/3 1) V ya )
donde v es una variable para g-conjuntos o para q-cardinales. Ademas, estamos
suponiendo que se satisfacen las condiciones habituales.

Vex(x =x)
VsxVsy(x =y — (alx) — a(y))

VYm(m =m)

(10) YmVYn(m =n— (a(m) — a(n))

Las condiciones (8) y (10) tienen las restricciones usuales, que indicamos en
la observacion arriba con respecto a K(x, m).

Vemos entonces que para los conjuntos y para los g-cardinales, vale la 1dgica
clasica de primer orden con igualdad, y la légica elemental clasica sin igualdad para
los g-conjuntos. Los demds conectivos proposicionales y el cuantificador existencial
son definidos de forma habitual. El caracter “no-reflexivo” de esa ldgica estd en que
la nocién usual de identidad no se aplica para todos los objetos de los cuales se puede
hablar.

Grupo II - g-cardinales Los axiomas para los g-cardinales se asemejan a los axio-
mas para la aritmética elemental presentados en (Mendelson, 2009, Cap.3). Presen-
tamos los respectivos axiomas a continuacion recordando que m,n, p,... son varia-
bles para g-cardinales. Como es usual, m # n abrevia =(m = n) y asi para otras
situaciones similares.

1)
(2)
(3)
4)
)
6)
(7)
(8)
)

Ym(0 # sm)
VYmVn(sm=sn—>m=n)
Ym0 ®m=m)

YmVn(m @& sn =s(m @ n))
Ym(0®m=0)
YmVn(m®sn=(me®n)®dm)
VYm(m® = s0)

VYmVn(m*™ =m" ® m)

Si P es una propiedad que se aplica a q-cardinales, entonces

P(0) AVYm(P(m) — P(sm)) — YmP(m).
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De esos postulados, podemos derivar los resultados similares a los que derivan
Mendelson op.cit. y Franco de Oliveira en (2004), asi como definir cosas habituales
de la aritmética en términos de q-cardinales, como (2)", que seran usados abajo y
cuyo sentido se torna bastante obvio.

Definicidon 1 (g-cardinales) Denotaremos los g-cardinales de la siguiente manera:

Asi, podemos escribir, como hicimos arriba, cosas como K (x,1), K(x,2) o, més
generalmente, K(x,s"0).
Grupo III - conjuntos y g-conjuntos

(1) Los axiomas de ZFC para los conjuntos.
(2) Vx(S(x) = Q(x))

Debido a (1), podemos definir los niimeros naturales en términos de conjuntos de
la manera usual (al estilo de von Neumann), esto es,

1. 0:=0

2. 1:=1{p}

3. 2:={0,{0}}
4. etc.

Podemos aun establecer una correspondencia entre g-cardinales y nimeros na-
turales como sigue; definimos una funcién f asi, con x denotando un conjunto:

1 f(0)=0
2 f(smeﬂ) = f(m)*, con x* = x U {x}.

Llamaremos w al conjunto de los nimeros naturales e introducimos las opera-
ciones usuales entre esos nimeros, como la adicién ‘4, la multiplicacién ‘-’ y otras
mas. Los modelos de numeros naturales (o estructuras de Peano (Enderton 1977))
que existen en ZFC, como el modelo estdndar, o sea, & = {w,0,"), con n* denotan-
do el sucesor conjuntista de n (es decir, x™ = x U {x}), son también modelos de los
g-cardinales. Pero el lector debe prestar atencién al siguiente hecho: los g-cardinales
no son los niimeros naturales, o sea, no son ordinales. La idea es no considerar a los

PRINCIPIA 30(2): 533-576 (2026)



Sobre una teoria ‘pura’ de casi-conjuntos y su aplicacién 541

g-cardinales como nuimeros naturales, asi cuando atribuimos un g-cardinal a un g-
conjunto, no estaremos asociando a €l un ordinal, lo que harfa que sus elementos
puedan ser discernidos por medio de la biyeccién. La situacién es similar a la que
encontramos cuando verificamos que los espacios vectoriales de las matrices reales
de orden 2 y el de polinomios reales de grado menor o igual a 3 son isomorfos. Pero
una matriz no es un polinomio.

En conclusidon, podemos razonar sélo intuitivamente como si los q-cardinales fue-
ran los numeros naturales de ZFC. Por esa razon, pensamos que es bueno introducir
el axioma (2) a seguir (escrito en una notacién abreviada), que de cierto modo une
los g-cardinales a los nimeros naturales, y luego a conjuntos:

(2) Vm(sm6 =1+4---4+1), donde se suma 1 m veces. Como dicho arriba, este
axioma (o esquema de axiomas) establece un vinculo entre los g-cardinales y
los nimeros naturales de manera bastante intuitiva: el g-cardinal s.. .s0 (m
veces) se asocia al nimero natural 1+ ---+ 1 (m veces). En otras palabras,
ellos tienen los mismos modelos, pero no pueden ser pensados como siendo
la misma cosa; los nimeros naturales, obtenidos de los axiomas de ZE son
ordinales, pero los g-cardinales no lo son.

Para uno de los axiomas siguientes, necesitamos de una definicién. La definicién
introduce los g-conjuntos "legitimos", o sea, los g-conjuntos que no son conjuntos.
Entonces,

Definicion 2 (Casi-conjuntos legitimos)
L(x):=-5(x)

Tenemos entonces los siguientes axiomas, recordando que variables como x pue-
den representar un g-conjunto legitimo o un conjunto:

(3) VsxVsy(x=y »x=y)

4) I x(x=x)AVx(x =x)

B) VxVy(x=y - y=x)

6) VxVyVs(x=yAy=z—ox=2)

(7) Vy(S(y) = Vx(x € y — S(x))). Este axioma dice que los elementos de con-
juntos son conjuntos. Asi, un g-conjunto puede pertenecer a un conjunto siy
solo si es un conjunto.

Un importante axioma es el Esquema de Separacion, que nos permitira formar g-
conjuntos a partir de un g-conjunto dado. El lector debe prestar atencion a su formu-
lacién, ya que no es estandar. No estaremos formando g-conjuntos de elementos que
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pertenecen a un g-conjunto dado, porque sin la identidad, no podriamos saber si los
elementos tomados son de hecho aquellos elementos. Asi, la idea es la siguiente: dado
un g-conjunto x con un g-cardinal m y una condicién ¢ (férmula de £7), formamos
un g-conjunto con un g-cardinal no mayor que m, cuyos elementos son indiscerni-
bles de elementos de x que satisfacen la condicién ¢!1. Asi, usando una analogia un
tanto grosera, si tenemos una molécula de cafeina CgH;(N4O, y la vemos como un
g-conjunto, podemos formar otro g-conjunto con, digamos, 2 carbonos, tres hidroge-
nos y un nitrégeno, pero no necesariamente con aquellos &tomos que pertenecen a
la molécula inicial. Ademas, si los dtomos no pueden ser discernidos, como ya dice
John Dalton en 1808, {como saber si son los mismos? (Dalton, 1808, p.14'3>).12
Asi, nuestro Esquema es formulado de la siguiente manera:

(8) [Esquema de Separacién] Sea a una férmula de ¥ ~. Entonces
VxVm(K(x,m) — AyVz(z ey «— wVn(wex Az=wAK(y,n) An<m)A a(z)))

Ese q-conjunto y sera denotado del siguiente modo: [z : a(z)],, observando que
su g-cardinalidad no debe exceder la g-cardinalidad de x. En el axioma anterior,
n < m debe ser interpretado como Ip(m =n @ p).

Podemos asumir la existencia de clases de equivalencia de un cierto g-conjunto
por la relacién de indiscernibilidad, que como vimos por los axiomas anteriores, tiene
las propiedades de una relacion de equivalencia. O sea, dado un g-conjunto x y z € x,
sea a la férmula definida por a(w) «— w = z. Entonces, del axioma (8) inferimos la
existencia de un g-conjunto [w : 2 € x Aw = z],, que es una clase de equivalencia de
indistinguibles de z que eventualmente, pero no necesariamente, estan en x'. Con
el axioma de la union siguiente, podemos reunir esas clases de modo que formemos
el conjunto cociente x /=, que sera usado mas adelante.

El Esquema de Separacion nos permite mostrar la existencia de g-conjuntos sin
elementos, que llamaremos vacios, pero sin la identidad no podemos probar su unici-
dad. Sin embargo, debido al Axioma de la Extensionalidad Débil, que veremos abajo,
podremos probar que todos esos vacios son indiscernibles.

El modo de inferir la existencia de un g-conjunto sin elementos es adoptar una
férmula contradictoria, como x # x en el Esquema de la Separacién. Denotaremos
los g-conjuntos vacios indiferentemente con ‘9’. Como no se puede utilizar la iden-
tidad para los g-conjuntos vacios, y dado que los postulados de ZFC que valen para
los conjuntos permiten que derivemos la existencia de un conjunto vacio, la tinica
relacién que tenemos entre los q-conjuntos vacios y el conjunto vacio es la indiscer-
nibilidad, y eso podra ser demostrado a partir de las definiciones y del axioma de la
extensionalidad débil que mostraremos abajo.

Para un mejor entendimiento de lo que viene después, es conveniente conocer
mas algunos axiomas estructurales.
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(9) La g-cardinalidad de cualquier conjunto vacio es cero:
Vx(K(x,0) < =3y (y € x)).

El axioma de unidn para g-conjuntos puede ser formulado para obtener, imitan-
do a los conjuntos usuales, un q-conjunto | Jx a partir de un g-conjunto x, cuyos
elementos son g-conjuntos no vacios. Admitimos esa generalizacién, pero lo formu-
laremos solamente para g-conjuntos; asi, dados x e y, el axioma dice que existe un
g-conjunto, denotado por x Uy, cuyos elementos son indiscernibles de los elementos
de x o de y, y que su g-cardinalidad no es mayor que la suma de las g-cardinalidades
dexey.

(10) [Unién]

VxVydzVww € z <= In'In’ (W €x Aw=w)vV(W €y AW=w")) A
VmVn(K(x,m) AK(y,n) = K(z,p) A\p <m&n))

Con respecto a este axioma, queremos hacer las siguientes observaciones. De ser
necesario, podriamos separar este axioma en al menos tres casos: i) el caso en el cual
solo uno de los gsets es legitimo y el otro es un conjunto, ii) el caso donde ambos
son conjuntos (no tan importante, ya que estd considerado dentro de los axiomas de
ZF) iii) el caso donde ambos gsets son legitimos. En el caso i), especialmente si son
disjuntos, se podria imponer una restriccién mas fuerte sobre la cardinalidad del gset
unién. Algo similar podria aplicarse al caso iii), esto es, al separarse, podriamos tener
axiomas mas fuertes. Pero dejaremos el axioma como se presenta, porque contempla
los casos que deseamos y de ser necesario podemos presentar otros mas especificos.

Note una vez mas que los elementos del g-conjunto unién x U y no necesitan
ser elementos de cualquiera de esos conjuntos, bastando que sean indiscernibles de
elementos de ellos.

El préximo axioma dice que si tenemos un g-conjunto con un cierto g-cardinal m,
entonces si le agregamos un elemento que no le pertenece, el g-cardinal del nuevo g-
conjunto es incrementado en una unidad. Observamos que en el axioma, sm denota
el ‘sucesor’ de m, que podemos también escribir m & 1.

(11) VxVyVm(K(x,m) /\K(y,i) A-Jz(z€x Az € y)— K(xUy,sm)).

En una teoria usual de conjuntos, el axioma de par nos dice que, dados dos con-
juntos cualesquiera x e y, existe un conjunto que tiene a ellos como elementos y
nada mas. Pero ese ‘nada mas’ requiere de la identidad. En Q~, lo méas que podemos
hacer es requerir que haya un g-conjunto con elementos indiscernibles de x o y, pero
en ese caso perdemos, por asi decir, el control de la cantidad de elementos, porque
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no hay ninguna restriccion sobre la cantidad de elementos indiscernibles de un ele-
mento dado. Asi, para evitar que hablemos de clases (en particular de clases propias),
tomamos los indiscernibles de x y de y de algtin g-conjunto w dado previamente
que tenga un g-cardinal dado. Para formular el axioma de manera mas fcil, vamos
a considerar la siguiente definicion de ‘unitario’ de un elemento.

Definicion 3 (Unitario Débil) Sea w un g-conjunto y sean x,y elementos de w. Por
medio de la condicién a(t) <> t € w A t = x, obtenemos por Separacién el g-conjunto
de los indiscernibles de x que pertenecen a w, que denotamos [x],,.

Entonces el Axioma de Par puede ser formulado asi:
€Y ViwVxVy(xewAyew—IVt(tez — (te[x],vVtely]l,)))

El caso donde w es un conjunto ya estd considerado en el axioma de par de ZFC.
Denotamos ese g-conjunto por

[x, ¥ 1w

Es claro que no hay, en principio, nada que indique la g-cardinalidad de ese g-
conjunto, salvo que no supera la q-cardinalidad de w. Si x = y, incluso puede ser 1.
El axioma podria ser mucho mds general y decir que formamos [x, y],,, no tomando
elementos que estén en w, sino que sean indiscernibles de elementos de w, mientras
limitemos su g-cardinalidad para no formar g-clases propias.

El unitario débil puede ser establecido por una definicién, como la siguiente:

Definiciéon 4 (Unitario Débil)
[x]w =[x, x]y-

Una observacién es importante en este punto. Fildsofos como Otdvio Bueno dicen
que la teoria de g-conjuntos tiene problemas con respecto a cosas como la definicién
precedente, porque, segun él, la variable x en el definiens necesitaria hacer referencia
a un mismo elemento, y eso requiere identidad (Bueno 2023). Esa afirmacién no
procede, porque la definicidén simplemente establece un caso particular del Axioma de
Par, que podemos indicar mediante el siguiente teorema, cuya prueba es inmediata:

Teorema 1
ViwVx(x ew— RVt(t €z > t €[x],)).
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Si w es un gset legitimo, entonces z puede ser tanto un conjunto como un gset
legitimo en funcién del x.

Retornando al g-conjunto cociente, note que utilizando el axioma de arriba, pode-
mos formar los elementos del q-conjunto t /-, a saber, [x],, [y ];, etc., para x, y,... €
t.

(13) [Axioma de la Extensionalidad Débil, AED]
VxVyVn((Vz € x/=)(Aw € y /=)(K(z,n) — K(w,n))A
YuVvuezAvew—-u=v))
A(Vw € y/=)(3z € x/=)(K(w,n) — K(z,n)

/\Vqu(uew/\vez—>uEv)))—>xEy)

(2

Note el lector que si utilizamos la relacion de identidad (=) en lugar de la relacién
de indiscernibilidad, entonces las clases de equivalencia de x /= serdn unitarias (lo
mismo con y /=) y el axioma se reduce al Axioma de Extensionalidad de ZFC; en ese
€aso, X = y no es mas que x =Y.

¢Qué dice este axioma? Una lectura cuidadosa mostrard que nos dice que si los
g-conjuntos x e y tienen ‘la misma cantidad’ (dada por g-cardinales) de elementos
indiscernibles, entonces x y ¥ son indiscernibles.

El axioma EAD permite probar lo que dijimos anteriormente, que todos los q-
conjuntos sin elementos son indiscernibles. La prueba es inmediata, recordando que
el g-cardinal de esos q-conjuntos es 0.

La nocién de sub-g-conjunto también es importante y necesita consideracion. Pri-
mero, podemos decir que x C y si todos los elementos de x son también elementos
de y, como es usual. Pero tendremos un problema. Para saber si un determinado
elemento z € x es elemento de y, debemos ser capaces de mostrar (designar) un
elemento w € y que sea idéntico a z, y eso requiere la identidad. Por ese motivo,
introducimos dos definiciones de sub-q-conjuntos; la nueva definicién dice que dado
un g-conjunto y, podemos formar un g-conjunto x (por ejemplo, usando el Esquema
de la Separacién) con elementos indiscernibles de elementos de y, mientras que la
g-cardinalidad de x no supere la g-cardinalidad de y. Observamos que eso ya fue
hecho arriba, pero ahora le daremos un nombre.

Definicidon 5 (Sub-q-conjuntos) Definimos sub-q-conjuntos de dos modos:

(1) xCy=Vzlzex—zey)
2) x &Fy =Vz(zex - IwVymVn(we y Az=wAK(x,m)AK(y,n) > m < n))

Como siempre, ejemplos tomados de situaciones de las ciencias particulares son
importantes. Supongamos que tenemos un atomo de Litio, Li, cuya descomposicién
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electrénica es 1s? 2s'. Podemos pensar en un g-conjunto con tres elementos que si-
mule los electrones de ese atomo, y también en sub-qg-conjuntos de él, por ejemplo
uno conteniendo como elemento solamente al electrén que estd en el segundo ni-
vel de energia. En ese caso, estamos pensando en un electrén que estd en el dtomo
y entonces usariamos el simbolo C. Pero podemos también pensar en la ionizaciéon
del 4tomo que eliminaria el electrén més externo, ddndonos un catién Li*. Podemos
también hacer la operacién inversa, haciendo al catién capturar un electrén de modo
de obtener un atomo neutro nuevamente. En ese caso, no podemos decir ni que el
electrén capturado es el mismo que aquél que fue eliminado ni que el ‘nuevo’ atomo
neutro es el mismo que el primero. Son indiscernibles. Pero ahora, tratdindose del
primer dtomo y del electrén capturado, seria mas apropiado decir que el g-conjunto
formado por el electrén capturado es un sub-g-conjunto del primer atomo en el sen-
tido de C*.

Eso tiene consecuencias interesantes. Por ejemplo, del Esquema de Separacion,
dado un g-conjunto x y una condicién a, cuando inferimos la existencia de un g-
conjunto de elementos de x que obedecen a, en verdad deberiamos decir que obte-
nemos un g-conjunto de elementos que son indiscernibles de los elementos de x que
obedecen a, asi que si llamamos y a ese q-conjunto, deberiamos escribir y C* x. De
ahora en adelante, vamos escribir subq para indicar sub-qg-conjuntos en el sentido de
C y subg* para los g-conjuntos formados en el sentido de C*.

Algunas consecuencias de la definicién precedente son las siguientes, que son
faciles de comprobar:

1. xCy—->xCty
2. xS yAyCFx e x=y

Es inmediato verificar que si x es un conjunto, entonces x C y «— x C* y.
Utilizando este nuevo concepto, podemos introducir una nueva relacion de per-
tenencia, que la denotaremos mediante €*:

Definicidon 6 (Pertenencia débil) x €* y :=dw(wey Aw=x)

También se prueba que si x 0 ¥ son conjuntos, entonces x € y «—» x €* y.

Con esa nocidn, podemos hablar de elementos potenciales de un g-conjunto del
modo siguiente. Suponga que tenemos un g-conjunto w y que x sea uno de sus sub-
g-conjuntos. Definimos entonces la nube de x relativa a w como (hablando intuitiva-
mente) siendo formada por los elementos de w que tienen indiscernibles en x, esto
es, que ‘podrian’ estar en x. Intuitivamente, si tenemos una muestra de un elemento
que puede cambiar componentes con otros elementos o con el ambiente, entonces
podemos hablar de entidades que podrian pertenecer a la muestra debido a la posi-
bilidad de cambio entre entidades de la misma naturaleza (por ejemplo, electrones
por electrones).'*
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Figura 1: Un g-conjunto x y su nube N relativa al q-conjunto w.

Estas nuevas nociones de C* y €* son interesantes. Si en el axioma de par y
Teorema (1}, pidiésemos x €* w (en vez de x € w), resultarian equivalentes t € [x],,
y t €* [x],. En otras palabras, se podria pedir que, en vez de elementos de w, se
tomen otros elementos indiscernibles de los de w, quizas de otro sub-g-conjunto mas
amplio w’. Los siguientes resultados se siguen directamente de las definiciones, pero
es conveniente remarcarlos.

Teorema 2 Sea w un g-conjunto y x € w. Entonces tenemos que

1. te[x], ot=xAteEwWAXEW

2. te* [x], =’ elx], At =t)Ax EwW.

Note que t’ no pertenece necesariamente a w, pues la definicion de pertenencia débil
no impone ninguna restriccion al respecto.

Definicion 7 (Nube de un g-conjunto) Sea w un g-conjuntoy sea x C w. La nube de
x relativa a w es el g-conjunto N (x,w) definido como sigue:

[yew:IzexAz=y]

Claro que es deseable que la g-cardinalidad de x sea mantenida. Asi, su nube
seria algo como su extension a w.

Tomemos otra analogia fisica para remarcar la importancia y sentido fisico de es-
te concepto. Consideremos nuevamente un dtomo de sodio. Sabemos que hay ocho
electrones en el segundo nivel de energia. Sabemos discernir los electrones de ese
nivel por sus nimeros cuanticos (Mahan 1975, §10.6). Pero no podemos saber cua-
les de los once electrones son los electrones que, en un cierto momento, estan en ese
nivel,!® ya sea porque los electrones estan sujetos a los saltos cudnticos, como tam-
bién porque cambian de niveles de energia manteniendo la estabilidad del dtomo.
En otras palabras, una formalizacién mas precisa que indicase que la coleccién de los
electrones del segundo nivel de energia es una subcoleccién de la total coleccién de
electrones seria utilizando la nocién de C*.
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Otra observacion interesante es la siguiente. Si consideramos todas las nubes de
los elementos de un g-conjunto w, podemos definir operaciones entre ellas, como la
interseccidn, el complemento y la unién de nubes. Lo que obtenemos es un digebra
de nubes cuya estructura no es booleana, como pasaria en el caso de subconjuntos de
un conjunto cldsico. La estructura obtenida es un reticulo diferente, que se asemeja
a un reticulo ortomodular, como es el caso del dlgebra de los subespacios en fisica
cuantica; los detalles estan en Nascimento et al. (2011). Con las nubes, podemos
también aproximar la idea de quasets de (Dalla Chiara y Toraldo di Francia 1993b),
como es indicado en Jorge et al. (2023).

Retomando con la axiomatica de 7, el axioma de g-conjunto potencia sigue, en
principio, a su analogo de ZFC.

Si x es un g-conjunto, entonces existe un g-conjunto, denotado por £ (x), que
tiene como elementos los subq de x. O sea, 16

(14) Vx3y(Vz(z € y < 2 S x)).

El proximo axioma necesita explicaciones y tiene relaciones con el anterior. Ese
axioma nos permite razonar como si la cantidad de subq de un g-conjunto x fuera la
misma que en el caso de conjuntos; si su g-cardinal es n, entonces es consistente con
la teoria suponer que hay n subq unitarios, C; subq con dos elementos (ntimero de
combinaciones de los n elementos tomados dos a dos), etc. En simbolos y recordando
las notaciones anteriores,

(15) Vx(K(2(x),2") < K(x,n)).

El préximo axioma es importante para que podamos razonar con los g-conjuntos
del modo usual. El dice que si el gq-cardinal de un g-conjunto x es n, entonces x tiene
un subq de g-cardinalidad p para cualquier p < n. En simbolos podemos escribir

(16) VxVn(K(x,n) = (Vp(p <n) = 3y(y €S x AK(y,p))).

Lo mds importante para nosotros es que, dado un g-conjunto x tal que K(x, n),
podemos pensar (consistentemente) que hay por lo menos un sub-g-conjunto de x
con g-cardinal uno. Si todos los elementos de x son indiscernibles entre ellos, en-
tonces todos esos ‘unitarios’ seran indiscernibles, de acuerdo con la extensionalidad
débil,

Recordemos que p < n en el axioma de arriba significa 3m(p ® m = n).

Teorema 3 Si K(x,n) y los elementos de x son todos indiscernibles, entonces todos los
subq de x con la misma g-cardinalidad son indiscernibles.
Prueba: Consecuencia inmediata del axioma de extensionalidad débil @ |

Este resultado trae consecuencias interesantes. Por ejemplo, sea K(x,n), esto es,
un g-conjunto que (intuitivamente) tiene n elementos (n > 1) y supongamos que
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esos elementos son indiscernibles. ¢Cudntas posibilidades tenemos de distribuir los
n elementos en p < n sub-q-conjuntos de x (que podemos entender como denotando
‘estados cuanticos’)?!” Un simple razonamiento convencerd al lector de que el nu-
mero se obtiene mediante la férmula que expresa la estadistica de Bose-Einstein, es
decir,*® utilizando la notacién de los niimeros naturales por simplicidad,

CrH—p—l _ (n+p — 1)!
p-1 —
n!(p—1)!

Con los axiomas de arriba, podemos inferir que si un g-conjunto tiene un g-
cardinal n > 1, entonces hay n subgs de él con g-cardinales unitarios; a esos los

llamamos de unitarios fuertes, o sea,

Definicion 8 (Unitarios Fuertes) Sea x un g-conjunto con g-cardinal n distinto de
0. Si y € x, decimos que un g-conjunto es un unitario fuerte de y relativo a x, y lo
denotamos por [y 1., si su g-cardinal es 1.

La no exigencia de que y pertenezca a x se explica asi (el lector puede notar que
en la definicién de arriba se pide y € x): supongamos tener un dtomo cualquiera con
muchos electrones, que los describimos como siendo un g-conjunto x, y dejemos que
y denote un electrén. Entonces, [y ], designa un g-conjunto formado por un electrén
del atomo en cuestién. Es evidente que no podemos ‘identificar’ el electron, aunque
podamos individualizarlo, por ejemplo, por sus nimeros cuanticos especificos.

Es importante enfatizar que eso marca una distincidn, generalmente no hecha en
la filosofia de la fisica, entre identidad e individuacién. En nuestro entendimiento, la
primera es un concepto absoluto: no hay media identidad; o una cosa tiene identidad
o no la tiene, y ese segundo caso, para nosotros, ocurre con las entidades cudnticas'®.
Una cosa con identidad puede (por lo menos en principio) ser reconocida como tal
cosa en todos los contextos en que esté presente (o en todos los mundos en que
exista), no pudiendo ser confundida (a no ser por algiin lapso epistemoldgico) con
otra entidad. Por otro lado, la individuaciéon dice respecto a algtin principio metafisico
que establece una relacién ontolédgica entre entidades; como dice J. Lowe, “lo que
‘individualiza’ un objeto es cualquier cosa que haga del objeto el objeto singular que
es”, o sea, “cualquier cosa que haga de él un objeto, distinto de los demads, y el mismo
objeto que él es en oposicién a cualquier otra cosa” (Lowe 2003).2°

Realicemos una observaciéon importante respecto a los unitarios fuertes. Eliza
Wajch insiste (correspondencia privada) en que no podemos probar que un unitario
fuerte tenga solo un elemento. Nuestra respuesta es la siguiente: lo que no podemos
hacer es saber qué elemento particular pertenece a un unitario fuerte [y ], esto es,
atribuirle un nombre propio que acttie como un designador rigido.?! Lo tnico que
podemos decir es que su elemento pertenece a x y es indiscernible de y. Pero como
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el g-cardinal de [y ], es uno, podemos razonar, al menos metamatematicamente,
concluyendo que tiene un solo elemento.

Por otro lado, podriamos realizar el siguiente razonamiento. Supongamos tener
un unitario fuerte [y, que por definicién tiene q-cardinal 1. Usando la nocién de
pertenencia débil €*, podriamos pensar en sub-g-conjuntos de [ y ], con g-cardinales
mayores que uno. Eso podria ser lo que E. Wajch quiere decir cuando dice que no
se puede probar que un unitario fuerte tiene solamente un elemento, como vimos
arriba.

Pero para que la idea de Wajch fuese posible en £, deberiamos sacar la res-
triccién sobre la cardinalidad que impusimos en la definicién [5}(2) de C*. Con la
definicién tal cudl esta ahora, lo que estd pasando es que Wajch piensa estar consi-
guiendo sub-q-conjuntos de [y ], con més de un elemento, pero, en realidad, debido
a la restriccion impuesta en nuestra definicion sobre la g-cardinalidad, lo que esta
pasando es que esta poniendo todos los elementos sobrantes en “otros” g-conjuntos
indiscernibles del singulete fuerte. Asi, ella piensa tener un sub-q-conjunto del sin-
gulete fuerte con n elementos, pero lo que tiene son n sub-g-conjuntos del singulete
fuerte, indiscernibles entre si y que tienen un Unico elemento cada uno.

Los unitarios fuertes nos permiten hablar de una sola entidad cumpliendo una
cierta condicion sin que seamos capaces de decir de qué entidad se trata. Sea a(x)
una condicién que se aplica a g-conjuntos y sea y un g-conjunto tal que x € y; por
ahora, denotaremos el g-cardinal de y por |y|, suponiendo que |y| > 1. Dicho lo
anterior, podemos escribir

dx3dyIz(y €z Ax €[y, Aal(x)).

Esa expresion puede ser entendida como una descripcion definida cudntica, pues esta
hablando de una sola entidad que cumple la condicién dada pero que no puede ser
identificada. Para mas detalles sobre las descripciones cudnticas, vea de Barros et al.
(2024).

De ser necesario, podemos fortalecer la teoria con los axiomas de infinito, regu-
laridad, reemplazo, par y eleccién para el caso de los g-conjuntos, como haremos
abajo.

Definicion 9 (Diferencia de gq-conjuntos) Sean x e y g-conjuntos, tales que x C y.
Definimos la diferencia y \ x como un g-conjunto cuyos elementos son los elementos de
Y que no pertenecen a X.

La definicién anterior tiene también consecuencias interesantes. Sea x C y y tome
z como g-conjunto y \ x. Supongamos que los elementos de y son indistinguibles.
Entonces, {como podemos saber qué elementos de y pertenecen a z (0 a x)? No existe
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Figura 2: Un enlace covalente de dos dtomos de hidrégeno en una representacién antigua
(con los electrones representados como bolas pequefias). No se puede decir cudl electrén
pertenece a cudl atomo.

una forma “objetiva” de saberlo. Eso es como preguntarse cual electrén pertenece a
cudl atomo de hidrégeno en una enlace covalente, como ilustrado en la figura abajo.

Estas preguntas que se refieren a una posible identidad de las entidades cuanticas
no tienen sentido. Simplemente sabemos que alli (en el enlace covalente) hay dos
electrones y esto es suficiente, o sea, lo que importa es el tipo de las entidades y su
cantidad, pero no su identidad, y esa posibilidad es lo que la teoria de los g-conjuntos
ofrece.

Alguna persona puede pensar que la situacién cambia si uno de los electrones
estd en Marte y el otro estd en la Luna, pero debemos tener cuidado en no concluir
apresuradamente. Los electrones no son pequefias bolitas que se puedan pensar loca-
lizadas en puntos especificos. Debemos recordar que al considerar el sistema conjunto
formado por los dos electrones (uno en Marte y otro en la Luna), la funcién de onda
que representa el sistema total es antisimétrica y cuando tomamos su cuadrado para
obtener alguna probabilidad, si aparece un término de interferencia, que rigurosa-
mente no se puede eliminar excepto para algunos propdsitos practicos?2. Ignorar el
término de interferencia, como suelen hacer los fisicos en su “practica fisica”, pro-
porciona buenos resultados, pero es algo similar a ignorar los infinitesimales en el
célculo anterior; como ha demostrado George Berkeley, los resultados pueden ser
buenos, pero los fundamentos légicos se vuelven extraiios; ver (Krause 2024) para
una discusion.

Sobre la heterodoxia, una vision que procura mantener la identidad clésica de las
entidades cudnticas haciendo sus descripciones en términos de proyectores simétri-
cos, véase (Bigaj 2022; Dieks 2023). En nuestra opinidn, ésa es una tentativa mas
para que no se necesite cambiar la l16gica — pero no ayuda a captar la metafisica de
no-individuos. Insistiendo, lo que importa en fisica cuantica es que existen tipos de
cosas con las que estamos tratando y sus cantidades, y la teoria de casi-conjuntos nos
permite considerar esta idea de manera bastante detallada, no importa si se trata de
excitaciones de campo o de otra cosa. Nosotros concordamos (también en las teorias
de campos) con Anthony Zee, cuando €l afirma que “en el mundo cudntico, la iden-
tidad individual no existe” (2023, p.299). En la misma linea, podemos suponer que
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si existe algiin elemento de y que no pertenece a x, entonces el g-conjunto z (o sea,
¥\ x) de la discusién anterior no esta vacio y esto es suficiente cuando los elementos
de y son indiscernibles.

(17) El siguiente axioma dice que si sacamos un elemento de un g-conjunto, su g-
cardinalidad decrece de una unidad:

Vx¥n(K(x,n) = (Vy € x)(K(y,1) = K(x \ y,n—1))).

Donde K(x \ y,n — 1) significa “K(x \ y,m) A n = sm”. Asi, podemos “eliminar” un

elemento de un g-conjunto x admitiendo la existencia del g-conjunto y, a pesar de
que no podamos identificar el elemento eliminado. La situacion es similar a lo que
sucede cuando ionizamos un atomo de helio neutro. El &tomo de He tiene dos elec-
trones y al darle cierta cantidad de energia, podemos eliminar uno de los electrones
obteniendo un catién He™. Para este catién, se cumple que K(He™, 1), mientras que
para el atomo original, se tiene K(H e,2). Pero nada puede decirnos qué electron fue
eliminado.

Esa posibilidad de ‘retirar’ un elemento de un g-conjunto fue considerada por
G. Domenech y E Holik y también por J. Arenhart para atribuir un g-cardinal para
g-conjuntos finitos. La idea es que, si hay n elementos en un g-conjunto, podemos
realizar n pasos retirando sus elementos uno a uno hasta que resulte el g-conjunto
vacio. El numero de pasos es el cardinal del g-conjunto; vea (Domenech and Holik
2007; Arenhart 2011).

El resultado siguiente es importante:

Teorema 4 (“Inobservabilidad” de permutaciones) Sean x,y,z g-conjuntos, tales
quex Cyyseaw€x.Sizg€yyz=w, pero z ¢ x, entonces

(x\[W])Ul=], = x.

Prueba: Si K(x,n), entonces K(x \ [w],,n— 1) por axioma (17). Por otro lado,
K([=1,, 1) implica que K(x\[w], ulz],,n) por el axioma (10). Como w = z, tenemos
que [w], = [2], de lo cual se sigue el teorema. |

Este es otro resultado polémico de la teoria de los g-conjuntos, aunque nos pa-
rezca intuitivo. El teorema dice que si “intercambiamos” un elemento de x por uno
indiscernible, el g-conjunto resultante es indiscernible del original. Esto es andlogo
al 4&tomo de He del ejemplo anterior; si hacemos otro experimento con el catién He™
haciendo que él capture un electrén, quedando un nuevo atomo neutro, no tiene
sentido preguntarse si el electrén capturado es el mismo que el electron emitido, ni
si el nuevo dtomo neutro es lo mismo que el original.
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A. Sant’Anna (2023) critica este resultado diciendo que el teorema no es verdade-
ro en ningtin modelo de permutacién de £ (la teoria con 4tomos) sin los axiomas de
eleccién y q-cardinalidades de esa teoria.?> Como él enfatiza, la prueba del teorema
depende de la nocién de g-cardinalidad. Por tanto, si se eliminan los axiomas corres-
pondientes como hizo él, el resultado no se puede demostrar. Estamos de acuerdo en
este punto: sin axiomas acerca de q-cardinales, la teoria, al ser expresivamente mas
débil, no permite tal prueba. Sin embargo, seria un error decir que algo es falso si no
puede ser probado. Observe que en ningtin modelo de permutacién hay m-atomos
como plantea £.

En efecto, el truco para construir los modelos de permutacion para una teoria de
conjuntos con atomos es hacer que la estructura utilizada como modelo sea tal que
admita automorfismos no triviales. Los objetos seran indiscernibles (en la estructura)
si hay un automorfismo que asocie un objeto al otro. Por ejemplo, las ‘células’ {a, a}
de Fraenkel (1967) son tales que a y a son urelementos que no se distinguen dentro
del modelo, y eso hace que no se pueda definir una funcién de eleccién, demostrando
que el Axioma de Eleccidn es falso en ese modelo. Pero vistos de fuera, los urelementos
son discernibles; en efecto, la teoria (ZFA) tiene un Axioma de Par, que permite formar
los unitarios {a} y {a}, y esto los distingue, puesto que la teoria usual de la identidad
vale para ellos. O sea, los urelementos son indiscernibles solamente para quién habita
el modelo, no para los extrafios a él. En los modelos de permutaciones para ZFA, hay
atomos que pretenden desempeiiar el papel de los m-atomos de 9, pero detras de la
cortina (o sea, en el universo de conjuntos) se revelan como individuos de ZFA. El
lobo con cara de oveja.

Para que veamos eso, podemos razonar de la siguiente manera. Para simplificar,
tomemos una reconstruccién del modelo de segunda permutacion original de Fraen-
kel. En ZFA, sea x = {a, a} una de las células de Fraenkel (1967). En el modelo de
permutacion adecuado, m(a) = a, siendo 7t un automorfismo del modelo, obtenido
de cualquier permutacién de los &tomos. Por tanto, los dos elementos de la célula son
indiscernibles dentro del modelo, o sea, invariantes por automorfismos, pero pueden
ser discernidos desde fuera del modelo. Sea x’ = x \ {a} y luego x”” = x" U {a}. Se
sigue que x = x”. Estas operaciones se pueden realizar porque los elementos son
individuos dotados de identidad, por lo que podemos identificar a a como siendo
el mismo dtomo en ambas situaciones. Esto es exactamente lo que dice el teorema
anterior, pero utilizando la relacién de indistinguibilidad en lugar de igualdad. No
vemos razones por las que el teorema pueda ser problematico.

Dicho esto, una pregunta puede intrigar al lector atento. Si a es una férmula y
alguna x satisface a, ¢todo y, tal que y = x, la satisface también? Como explicitamos
anteriormente, la relacion de indiscernibilidad no implica necesariamente substitu-
tividad. Observe que si esto fuera cierto, dado que la indiscernibilidad es reflexiva,
seria la identidad estandar.®* Por lo tanto, debemos demostrar que este no es el caso.
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Consideremos un unitario fuerte x cuyo tUnico elemento se denota por y (recuerde
que no hace sentido preguntarse sobre la identidad de y), por lo que podemos tomar
a como y € x. Por supuesto, no podemos saber qué entidad es y, pero, como K(x, 1),
sabemos que hay algo en el g-conjunto y que ‘no hay nada mas all{’. Supongamos que
z =y, {podemos concluir que z € x s6lo porque z (sea lo que fuere) es indiscernible
de y? Por supuesto que no. Esto implicaria que x contendria como elementos todos
los indiscernibles de y, lo que significaria que su g-cardinalidad no seria uno, ya que
habria mas indisceribles de x disponibles. En otras palabras, de y € x yde 2z = y,
no podemos concluir que z € x. Entonces, la relacién de indiscernibilidad no es una
congruencia, siendo distinta de la relacion de identidad estdndar.

Dado que estamos preparando la teoria 3~ para aplicaciones en el dominio cudn-
tico, pensamos que no necesitamos, en principio, una version del Esquema de Reem-
plazo. De cualquier modo, pensamos que si llegara a necesitarse, se podria asumir
exactamente como en £ (ver de Barros et al. (2024) y también (French and Krause,
2006, §7.2.4)). Mas relevante parece ser la versién “problemadtica” del axioma de
eleccion.

El postulado siguiente se denomind “Axioma de eleccién” en French and Krause
(2006) y “Axioma de quasi-eleccidn” en de Barros et al. (2026). Debido a las criticas,
que nos parecen discutibles, preferimos cambiar su nombre una vez mas para evitar
(eso esperamos) cualquier asociacién con el Axioma de Eleccion estandar, a pesar de
las similitudes. Por otro lado, es natural que tal axioma despierte polémica e inter-
cambios de puntos de vista, ya que esto ha pasado ininterrumpidamente también
en el marco de ZE Incluso ZF no es lo suficientemente fuerte sin este axioma para
probar algunos resultados de gran interés en fisica, como, por ejemplo, la existencia
de base para cualquier espacio de Hilbert o la unicidad de dimensién para las bases
posibles.?®

Es por eso que el préximo axioma es denominado de Seleccion de indiscernibles.
Simplemente establece que algunas selecciones son posibles en la teoria. La idea es
bastante simple y se puede explicar de la siguiente manera. Supongamos que tenemos
un g-conjunto cuyos elementos también son g-conjuntos (ya que no hay atomos) que
no estan vacios ni tienen elementos comunes (disjuntos de a pares), digamos una
coleccién imaginaria de colecciones de electrones, protones y neutrones. Queremos
suponer que existe un g-conjunto cuyos elementos son indiscernibles de un elemento
de cada uno de los elementos del g-conjunto dado, es decir, una coleccién con un
electrén, un protén y un neutrén. No es necesario que los elementos del g-conjunto
seleccién sean elementos de los g-conjuntos del g-conjunto dado, como se hace con
el Axioma de Eleccién usual. Lo importante es que €l tenga elementos indiscernibles
de elementos de esos q-conjuntos.

Hablando mas especificamente, sea x un g-conjunto, tal que si tanto y como 2
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son elementos de x, entonces los mismos no son vacios, pero su interseccion es vacia.
Entonces, existe un g-conjunto u de la misma g-cardinalidad que x, tal que para
cualquier w € u, existe un elemento s que pertenece a algtin elemento y de x que es
indiscernible de w. El requisito de que la q-cardinalidad de u sea la de x garantiza que
estemos tomando un elemento de cada elemento de x. Podemos formular el axioma
de esta manera, donde |x| representa la q-cardinalidad de x:

(18) [Seleccién de Indiscernibles]

Vx(VyVz(y exAzex - -At(t€ey At €z)— Ju (K(u,|x|) A

(3) Ywweu—3y (yexAds(s€yAs=w))))

La explicacién intuitiva de este axioma es tan evidente que parece extrafio cues-
tionarlo. De todos modos, formalmente, las cosas pueden ser diferentes. Sant’Anna
presenta un modelo de permutacion de ZFA que, segtin él, es un modelo para 9
(recuerde que es la teoria con dtomos) menos eleccién y menos los axiomas sobre
quasi-cardinales. Luego afirma que el axioma de eleccién de £ no es verdadero en su
modelo; observe que no esta hablando del axioma anterior. Si el axioma de eleccién
de £ es falso en el modelo de Sant’Anna, la conclusién es que tal modelo no modela
el Axioma de Eleccién de 9. Pero él va mas alla. Define otro modelo de permutacién
en el que el axioma es verdadero. Esto no deberia ser una sorpresa, ya que se su-
pone que este axioma es independiente de los restantes axiomas de £. Todo lo que
ha hecho, si sus resultados son correctos, es mostrar que el axioma de elecciéon de Q
es independiente de los axiomas restantes (bajo supuesto de consistencia). No obs-
tante, las conclusiones de Sant’Anna dicen que “dentro del contexto de los modelos
de permutacion, la teoria de g-conjuntos [es decir, Q] es inconsistente o equivalente
a ZFU + Axioma de Eleccion [€l llama ZFA], siempre que no haya microdtomos [m-
atomos]”. Esto se basa en la conclusién de que en su nuevo modelo no hay m-atomos.
El motivo no nos queda claro. De hecho, la afirmacién no estd clara, en primer lu-
gar porque ZFU (o ZFA) ya implica un axioma de eleccidn. Entonces, ¢cudles son los
axiomas que Sant’Anna agrega a ZFU? En segundo lugar, la teoria £ es consistente
con la existencia de m-dtomos, pero no postula su existencia. Entonces, si no hay
m-atomos, por supuesto la teoria colapsa en ZFA, pero este es un resultado bien co-
nocido ya expuesto en French and Krause (2006). El hecho interesante es suponer
que los m-atomos existen, esto es lo que vincula la teoria con la fisica cuantica.

Para finalizar, introducimos el Axioma de Regularidad, diciendo que todo g-con-
junto no vacio x tiene un elemento que no tiene elementos en comun con X, 0 sea

(19) [Regularidad]

Vx(Ay(y €ex) = Ay(y ex A—Jz(z € x Az € y))).
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Acreditamos que el desarrollo hecho arriba es suficiente para dar una idea de la

teoria sin dtomos. Es evidente que podriamos continuar su desarrollo y mostrar las
diferencias con una teoria como ZFC. Pero eso no sera hecho aqui.

4. Una presentacion alternativa para los casi-conjuntos sin
atomos

En esta seccién, expresamos algunos aspectos del formalismo de Q7 en funcién del
concepto de pertenencia débil. El objetivo es tratar de embeber la propia relacion de
indiscernibilidad en todas las operaciones entre casi-conjuntos a través del concepto
de pertenencia débil ya presentado. Esto permitira una comparacion particular con
las correspondientes operaciones entre conjuntos de ZFE.

Utilizando la definicién [ de pertenencia débil, podemos reescribir la definicién
[5}(2) de sub-g-conjunto de la siguiente manera:

Definicién 10 (Sub-g-conjunto)
€)) xC'y:=Valzex oz y) AYmYn(K(x,m) AK(y,n) > m<n)

También podriamos expresar que la nube de un g-conjunto x, relativa a cualquier
g-conjunto w, estd incluida (en el sentido de C) en el g-conjunto y de la siguiente
manera. Six €y C w,

N(x,w)Cy—Vzz€ x> z€y)

Como hemos remarcado anteriormente, x €* y Ay C* x implica la indiscernibili-
dad entre x e y. En da Costa and Holik (2015) se presenta una mereologia cuantica
donde la nocién de “ser parte fisica de”, denotada por T, que es un primitivo de su
formalismo, puede ser utilizada de una manera similar para obtener una relacion de
indiscernibilidad entre sistemas fisicos. En nuestro caso, el concepto primitivo fun-
damental es la relacién de indiscernibilidad (y la relacién de pertenencia de ZF), con
el cual definimos la pertenencia débil y las inclusiones débiles entre g-conjuntos. Sin
embargo, si nuestro concepto primitivo pasara a ser la pertenencia débil (o podria
ser también alguna de las inclusiones), la definicién[6] podria interpretarse como una
definicién implicita del concepto de indiscernibilidad. También podriamos definir la
indiscernibilidad a través de la doble inclusién de g-conjuntos C*, que a su vez des-
cansan en los conceptos de pertenencia débil y estandar.

Utilizando la pertenencia débil, podemos definir la siguiente operacion entre g-
conjuntos.
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Definicion 11 (*Union de g-conjuntos) Sean x e y g-conjuntos. Definimos el q-con-
junto x U* y de la siguiente manera:

gexU'y oz xVze* yAVYmYn(K(x,m)AK(y,n) - K(xU*y,p)Ap < mém))

El axioma de union (1) asegura la existencia de este casi-conjunto.

Por la definicién [6] si solo estuviésemos trabajando con conjuntos clasicos, la
pertenencia débil colapsaria a la pertenencia estdndar. Sin embargo, existen algunas
situaciones en las cuales, aunque estemos tratando con g-conjuntos ambas pertenen-
cias son equivalentes. Por ejemplo, consideremos la expresién Yz—(z € x). Expresan-
do que x es un g-conjunto (o conjunto) vacio. Como todo g-conjunto vacio tampoco
puede admitir pertenencia débil (consecuencia de la definicion|[6), lo anterior impli-
ca que Yz—(z €* x). Por otro lado, como la implicacion estdndar implica a la débil,
por contrareciproco, obtenemos que VYz—(z €* x) implica Vz—(z € x). Con lo cual
obtenemos la equivalencia de las expresiones. Esto es, mostramos un caso en el cual
es equivalente usar cualquiera de las dos pertenencias (ademas del relativo a los
unitarios fuertes, que se coment6 mas arriba).

De la misma forma que definimos la operaciéon U*, podemos definir una operacién
n*.

Definicion 12 (*Interseccion de g-conjuntos) Sean x e y g-conjuntos. Definimos el
g-conjunto x N* y de forma tal que

geXN*y > (e 'xAze* y)AVmVn(K(x,m) AK(y,n)
— K(xN*y,p) Ap < max{m,n}

Definida de esta manera, no se cumple y N"* y C y (ni en general x N*y C x),
pero se cumple x N* y C* x Ax N* y C* y. Hay que observar que esta operacion, al
igual que en los casos de union y g-conjuntos vacios, aunque no define univocamente
un g-conjunto, todos los definidos por ella son indiscernibles.

Podriamos continuar y desarrollar, por ejemplo, una topologia métrica definiendo

los abiertos utilizando €* o, dada la coleccion de los abiertos de cierto espacio, utilizar
U* e N* para operar con ellos. Sin embargo, esto quedara para futuros trabajos.

Algunas relaciones entre las nuevas operaciones y las de ZF

Las ‘operaciones de ZF’ son obviamente las sin la marca “".

1) Sean x e y g-conjuntos incluidos en w (en el sentido de ZF). Sean N(x,w) y
N(y,w) sus nubes relativas a w. Entonces, podemos probar que

xUy SxU"y SN(x,w)UN(y,w).
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2) De la misma forma, tenemos que x Uy C x U* y C* x U* y.
3) También puede probarse que

a) xNySxnN*y C*x

b) xNnyCxn*yC*y

4) Pero debido a que w € (y N*z) no implica w €* (y Nz), entonces no se verifica
la siguiente féormula, que parece intuitiva:

(xU*y)n(xuU*z) S x U* (y N3).

Sin embargo, la inclusién inversa si se verifica. De ese modo, la unién de g-
conjuntos U* es candidato para la disyuncion en un reticulo cuantico Dalla
Chiara et al. (2004), y la interseccion N (clasica) lo es para la conjuncion.

5) Los siguientes resultados pueden ser probados directamente de las definicio-
nes:

a) (xuy)n*(xuz)=xU(ynN*z)
b) xU*(yNz)C* (xU"y)N(xU*z)
o) (xUy)Nn(xuU*z) €* x U* (y Nz)

La afirmacién a) nos lleva a pensar que, respecto de la distribucidn, la intersec-
cién de g-conjuntos N* se comporta clasicamente, ya que valida distributividad con la
union estandar. Es decir, los entes indiscernibles no generarian ningin cambio per-
tinente. Sin embargo, no pasa lo mismo con la unién de g-conjuntos U*. La unién
de g-conjuntos no es distributiva respecto de la interseccion cldsica y esto nos lleva
a pensar que es esta operacion la que no se comporta clasicamente. Esto puede re-
lacionarse con la disyuncion del reticulo de proyectores cudnticos, que para varios
autores es la responsable de la pérdida de distribucién en la 1égica cudntica Aerts et
al. (2000). También podriamos destacar que la pérdida de distributividad entre U* y
N implica que entre U* y N* tampoco puede existir distribucion, ya que

(xUy)N(x U z) € xU*(yNzg) — (x U y)N*(x U*z) €* x U* (y N2),
como consecuencia de
(xU*y)N(xuU*z) S (x U* y)N* (x U* 2).

Lo presentado arriba puede tener implicaciones interesantes a la hora de evaluar
el limite clasico de la mecdnica cudntica, ya que el reticulo no distributivo se transfor-
ma en booleano cuando U* tiende a la unién de ZE Es decir, el reticulo que estamos
analizando, con la unién de g-conjuntos e interseccion clésica, se vuelve distributivo
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(e idéntico al booleano cldsico) cuando la relacidn de indiscernibilidad colapsa en la
identidad. Por lo tanto, desde este punto de vista, la existencia de entes sin identidad
seria la responsable de la pérdida de distribucién de nuestro reticulo. Esto serd mas
desarrollado en préximos trabajos.

Por ultimo, analizaremos otra caracteristica de la pertenencia de Q™. La nocién
de pertenencia débil permite que dividamos el universo g-conjuntista de la siguiente
manera. Dados g-conjuntos x e y, tenemos las siguientes opciones excluyentes y
exhaustivas:

(xey)Vx¢yAx € y)V(x & y).

Comparando con las correspondientes posibilidades que se presentan en la teo-
ria de quasets QST Dalla Chiara and Toraldo di Francia (1993a); Dalla Chiara et al.
(1998), podriamos destacar algunas diferencias. En QST, existen dos primitivos de
pertenencia: la pertenencia con certeza (€) y la no pertenencia con certeza (¢), que
determinan también regiones excluyentes dentro del dominio de quasets. Si defini-
mos la pertenencia débil o indeterminada de QST como x €* y :=—(x € y)A-(x ¢
¥), entonces tenemos que, dados quasets x e y,

(xey)V(xe y)Vix¢y).

Asi, tanto en QST como en 9~ tenemos tres regiones excluyentes de pertenencia
que cubren todo el abanico de posibilidades. La diferencia se encuentra a nivel 14gico,
es decir, en las relaciones de consecuencia que mantienen estas posibilidades.

En 97, se verifica que VxVy(x € y — x € y), y consecuentemente VxVy(x ¢
y — x ¢ y). Sin embargo, en el marco de QST, lo que se cumple es YxVy(x ¢ y —
—(x € y)), y consecuentemente YxVy(x € y — —(x ¢ y)). Por supuesto, en QST,
x ¢ y no es equivalente a =(x € y).

Estas implicaciones entre primitivos de pertenencia forman la principal diferen-
cia (a nivel estructural) que, dentro de esta presentaciéon, mantienen estas teorias.
Podriamos acentuar sus parecidos si, en el marco de 9, propusiéramos desde el
comienzo dos primitivos de pertenencia, € y ¢, y a partir de ellos definiéramos las
relaciones de indiscernibilidad y subq*. De esta manera, podriamos expresar las tres
posibilidades g-conjuntistas como:

VxVy(xeyV((xey)A(x ¢ y)V(x ¢ y)).

Esto podria sugerirnos la siguiente definicion:

x€, y:=-(x€y)A-(x ¢ y).

Asi, podemos expresar lo anterior como: (x € y)V(x €, y)V (x ¢ y).
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Con estos simbolos de pertenencia, queda expresada en su mejor forma la seme-
janza entre QST y Q™. En funcién de esta nueva pertenencia, que podriamos llamar
extra débil, las posibilidades del universo de g-conjuntos pueden ahora expresarse
de una manera equivalente a la de QST. Esto puede tener interesantes consecuen-
cias para la semantica de la l6gica cuantica. En Jorge et al. (2023), se presenta una
generalizacion de las semanticas no deterministas de Nmatrices para el reticulo de
proyectores cuanticos en el marco de QST (ver también Jorge and Holik (2020, 2022,
2023)). En funcién de las similitudes 16gico-estructurales recién mostradas, tales re-
sultados podrian ser extendidos a 7y tener aplicaciones de interés para el teorema
de Kochen-Specker. Una Nmatriz cudntica fundada en Q™ podria utilizarse para dar
una semdntica que evite la contradiccién de Kochen-Specker, debida a considerar
que los proyectores asociados con un mismo observable, son idénticos (en vez de
indiscernibles) en diferentes contextos no compatibles de Barros et al. (2021).

5. Modelos y ‘cuantificadores cuanticos’

Por cuestiones de extensién, daremos sélo una breve idea sobre los modelos de Q7
ya que en la préxima seccién queremos mostrar una aplicacién de la teoria: utilizarla
para fundar una metafisica cuantica de propiedades.

La discusion sobre los modelos de una teoria de conjuntos es sutil, y no sera
diferente con relaciéon a Q™. En la matematica intuitiva, que es usada libremente,
una estructura para interpretar una teoria como ZFC es un par ordenado (intuitivo)
M = (M, E) donde M es un conjunto (intuitivo) y E es una relacién binaria sobre M.
La intencidn es que M congregue todos los conjuntos y que E interprete la relacién de
pertenencia. Esa estructura serd un modelo de ZFC si los axiomas son verdaderos en
él. La nocion de ‘verdad’ es intuitiva, como todo lo demas. El modelo mas inmediato
es la jerarquia acumulativa, que se atribuye a von Neumann, pero que en verdad
fue presentada por Zermelo, que denotamos por ¥ = (V,€), donde V = J <o Ve
siendo On la clase de los ordinales. Para detalles, ver (Roitman 2013, pp.77-78).

Formalmente, no podemos construir un modelo de ZFC en la propia ZFC si la
suponemos consistente, y eso se debe al segundo teorema de incompletitud de Go6-
del, pero podemos encontrar modelos de la teoria en teorias mas fuertes, como KM
(el sistema Kelley-Morse, vea Rubin (1967)), o incluso en la jerarquia acumulativa,
mientras tomemos V,., siendo x un cardinal inaccesible (la prueba estd en (Roitman
2013, p.134).

¢Qué decir de una estructura para Q" ?

Podemos pensar en una n-tupla de la siguiente forma:

Q = (Q,S)KJE)IJk)an)gJR>
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donde

1. Q es una coleccidn no vacia de objetos llamados g-conjuntos.
S es un sub-g-conjunto de Q cuyos elementos son llamados conjuntos.
K es una coleccién de entidades llamadas g-cardinales (distinta de Q).

E es una relacion binaria sobre Q que representa la pertenencia.

o W

I es otra relacién sobre Q que representa la indiscernibilidad. Se asume que
esta relaciéon puede ser aplicada también a los elementos de K.

6. k es un simbolo relacional diddico, cuyo dominio esQ xK.Six € Qym €K,
entonces k(x, m) dice que el quasi-cardinal del g-conjunto x es m.

7. a es una constante perteneciente a K que representa el q-cardinal 0.

8. f, g son funciones binarias sobre K que representan respectivamente la adicion
y la multiplicacidn de g-cardinales.

9. R es una relacidn binaria sobre K que representa la identidad de g-cardinales.
Asumimos que esa relacion también se aplica a conjuntos (elementos de S).

Ahora es un trabajo manual probar que todas las traducciones de los axiomas de
)~ para el lenguaje de esa estructura son verdaderos en él.

Una cosa interesante que se puede considerar relativamente a modelos de Q™
es la significacion de los cuantificadores. Como es sabido, en la ldgica clasica, si el
dominio de la interpretacion es un conjunto finito D, entonces Vx¢ puede ser inter-
pretado como una conjuncién ¢(a;) A ¢(a,)A...Ap(a,), donde los a; nombran los
elementos del dominio que satisfacen la féormula. A su vez, 3x¢ es una disyuncién
pla;)Ve(ay)V...Ve(a,) (Kleene, 1952, p.177). En el caso del dominio ser infinito,
esa interpretacién es aun utilizada, aunque con conjunciones y disyunciones infinitas
(en el metalenguaje).

Tal procedimiento nos conduce a pensar que los elementos del dominio son enti-
dades con identidad, una vez que en caso del cuantificador universal, tenemos ‘ese’
y ‘aquél’, y ‘aquél otro’ y asi sucesivamente, lo que permite (o exige) que sepamos
de qué elementos estamos hablando. Lo mismo con el cuantificador existencial. Pero
eso no puede ser asi en la cudntica por motivos obvios. Por ese motivo, proponemos
otra forma de entender los cuantificadores en el caso cuantico, que es la siguiente.

Sea £ = (Q,.#) un modelo para Q7, siendo .# la funcién de interpretacién. Sea
¢ una férmula del lenguaje de la teoria. Vamos a designar por V() la colecciéon de
los objetos del dominio Q que hacen ¢ verdadera en el modelo. Entonces decimos
que Vx ¢ es verdadera en £, o sea, £ |= Vxy siy sélo si V(¢) = Q, y decimos que
Jdx @ es verdadera en el modelo, 2 |= Ix ¢ siy sélo si V() # 0.

Esa definicién se asemeja mucho a los cuantificadores monddicos generalizados de
T. Sider (2010, p.120) y no habla de la identidad de los elementos que satisfacen ¢.
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Creemos que entre todas las cuestiones logicas, la cuantica exige también una nueva
lectura de los cuantificadores. Nuestra propuesta puede ser el inicio de una discusidn.

6. Q7 y la cuantica: una ontologia de propiedades

Una manera simple de ver una relacién de la teoria Q™ con la fisica cuantica es la
siguiente, basada en la propuesta de una ontologia de propiedades (Holik et al. 2022;
Lombardi 2023) que, en nuestro caso, intentaremos hablar de propiedades indiscer-
nibles. Eso nos permitird sugerir que cuando el fisico hace mediciones repetidas ‘de
una misma propiedad’, él esta realizando mediciones con propiedades indiscernibles,
una vez que necesita ‘preparar’ nuevamente el sistema. De la misma forma, jamas se
hace mas de una medicién en un mismo sistema si las mediciones son destructivas.

Primeramente, ofreceremos una descripcion general. En la propuesta que presen-
taremos, un sistema cuantico es visto como una coleccién (bundle) de propiedades,
asi que no se necesita ningtn Principio de Individuacién.?® Uno podria preguntar
si un “bundle” de propiedades no individualiza un objeto. La respuesta es que los
“bundles” o haces de propiedades pueden no individualizar objetos que compartan
todas sus propiedades tipo instanciadas (propiedad tipo-I — ver mas adelante). Ade-
mas, esta teoria rechaza todo tipo de haceidad o sustratum. Es importante percibir
que esa hipotesis se asemeja a la idea de objetos nomoldgicos de Toraldo di Francia
(1978; 1981, Arenhart (2023)).

En efecto, Toraldo di Francia ve los objetos cudnticos como siendo determinados
por las leyes de la fisica. Para él, una de las grandes revoluciones de la fisica cuanti-
ca fue la aceptacion de objetos que tienen caracteristicas fijadas y prescritas por las
teorias fisicas. Asi, dice él, “la existencia de objetos nomoldgicos esta mas alla de la
discusion y constituye uno de los puntos fundamentales da la ciencia empirica” (1981,
p.222). De ese modo, un electrén es cualquier cosa que satisface las propiedades si-
guientes: tiene masa m = 9,1 x 10728, carga eléctrica e = 4,8 x 10~ '%e.s.u. y spin
s = 1/2 (Dalla Chiara and Toraldo di Francia 1993b) (claro que él esta simplifican-
do). Entonces, cualquier cosa que obedezca esas leyes es un electrén. Si tomamos las
caracteristicas de los objetos cuanticos como una coleccién de propiedades, llegamos
a la ontologia de propiedades propuesta por Lombardi.

Como sus autores observan en Holik et al. (2022), los formalismos usuales son
basados en categorias ontolégicas de propiedades y objetos (o ‘individuos’), asi que
un lenguaje mas adaptado a la propuesta de una ontologia de propiedades puede
ser importante. En el mencionado articulo, los autores proponen el lenguaje de Q
para eso. Pero, como ya sabemos,  es compatible con la existencia de atomos, que
podrian ser pensados como los relata de las propiedades, algo que deseamos evitar.?” .

De tener éxito en la empresa, tendriamos una alternativa que serfa util también
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para las bases matematicas del realismo estructural ontolégico (REO), que busca rela-
ciones sin los respectivos relata Ladyman (1998); French and Ladyman (2003). No
hay espacio para hablar de eso aqui, recomendamos (French 2023) Krause 2005) al
lector interesado. Pero, {como podriamos encarar la propuesta de una ontologia de
propiedades desde el punto de vista de Q™ ?

Una propuesta es que podemos tener ‘propiedades indiscernibles’ y entonces esas
propiedades podrian servir como contrapartes formales de aquello a lo que los fisi-
cos se refieren como ‘una misma propiedad que es medida mas de una vez’. Ahora
bien, cabe destacar que cuando se habla de que un fisico repite un experimento, en
realidad él jamds hace exactamente el mismo experimento dos veces. Las condicio-
nes del laboratorio se cambian por mds que sean controladas, las percepciones de los
cientificos pueden sufrir alteraciones, etc. Asi, lo mds correcto seria decir que cuando
un experimento es repetido, el cientifico realiza un experimento que es indiscernible
del anterior. Si aceptamos que los experimentos pueden ser adecuadamente descritos
por medicion de propiedades de los sistemas, entonces nos parece sensato tener una
nocion precisa de indiscernibilidad de propiedades cuando deseamos tornar esas cosas
mads precisas.

Intentando dar a esa idea un sentido més preciso, debemos notar que en una
teoria extensional de conjuntos, como ZFC, se identifica un conjunto con la exten-
sién de un predicado, o sea, el conjunto es la coleccién de los objetos del dominio
que tienen la propiedad descrita por el predicado. Asi, para algunas aplicaciones se
pueden identificar las dos cosas.

Lateoria Q™ es una teoria que podemos llamar semi-extensional para los q-conjun-
tos, ya que lo que vale no es un axioma ‘pleno’ de extensionalidad, como en ZFC,
sino uno débil, el AED. Aun asi podemos identificar g-conjuntos con propiedades que
tengan alguna caracteristica que nos interese. Ahora los ‘predicados’ pueden ser in-
discernibles. De esa manera, llegamos a poder tratar matemdticamente lo que Dalla
Chiara y Toraldo di Francia dicen en (1993b): en la mecanica cudntica, podemos
tener una sola intensién (un predicado describiendo algtin sistema fisico, como elec-
trones), pero diversas extensiones, como todas las colecciones de electrones. Esto
cambia totalmente la concepcién usual de la teoria de la referencia estdndar, donde
una extension (una colecciéon de objetos) puede tener diversas intensiones (la co-
leccién de los hombres tiene como intensiones ‘animal racional’, ‘bipedo implume’ y
otras), pero cada intensién determina univocamente una extensién (que puede ser
vacia).

Pasaremos ahora a desarrollar una ontologia de propiedades indiscernibles. Re-
comendamos Holik et al. (2022); Lombardi (2008); Lombardi and Dieks (2014) al
lector interesado en mas detalles.

La Interpretacion Modal Hamiltoniana, propuesta por Lombardi, se presenta co-
mo un serio candidato a ofrecer una visidn integral para muchos problemas, que a
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lo largo de la historia fueron considerados de manera aislada, como el problema de
la medicidn, la contextualidad, la no separabilidad y la indiscernibilidad de los entes
cudnticos. Esta teoria propone un marco ontolégico para proporcionar una solucién a
estos diferentes retos de forma unificada. Seguin esta vision, el reino cudntico carece
de la categoria de individuo y los sistemas cuanticos son haces o paquetes (bundles)
de propiedades sin principio de individualidad. Eso implica que se estd tomando “sin
individualidad” como sinénimo de “ente sin identidad”, y sera particularmente im-
portante saber de qué manera los paquetes de propiedades pueden ser indiscernibles,
pero no idénticos.

En esa metafisica, todo sistema fisico, como por ejemplo un electrén o dtomo de li-
tio, es una “coleccién” de propiedades tipo instanciadas, que pueden ser genuinamente
indiscernibles (como, por ejemplo, la propiedad tipo universal “energia” instanciada
en un electrén libre). Estas propiedades tipo instanciadas, atin no estan “actualizadas”,
es decir, todavia no tienen valores concretos. Todos los paquetes que compartan las
propiedades tipo instanciadas seran genuinamente indiscernibles. La indiscernibilidad
de los paquetes es heredada por la indiscernibilidad de las propiedades tipo instan-
ciadas (que a su vez es definida a partir de las propiedades caso instanciadas, ver mas
adelante), de la misma forma que en £, la indiscernibilidad de los g-conjuntos es
heredada por la indiscernibilidad de todos los m-atomos del mismo tipo (y misma
g-cardinalidad). La diferencia es que ahora podremos representar una propiedad de
tipo instanciada por un g-conjunto, y a los sistemas cuanticos indiscernibles como
g-conjuntos formados por estos g-conjuntos. En (Holik et al. 2022), las propiedades
tipo instanciadas indiscernibles son representadas por m-atomos, y consecuentemen-
te, su indiscernibilidad no era heredada, sino fundamental. Mientras que en la teoria
se decia que las propiedades tipo instanciadas también heredaban su indiscernibilidad
como se define abajo. Para nosotros, ahora van a ser un g-conjunto formado por otros
g-conjuntos cuya indiscernibilidad va a poder seguir definicionalmente a la teoria.

En una ontologia de propiedades, la indistinguibilidad es una relacién primitiva
entre dos propiedades caso instanciadas?® ([a;] = [a;./]), cuando ambas son instan-
cias de una propiedad caso universal (a;). Sin embargo, la indistinguibilidad entre

propiedades tipo instanciadas ([A'] = [A"]) es derivada de la anterior. Decimos que
[A!]y [A"] son indistinguibles cuando ambas son instancias de una propiedad tipo
universal (A) y, ademas, todas sus propiedades caso instanciadas son indiscernibles.
Mads abajo eso sera esclarecido, pero adelantamos que los [a;] denotan los valores
propios de los observables. A partir de este significado primario, la indistinguibilidad
adquiere un significado derivado cuando se aplica a paquetes: dos sistemas de paque-
tes son indistinguibles cuando sus respectivas propiedades-tipo-I son indistinguibles.
Tanto las propiedades-tipo-I indistinguibles como los sistemas de paquetes indistin-
guibles son diferente sélo niimero. Las propiedades tipo instanciadas son la que en la
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version anterior de la teorfa con atomos se asociaban con los m-atomos. Es decir, para
estas propiedades, no vale la teoria clésica de la identidad. Y tampoco esa teoria vale
para los sistemas cudnticos, que son colecciones de estas propiedades.

Como comentan los autores del ultimo articulo citado,

Aunque en la presente propuesta los sistemas cuanticos se caracterizan onto-
l6gicamente como conjuntos de propiedades, es importante enfatizar la pe-
culiaridad de esta vision. En su version tradicional, la teoria del paquete es
una teoria sobre objetos individuales, segin la cual los objetos se componen
de elementos de una categoria ontoldgica diferente (es decir, propiedades).
En otras palabras, la teoria del paquete estd disefiada para dar cuenta de
objetos individuales sin apelar a un sustrato al que las propiedades son inhe-
rentes. Con este proposito, es necesario seleccionar algunas propiedades que
desempeiien el papel del principio de individualidad que proporciona identi-
dad sincrénica y diacrdnica. Nuestra vision de los paquetes, por el contrario,
prescinde por completo de la categoria ontoldgica de individuo: los paquetes
de propiedades no se comportan como individuos en absoluto, pertenecen a
una categoria ontoldgica diferente. Sobre esta base, cuando se combinan dos
sistemas de paquetes, el sistema compuesto también es un paquete. Y como
los paquetes no son individuos??, no existe ningtin principio de individuali-
dad que preserve su identidad en la composicidn: en el sistema compuesto
no se conserva la identidad de los componentes, precisamente porque no son
individuos.

Esta imagen ontoldgica se vuelve natural a la luz del enfoque algebraico de la me-
canica cudntica,>° cuyo elemento principal es el dlgebra de observables, mientras que
los estados estan representados por funcionales en esa algebra, que se definen para
producir probabilidades y valores esperados (Kadison and Ringrose 1983; Samperio
Valdivieso et al. 2019). Observamos que en la interpretacién basada en el enfoque
algebraico, los observables tienen prioridad ontoldgica sobre los vectores estados,
por lo tanto “motiva” o induce una interpretaciéon del estilo de propiedades. Esta on-
tologia de propiedades demostré ser fructifera para abordar los principales desafios
ontolégicos de la mecdnica cuantica, principalmente la consideracidon de una ontolo-
gia de cosas sin identidad. Sin embargo, la propuesta afront6 una dificultad esencial
desde un punto de vista formal. Aunque el formalismo algebraico proporciona una
representaciéon matemadtica adecuada de una ontologia de propiedades, no es fécil
encontrar un metalenguaje apropiado para hablar de tal ontologia, ya que tanto los
formalismos 16gicos tradicionales como también las teorias de conjuntos estandar
(ZE NBG, KM, NE entre otros) presuponen el concepto primitivo de identidad. Lo
cual implica que las estructuras sean no deformables (su tinico automorfismo es la
identidad). Esto llevé a que en (Holik et al. 2022) se proponga a la teoria Q como
un candidato para el metalenguaje de la ontologia Modal Hamiltoniana, puesto que
sin identidad, podemos introducir estructuras deformables o no rigidas.
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El lenguaje de la Interpretacion Modal Hamiltoniana estd dividido en tres nive-
les: fisico, matemadtico (algebraico) y ontoldgico. Lo que a nivel fisico es un sistema
cudntico S, matemdticamente estd representado por un algebra de observables y su
contrapartida ontoldgica es el haz/paquete de propiedades (“bundle”). Los tres nive-
les estan absolutamente relacionados, describamos ahora la contraparte ontoldgica
del formalismo algebraico proporcionando una interpretacién de cada término fisico
(matematico):

* El término ‘observable’ es utilizado por los fisicos para denotar ciertas mag-
nitudes cuantificables de relevancia fisica, que estdn representadas matema-
ticamente por operadores hermiticos.?! En términos ontolégicos, correspon-
den a la categoria de propiedad. En el contexto de la Modal Hamiltoniana,
se distingue entre propiedades-tipo universal (propiedades-tipo-U) e instancias
de propiedades-tipo universal (propiedades-tipo-I). Las contrapartes ontoldgi-
cas de las magnitudes fisicas generales son las propiedades-tipo-U, y la de
los observables son las propiedades-tipo-I. Denotaremos una propiedad-tipo-
U por AV, y una propiedad-tipo-I por [A]. Un ejemplo de propiedad-tipo-U es
la energia HY, que puede ser instanciada como la energia de cierto sistema
particular S mediante [H].

* Dado que un observable fisico es una magnitud cuantificable, tiene valo-
res posibles, que estan representados matematicamente por los valores pro-
pios del operador hermitico correspondiente. La contraparte ontoldgica son
las propiedades-caso instanciada (propiedades-caso-I) de la correspondiente
propiedad-tipo-I. Dada una propiedad-tipo instanciada [A] de una propiedad-
tipo universal A, simbolizamos sus propiedades-caso instanciadas por [a;].
Siguiendo con el ejemplo anterior, podemos hablar de las propiedades-caso-
I [w;] (espectro energético) de la energia [H] de un sistema particular S,
donde [H] es una propiedad-tipo-I de la propiedad-tipo-U energia, HY.

* Los fisicos suponen implicitamente que cada observable no puede tener mas
de un valor a la vez. El valor efectivo adquirido por un observable no tiene
representacion matemadtica directa: no existe una forma de distinguirlo del
resto de valores en términos formales. Pero, ontolégicamente, es relevante
enfatizar que, dada una propiedad-tipo-I [A] de una propiedad-tipo-U AY, no
mds de una de sus propiedades-caso-I [a;.] puede actualizarse. Denotaremos al
Unico valor actualizado, propiedad-caso actual como [a;] . En nuestro ejem-
plo, [wy] es el valor efectivo de la energia [H ] del sistema particular S.

* Dado que en el formalismo algebraico un sistema cuantico S esta representa-
do matemadticamente por un algebra de observables, su contraparte ontolé-
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gica es un paquete (o haz) 8B = {[A],[B],[C],...} de las propiedades-tipo-I
[A],[B],[C],... de las correspondientes propiedades-tipo-UAY,BY, CY, ....

* El concepto fisico de estado estd representado matematicamente por un fun-
cional en el espacio de observables. Debido a su naturaleza probabilistica, el
estado de un sistema S codifica las propensiones ontolégicas a la actualizacién
de todas las propiedades-caso-I de todas las propiedades-tipo-I pertenecientes
al paquete 93, contraparte ontolédgica de S.

El teorema de Kochen-Specker (1990) demuestra la imposibilidad de atribuir va-
lores precisos a todos los observables de un sistema cudntico simultdneamente, pre-
servando al mismo tiempo las relaciones funcionales entre observables compatibles:
a qué observables se les pueden atribuir valores precisos es algo determinado por el
contexto de medicién.

En una ontologia tradicional de individuos con sus propiedades, la contextuali-
dad cudntica viola el principio de determinacion omnimoda, un supuesto basico en
la filosofia moderna (ver Lombardi and Dieks 2014). Segun este principio, en todo
individuo todos los determinables estan determinados: por ejemplo, si la “forma” de-
terminable se aplica a un objeto, necesariamente tiene alguna forma determinada,
digamos “redonda”, independientemente de que nosotros lo sepamos. Esto es vali-
do incluso desde la perspectiva de la teoria tradicional de paquetes de propiedades,
segun la cual un individuo es un paquete de todas las propiedades determinadas co-
rrespondientes a ciertas propiedades determinables: por ejemplo, una bola de billar
particular es la convergencia de un valor definido de posicién, digamos aqui, una
forma definida, digamos redonda, un color definido, digamos blanco, etc. La con-
textualidad cuantica, por el contrario, implica que no todos los determinables del
sistema estan determinados: por ejemplo, si la posicién estd determinada, el impulso
no lo esta. Esto desafia el concepto de individuo, tanto en la vision del sustrato como
en la de paquetes o haces de propiedades.

En el lenguaje ontoldgico de esta ontologia, la contextualidad se expresa diciendo
que, dado un sistema, no todas sus propiedades-tipo-I se actualizan, es decir, adquie-
ren una propiedad-caso actual (real) entre todas sus (posibles) propiedades-caso-I. En
otras palabras, el teorema de Kochen-Specker introduce una limitaciéon con respecto
a las propiedades-caso-A, mds precisamente, con respecto a qué propiedades-caso-I de
un paquete pueden entrar actualizarse (o realizarse). Pero esta restriccién no afecta
al concepto de sistema cudntico, porque se define como una coleccién de propiedades-
tipo-I (determinables) y no de propiedades de caso reales (determinados). A su vez,
dado que la ontologia esta poblada sélo por propiedades y colecciones de propieda-
des, y no por individuos, el principio de determinacién omnimoda de individuos no
se aplica: la ontologia de propiedades propuesta es inmune al desafio representado
por el teorema de Kochen-Specker.
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De igual manera, esta ontologia propone alternativas al tema de la no separabi-
lidad de los sistemas cudnticos. Nosotros nos centraremos en la propuesta que este
marco tedrico propone para el tema de la indiscernibilidad cuéntica.

Como dijimos anteriormente, dos sistemas cudnticos (o haces de propiedades)
son indistinguibles cuando sus respectivas propiedades-tipo-I son indistinguibles. Tan-
to las propiedades-tipo-I indistinguibles como los sistemas de paquetes indistinguibles
pueden ser diferente sélo numero. Sin embargo, esto no implica que el Principio de
Identidad de los Indiscernibles sea falso para ellos: mientras que el principio se re-
fiere a la identidad de individuos indiscernibles, en este caso la indistinguibilidad es
una relacién entre elementos pertenecientes a la categoria ontolégica de propiedad.
En otras palabras, el Principio de Identidad de los Indiscernibles no se aplica a los
sistemas cudnticos no individuales de una ontologia cuantica de propiedades. Ya en
los afios 60, Post argumentaba que las particulas elementales no pueden conside-
rarse individuos, sino que deben ser vistos como “no individuales” Post (1973): esto
llevé a la llamada “visién recibida” sobre la indistinguibilidad cuantica (verFrench
and Krause (2006)). También segiin este punto de vista, el principio de identidad
de los indiscernibles no se aplica porque los sistemas cuanticos elementales no son
individuos.

7. Una rapida ojeada sobre la aplicacion de los
casi-conjuntos a la Modal Hamiltoniana

En principio, para la aplicacion de los g-conjuntos a la ontologia modal, podemos
seguir los pasos utilizados en Holik et al. (2022). Sélo habria que ver si podemos
salvar algunas de las posibles objeciones que alli aparecian.

Las principales objeciones que se podian hacer a la presentacién anterior son:

* Que los m-atomos, que en la interpretacién pretendida de 9, estaban asocia-
dos con particulas elementales, ahora se asociaban con propiedades (que de
alguna forma pueden ser pensadas a través de su extensién). Esto se debe
principalmente a que £ estd pensada para modelizar entes mds cercanos a
los “substratums”, que a los cimulos de propiedades.

* Al asociar cada propiedad de tipo instanciada [P] con un m-atomo, la indis-
cernibilidad de estas propiedades pasan a ser “elementales” o “genuinas”, es
decir, no heredadas. Sin embargo, en la ontologia Modal Hamiltoniana, la
indiscernibilidad de las propiedades tipo instanciadas no es “elemental”, ya
que esta definida como: [P;] = [P,] si y solo si ambas son instancias de la
misma propiedad tipo universal (P) y sus correspondientes propiedades caso
instanciadas (valores propios) sos primitivamente indiscernibles.
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En nuestro caso, ahora en 7, el primer problema lo resolvemos naturalmente
si asociamos a cada propiedad tipo instanciada un casi-conjunto, de forma tal que los
g-conjuntos asociados con propiedades tipo instanciadas indiscernibles sean también
indiscernibles. Entonces, en el formalismo de 9, tendriamos un g-conjunto para
cada propiedad de tipo instanciada.

Lo anterior resuelve el primero de los problemas, pero no el segundo. Ya que si
solo planteamos eso y la indiscernibilidad de los g-conjuntos sigue siendo “primiti-
va”, entonces tampoco jugara ningtin rol en este formalismo las propiedades caso-I
(autovalores).

Si, por otro lado, decidimos que la indiscernibilidad entre g-conjuntos (asociados
a propiedades tipo instanciadas indiscernibles) sea derivada, entonces tenemos que
ver de qué manera incorporar en el formalismo las propiedades caso-I. {Cudl seria la
g-extension de los g-conjuntos asociados con una propiedad de tipo instanciada?

En principio, podriamos solucionar el primer problema de manera natural y se-
guir manteniendo el segundo como cierta “regién” donde no se solapan totalmente
la teoria y su formalismo. Si optamos por la propuesta que soluciona sélo el primer
item, entonces la adaptacién a lo ya realizado es directa. En lugar de asociar m([P])
con cada propiedad instanciada, ahora asociamos cierto g-conjunto xp.

Sin embargo, existe otra posibilidad, admitida por la Modal Hamiltoniana. Fun-
damentar ontolégicamente una indistinguibilidad primitiva (no derivada) entre pro-
piedades de tipo instanciadas sin necesidad de recurrir a las propiedades caso posi-
bles. Esto representaria un cambio minimo en la teoria, con la ventaja de facilitar la
adaptacion de una metateoria basada en £~. Esta posibilidad, junto con su corres-
pondiente adaptacion casi-conjuntista, sera objeto de préximos trabajos.

8. Definiendo identidad para los g-conjuntos legitimos

En £~ hicimos la distincién entre conjuntos y g-conjuntos legitimos. Para los pri-
meros, la nocidn usual de identidad de la ldgica clasica se aplica, pero no para los
segundos. Una cuestion natural que puede ocurrir al lector es: es posible definir una
identidad también para los g-conjuntos legitimos? La respuesta es que si, es posible.
Pero, continua el indagador: ¢entonces por que no lo hacen?

Primero, veamos un modo de definir la identidad para los g-conjuntos.

Definicion 13 Sean x e y g-conjuntos legitimos. Ponemos
x~y =Vzlzex—zey).

Es un ejercicio sencillo probar que ~ tiene las propiedades de la identidad cla-
sica. Entonces, ¢por qué no la adoptamos? La respuesta es la siguiente: la logica,
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como dice Newton da Costa, “es fundamentada en una vision metafisica del mundo”
(da Costa 1980, p.77). Eso puede ser extendido para las teorias en general, incluso
las de la fisica. En efecto, recordemos que Einstein no abandonaba sus conviccio-
nes realistas y locales, lo que caracteriza su metafisica, la cual fue cuestionada por
ejemplo por el teorema de Bell (el lector puede ver Kumar (2009) para una buena
exposicién general). La propia ldgica cldsica, nuevamente siguiendo a da Costa, es
basada en una “doctrina estatica del real” (id.ibid.), de acuerdo con la cual las cosas
mantienen sus identidades, tienen propiedades que solamente nos basta revelarlas,
son impenetrables y muchas otras cosas que caracterizan lo que arriba llamamos de
individuos.

Nuestra metafisica es distinta. En nuestras lecturas de las teorias cuanticas, nos
quedamos convencidos de que la ontologia que mas refleja la naturaleza de las en-
tidades cudnticas es aquella que supone que son no-individuos, sean “objectos” sean
paquetes de propiedades. Lo que se acentia es que esas cosas no obedecen a la teo-
ria usual de la identidad, y por eso la cuestionamos y encontramos una manera de
expresar eso por medio de la hipdtesis de que la nocién clasica de identidad simple-
mente no se aplica a ellas. Por eso, para mantener esa visién metafisica, es que no
nos parece interesante definir una identidad para los g-conjuntos legitimos de Q,
asi como no definimos una identidad para los m-atomos de £.
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Notas

!Algunos autores denominan ‘gran légica’ a las légicas de orden superior o cuando en-
vuelven las teorias de conjuntos; ver (Beth, 1966, p.229).

2Una discusién sobre cémo esas cosas encuentran hogar (o no encuentran) en la fisica
cuantica se puede ver en Teller (1998).

3El caso mas emblemdtico es el de los bosones, como veremos mas abajo, que pueden
tener todas las mismas propiedades en comun.
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“En principio, nada impide que los 4tomos tengan elementos, pero es usual tomarlos sin
ellos.

°La definicién mds comun sigue las ideas de von Neumann, donde un cardinal es un
ordinal que no es equinumeroso con ningtn ordinal menor que él. Esa definicién depende
del Axioma de la Elecciéon. En 1954, Dana Scott propuso una definicidon de cardinal que no
depende de ese axioma, sino del Axioma de la Regularidad. La definicion de Scott utiliza
los conjuntos (si, son conjuntos) V, de la jerarquia de von Neumann, asi que reintroduce los
ordinales por la puerta del fondo pués necesita del concepto de biyeccidn; vea (Jech 2003,
p-65).

Llamaremos “finitos” a los gq-conjuntos que tienen g-cardinales asignados por la teoria de
apoyo que desarrollamos abajo.

7En verdad, atin eliminamos de ) los axiomas del concepto primitivo de casi-cardinal que
en esa teoria es dado por un simbolo unario de operaciones, qc tal que si x es un q-conjunto,
entonces gc(x) es su g-cardinal, que es sujeto a axiomas adecuados. Aca consideramos tini-
camente g-cardinales “finitos” que la teoria de apoyo define.

8Eso es diferente en 9, donde hay una definicién de identidad extensional que se aplica
a M-atomos y a casi-conjuntos y que tiene las propiedades de la identidad usual. En £,
solamente los m-dtomos no obedecen las propiedades de la identidad clésica.

“Eso serd importante mas abajo, pues podremos decir que un g-cardinal es indiscernible
de un correspondiente nimero natural — que es un conjunto.

19Como es usual, cuando escribimos a(x, ..., x,), queremos indicar que las variables x;
estan entre las variables de a; asi, podemos aceptar que a(tq,...,t,) es obtenida por la
substitucion de x; por t;.

Ha restriccién a que la g-cardinalidad sea menor que m podria ser rechazada, pero no
haremos eso.

1213 cita es la siguiente: “the ultimate particles [en 1808 él no conocia electrons y otras
cosas mds elementares do que atomos] of all homogeneous bodies are perfectly alike in
weight, figure, etc. In other words, every particle of water is like every other particle of
water, every particle of Hydrogen is like every other particle of Hydrogen, etc”.

13Recordamos que el q-cardinal de esa clase no es mds grande que el g-cardinal de x.

“La nocién de nube de un g-conjunto fue introducida enKrause (2003).

5Eso es, conocer sus identidades.

16Claro que podriamos formular el axioma usando C*.

7Eso es lo que hizo H. Weyl, pero considerando conjuntos; vea (Weyl, 1949, App.B).

8Este resultado esta discutido en Krause et al. (1999).

19A pesar de que se pueda encontrar maneras de representar esas entidades haciéndolas
obedecer la teoria usual de la identidad, como se hace en la mecdnica Bohmiana o en otras
versiones de la cudntica.

201 owe distingue entre individuacién en dos sentidos; uno metafisico, que es lo que esta-
mos adoptando, y uno epistemoldgico, diciendo que este presupone aquel otro.

21Esta es una expresién que proviene de Saul Kripke y significa una etiqueta que identifica
a una entidad como esa misma entidad en todos los mundos posibles donde existe. Se supone
que los nombres propios desempefian este papel. El empleo de la identidad transmundana es
objeto de grandes controversias, como es sabido.
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220 sea, cuando la longitud de onda del electrén es mas grande que el longitud de onda de
de Broglie.

ZBRecuerde el lector que en £ hay dos especies de dtomos, los M-atomos, que simulan los
urelementos de ZFA y los m-atomos, que son colocados para simular las entidades cudnticas
bajo la hipdtesis de que la teoria estindard de la identidad (STI) no se aplica a ellos. El con-
cepto de g-cardinal es primitivo y descripto por axiomas adecuados (ver French and Krause
(2006)).

24Recordando que los axiomas usuales de la identidad son la reflexividad y la substitutivi-
dad Mendelson (2009).

25Ha sido probado por Andreas Blass que la existencia de bases para un espacio vectorial
arbitrario es equivalente al Axioma de Eleccion Blass (1984)

26Hablando rapidamente, como ya decimos antes, un Principio de Individuacién (PI) es
algo que hace una cosa — generalmente referida como un ‘individuo’— la cosa que él es y
no alguna otra. Para una discusién, vea Lowe (2003).

27Es importante notar que el uso del término ‘individuo’ es ac4 distinto de aquél que hemos
usado en otras partes. Aca se trata de las entidades ‘iniciales’ del discurso, sobre las cuales
las propiedades y relaciones seran definidas.

28Estamos tomando una versién ligeramente diferente a la presentada en Holik et al.
(2022). En ese trabajo, las propiedades caso instanciadas (propiedades caso-I) son llamadas
propiedades caso posibles y la indistinguibilidad primitiva es definida como una relacién entre
propiedades tipo instanciadas. En el presente trabajo, hemos incorporado algunas versiones
mas recientes de esta ontologia, donde la indistinguibilidad primitiva es entre propiedades
caso instanciadas (las anteriormente llamadas propiedades caso posibles) y las demas relaciones
de indistinguibilidad son heredadas a partir de esta.

29[En el sentido que aclaramos arriba, es decir, entes sin identidad. ]

3%Diferentes formalismos para la mecanica cudntica estdndar, aunque mateméaticamente
equivalentes, evocan imagenes ontoldgicas diferentes. En el formalismo de los espacios de
Hilbert, a cada sistema cudntico se asocia un espacio de Hilbert de forma que los vectores rep-
resentan los estados del sistema y los observables estan representados por ciertos operadores
que acttian en el espacio de Hilbert. La prioridad matemadtica de los sistemas y estados sobre
los observables se refleja facilmente en una ontologia de individuos, dotados de prioridad
ontolégica sobre sus propiedades. Por el contrario, en el formalismo algebraico, un sistema
cuantico esta representado por un algebra de observables, y los estados son funcionales en
esa dlgebra. Si esta prioridad matematica de los observables sobre los estados se transpone
al dominio ontolégico, el resultado es una ontologia cuyos elementos principales son las
propiedades, y los objetos surgen como la convergencia de esas propiedades.

31En este sentido, el tiempo no es un observable, sino un pardmetro fisico. Esto ha llevado a
definir observables basados en este parametro, como, por ejemplo, el “tiempo de vuelo” den-
tro de un experimento Mufioz Gonzalez (2011). El tratamiento del tiempo como parametro
fisico (en realidad, pardmetro matematico de las ecuaciones diferenciales) ha llevado tam-
bién a otros fisicos a proponer alternativas. Una de ellas es la interpretacion de Montevideo de
la Mecdnica cudntica, donde el tiempo es “marcado” por un sistema fisico asociado al exper-
imento, pero distinto del sistema principal que esta siendo considerado Garcia Pintos Barcia
(2011); Muniz (2012).
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