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Abstract. This paper introduces the theory QST of quasets as a formal basis for the Nma-
trices. The main aim is to construct a system of Nmatrices by substituting standard sets by
quasets. Since QST is a conservative extension of ZFA (the Zermelo-Fraenkel set theory with
Atoms), it is possible to obtain generalized Nmatrices (£-Nmatrices). Since the original for-
mulation of QST is not completely adequate for the developments we advance here, some
possible amendments to the theory are also considered. One of the most interesting traits
of such an extension is the existence of complementary quasets which admit elements with
undetermined membership. Such elements can be interpreted as quantum systems in super-
posed states. We also present a relationship of QST with the theory of Rough Sets RST, which
grants the existence of models for QST formed by rough sets. Some consequences of the given
formalism for the relation of logical consequence are also analysed.
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1. Introduccion

El formalismo l6gico basado en semdnticas no deterministas de Nmatrices, creado
por A. Avron, L. Lev, A. Zamansky (Avron y Konikowska 2004, Avron y Zamansky
2005, Avron y Lev 2005), entre otros, se ha convertido en un activo campo de in-
vestigacion en la actualidad. También ha encontrado aplicaciones en diversas dreas,
tales como ldgicas modales, inteligencia artificial, teoria de autématas, la Teoria de
Rough Sets y las légicas cuanticas (Avron y Konikowska 2004, Jorge y Holik 2020).
Su indeterminismo caracteristico entra en juego a través de la condicién que impone
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a sus valuaciones, las cuales se basan en la nocién de pertenencia con respecto a los
conjuntos de interpretacion de los conectivos del lenguaje. Esto es, las valuaciones
legales deben pertenecer a ciertos conjuntos (asociados con sus conectivos) y, cuando
estos conjuntos no son singuletes, la pertenencia no determina a las valuaciones tan
fuertemente como para que se satisfaga la condicién de veritativo funcionalidad. Es
importante tener en cuenta que los conjuntos utilizados en la formulacién usual son
los del universo de ZF (o ZFC) y, por ello, la pertenencia tiene el comportamiento es-
tandar de dicho formalismo. El objetivo central de este trabajo consiste en explorar las
diferentes posibilidades y problemas que surgen en el formalismo de Nmatrices cuando se
reemplaza la teoria estdndar de conjuntos, ZF o ZFC, por otras teorias no estdndar, tales
como QST (Quaset Theory) (Dalla Chiara y Toraldo di Francia 1993, Dalla Chiara et
al. 1998) o RST (Rough Sets Theory) (Pawlak 1982; 1986; 1987).

Hay que destacar que algunas de las posibilidades y problemas que seran explo-
radas podrian quedar también de manifiesto si utilizaramos una semantica estandar
matricial (determinista) !. Dejando de lado el hecho de que el marco Nmatricial pue-
de ser entendido como una generalizaciéon de las semanticas matriciales, hay dos
razones para elegir trabajar dentro del formalismo de las seméanticas indeterministas
de Nmatrices:

e En trabajos recientes en el area (Jorge y Holik 2019; 2022; 2023), se han estu-
diado las proposiciones asociadas a sistemas cudnticos utilizando un abordaje
basado en semanticas no deterministas Nmatriciales probando, entre otros, el
siguiente resultado: los estados cudnticos pueden ser interpretados como valua-
ciones de una Nmatriz. Es decir, dado un sistema cudantico, todos sus estados
(vistos como medidas de probabilidad) cumplen con las condiciones impuestas
sobre las valuaciones Nmatriciales (para una Nmatriz particular, que podria-
mos llamar Nmatriz cuantica). Por otro lado, esos trabajos también prueban
que todas las valuaciones de esta Nmatriz cudntica satisfacen el teorema de
Gleason (Gleason 1957), por lo cual satisfacen las condiciones de estados co-
mo medida de probabilidad. Por lo tanto, se prueba que es posible conectar a
los estados cudnticos con las valuaciones Nmatriciales. Esto no ocurre con las
valuaciones matriciales deterministas.

e La teoria de quasets fue inspirada originalmente en la teoria cudntica. La mo-
tivacion principal de sus fundadores fue la de dar una semantica apropiada
para los sistemas cuanticos utilizando quasets. Esto significa que la asociacion
quasets-semantica ya tiene una conexién con ciertos aspectos de la interpreta-
cién estandar de la mecanica cuantica. Por lo tanto, el hecho de incorporar el
formalismo de quasets en el corazon de la semantica no determinista de Nma-
trices puede interpretarse como un movimiento natural de exploracion tedrica
en lo que respecta al desarrollo de formalismos légicos y algebraicos inspirados
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en la teoria cuantica.

Por las razones expuestas arriba, en este trabajo, nos enfocaremos en obtener una
version de dicha semantica utilizando QST. Para alcanzar este objetivo, necesitamos
realizar, ademads, varios desarrollos subsidiarios que resultan tener un interés en si
mismos (especialmente, en lo que respecta a la axiomatica de QST). Sin embargo,
es importante no perder de vista que el objetivo principal del trabajo es brindar una
generalizacion de la teoria de Nmatrices utilizando QST como teoria de conjuntos no
estandar.

La propuesta de buscar una matematica no estandar inspirada en las propiedades
de los sistemas cuanticos fue claramente explicitada por Y. Manin, quien planteé que:

Deberiamos considerar la posibilidad de desarrollar un lenguaje completa-
mente nuevo para hablar del infinito. [recordamos que la teoria de conjuntos
es también conocida como ‘teoria de lo infinito’] (...) Me gustaria subrayar
que éste [el concepto de conjunto] es mas bien una extrapolacion de la fisica
de nuestra experiencia diaria, donde podemos distinguir cosas, contarlas, po-
nerlas en algtin orden, etc. La nueva fisica cuantica nos ha mostrado modelos
de entidades con un comportamiento completamente diferente. Incluso los
“conjuntos”de fotones en una caja reflectante, o los electrones de una mues-
tra de niquel son mucho menos cantorianos que el conjunto de los granos
de arena.? En general, una infinidad fisica altamente probabilistica parece
considerablemente mas complicada e interesante que una simple infinidad
de “cosas”(Manin 1976).

En la misma linea, se han desarrollado otras versiones no estandar de la mate-
matica inspiradas en la teoria cudntica, tales como la teoria cuantica de conjuntos
(Takeuti 1981), quasets (QST) (Dalla Chiara and di Francia 1993, Dalla Chiara et
al. 1998, French y Krause 2006) y quasisets (‘gsets’) () (Krause 1992, French y
Krause 2006, Barros et al. 2022). Es importante destacar que, si bien inspirados en la
teoria cudntica, estos desarrollos no necesariamente encuentran aplicaciones o una
interpretacion directa en la fisica. Por ello, este tipo de investigacion, en principio,
pertenece a las esferas de la 16gica y la matematica. Hecha esta salvedad, es importan-
te destacar que quasets y quasisets han sido utilizadas para representar formalmente
las propiedades de sistemas cudnticos en problemas de filosofia de la fisica. En lo que
respecta a este trabajo, si bien su motivacién principal se sittia en el campo de la 16gi-
ca, especificamente, en el desarrollo y estudios de sistemas no clasicos, esbozaremos
las lineas generales de posibles interpretaciones fisicas de nuestro formalismo en la
seccién 3

Nos enfocaremos principalmente en QST, aunque haremos referencia a RST
(Rough Sets) mostrando el vinculo que esta ultima guarda con QST y establecere-
mos también algunos vinculos con 3. Comenzaremos estudiando las implicaciones
que traeria para una semantica Nmatricial el cambiar la teoria de conjuntos ZF por
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otra en la cual exista una tercera posibilidad de pertenencia para los conjuntos. Es
decir, que la pertenencia (€) y la no pertenencia (¢) no agoten todas las posibilida-
des. La teoria QST cumple con tal requisito. Sin embargo, dado que QST es una teoria
axiomadtica de conjuntos (con una copia interna de ZFC), tiene muchas caracteristi-
cas y teoremas que son relevantes para el desarrollo de una semantica Nmatricial
alternativa. El estrecho vinculo mostrado entre QST y Rough Sets (RST) seguira in-
vestigandose en futuros trabajos.

Exploraremos algunos de los problemas que surgen a raiz del cambio en el primi-
tivo de pertenencia. Dado que cambiar dicha relacidn tiene consecuencias en todos
los niveles de la teoria, el cambio puede ser aplicado desde el principio; es decir,
desde la definicién de nimero, relacién, funcidn, etc., o puede ser aplicada en ni-
veles superiores conservando hasta ese punto la pertenencia clasica. Esto es posible
gracias a que QST conserva en su interior una copia de ZFC. Podemos expresar esto
en términos semanticos de la siguiente forma: el cambio puede ser introducido, por
ejemplo, desde el principio, utilizando funciones de interpretacién para los conectivos
que estén definidos sobre quasets. Puede ser introducido también en los conjuntos
de valores de verdad, de forma tal que los viejos conjuntos de valores designados
y no designados sean las gextensiones (definicion de los quasets de valores de
verdad. Finalmente, puede introducirse a nivel de la definicién de consecuencia 18-
gica (secciénf4.2)), con respecto a la preservacion de valores designados (es decir, en
un metanivel). En todos los casos, los quasets utilizados deben ser tales que su gex-
tension coincida con los conjuntos clasicos empleados en las definiciones estandar.
Estudiaremos algunas de estas posibilidades y mostraremos los cambios producidos
a nivel de las inferencias validas del sistema.

Debido a que nuestro trabajo estd estrechamente vinculado con la teoria de qua-
sets (QST) y las semanticas no deterministas de Nmatrices, en la seccién [2| daremos
una presentacion formal de estos sistemas, ademas de mostrar los aspectos basicos
de la teoria de Rough Sets. La relacion entre QST y RST tiene como objetivo mostrar,
por un lado, que la axiomadtica extendida que presentaremos admite modelos y, por
el otro, establecer posibles vinculos entre QST y la vasta gamma de aplicaciones de
RST.

Los resultados principales de este trabajo son presentados en las secciones [3]y[4]
En la seccion 3| se analizan, entre otras cosas, nuevas alternativas para extender la
axiomadtica original de QST (ya que la presentacién original no alcanza para nues-
tros objetivos). Presentamos dos axiomdticas ampliadas, que denotamos por QST y
QS_T+. Se discuten las nociones de quasets complementarios, relaciones entre qua-
sets y, finalmente, se analiza una posible topologia. También la teoria de Rough Sets
(RST) vuelve a ser analizada como alternativa en la seccion En esa subsecciéon
dejamos en evidencia el vinculo que dicha teoria mantiene con QST. Se muestran
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claras similitudes estructurales con QST, sugiriendo que este sistema puede ser re-
levante a la hora de establecer la base para una semantica. Como RST cuenta con
muiltiples aplicaciones, que van desde las légicas de conceptos vagos a los modelos no es-
tdndar, mostrar estas similitudes formales puede ser de interés para futuros desarrollos
e implementaciones de QST.

A pesar de la extension de algunas secciones, el lector no debe perder de vista que
el principal objetivo del trabajo es dar un fundamento sélido a las nuevas valuaciones
Nmatriciales basadas en QST. En la seccic')n analizamos diferentes posibilidades en
lo que respecta a generalizar las definiciones de conjunto de interpretacién para los
conectivos Nmatriciales. Tales generalizaciones coinciden con las definiciones Nmatri-
ciales clésicas cuando los conjuntos considerados son cldsicos. Exploramos también,
en esa seccion, las posibles relaciones de consecuencia légica (y el conjunto de teo-
remas) que se abren como alternativas validas cuando generalizamos los conjuntos.
En la subseccion 4.4 nos adentramos en el terreno de las dificultades que aparecen
a la hora de dar representaciones explicitas (estilo tablas) cuando se cuenta con una
teoria como QST. Mostramos que la informacién que proveen las partes clasicas de
los conjuntos involucrados puede no ser suficientes o sugerir interpretaciones inco-
rrectas. Finalmente, en proponemos algunas posibilidades para generalizar el
sistema de Nmatrices al caso de QST. A modo de cierre, las conclusiones son presen-
tadas junto con algunas propuestas acerca de como continuar en trabajos futuros.

Observacion: hay que prevenir al lector sobre el riesgo de perder la linea
argumentativa principal a lo largo del trabajo. Como remarcamos en la In-
troduccidn, el objetivo que motiva a este trabajo es el de establecer las bases
para una semantica Nmatricial fundada en QST, con la intencién de que tal
sistema pueda ser adaptado para dar una descripcién formal de la cudntica
(al margen, por supuesto, de su interés intrinseco en el drea de la légica).
El problema principal que encontramos, es que la formulacién original de
QST ofrecida por Giuliano Toraldo di Francia y Maria Luisa Dalla Chiara no
contaba con una axiomatica lo suficientemente robusta como para garanti-
zar valuaciones que no sean las cldsicas. Es por esta razén que la primera
tarea fue ampliar la axiomdtica de QST. Dado que esta tarea involucré la
introduccion de un nuevo primitivo (la unién de quasets, LI), consideramos
adecuado decir algo acerca de su caracterizaciéon semantica y su interaccion
con el resto de los primitivos. Esto nos llevé a introducir la seccién [3.3]y a
la discusién presentada en el apéndice [Al No podriamos haber presentado
las Nmatrices en QST directamente, sin antes desarrollar un marco formal
adecuado para nuestros objetivos. Dado que una Nmatriz estd constituida
esencialmente por conjuntos de valores de verdad (designados y no designa-
dos), asi como conjuntos/funciones de interpretacién para cada conectivo y
valuaciones (ademas, por supuesto, de una relacién de consecuencia légica),
fue necesario garantizar primero la existencia de estos objetos en la nueva
axiomdtica. Por otro lado, es importante remarcar que, si bien la seccién[4.4]
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no tiene una relevancia directa en el establecimiento de la base formal nece-
saria para nuestro objetivo, sus contenidos cobran importancia a la hora de
aplicar el aparato formal, como mostramos en el ejemplo de

La dificultad propia de trabajar con un sistema axiomatico no estandar nos
ha obligado a tratar varios topicos diferentes (aunque relacionados), con el
fin de fundamentar la linea principal de investigacién. No es el objetivo de
este trabajo, ni seria posible por cuestiones de extension en el marco de un
articulo, explorar a fondo cada una de estas vertientes (cosa que probable-
mente hagamos en futuros trabajos). Nuestro compromiso radica en brindar
un andlisis minimo de algunas de estas, que sea al mismo tiempo suficiente
para los fines perseguidos. Esto es, asegurar los recursos minimos necesarios
para fundamentar la incorporacién de QST al formalismo de Nmatrices.

2. Conceptos preliminares

El objetivo de esta seccién es presentar los conceptos basicos para comprender las
futuras secciones y los principales desarrollos de este trabajo. Como los sistemas a
relacionar son Teoria de Quasets, Nmatrices y Rough Sets, daremos una introduccién
a cada uno de ellos para que el trabajo sea lo mds autocontenido posible.

2.1. Teoria de quasets QST

En esta parte, presentamos una introduccion a QST. Para el lector interesado, reco-
mendamos (Dalla Chiara y Toraldo di Francia 1993, Dalla Chiara et al. 1998). Luego,
en|3] discutiremos algunas cuestiones de interés, que amplian la obra original y son
necesarias para el objetivo principal de este trabajo: desarrollar un sistema Nmatricial
basado en QST.

QST fue desarrollada por Maria Luisa Dalla Chiara (1938 - ) y Giuliano Toraldo di
Francia (1916 - 2011) y estd inspirada en las propiedades de los sistemas cudnticos.
En particular, en el hecho de que sus colecciones no parecen formar conjuntos como
en las teorias usuales, donde los elementos son siempre distinguibles unos de los
otros. La intencidn de sus autores era capturar esta particularidad de las colecciones
cuanticas a través de un sistema axiomatico y utilizar este sistema para caracterizar
una semdntica formal para ciertos lenguajes cudnticos, algo que, para ellos, no deberia
hacerse en las teorias de conjuntos habituales. Pero, hablando en términos estrictos,
como la ldgica subyacente de QST es la ldgica cldsica de primer orden con identidad,
resulta que los entes de este formalismo siempre pueden distinguirse entre ellos, a
pesar de que, para algunos entes descriptos por la teoria, como electrones (en la
interpretacion pretendida), no tengamos forma epistémica de corroborarlo. Este es
un detalle importante: la l6gica cldsica, y por esto también las teorias de conjuntos
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habituales, son tales que siempre se pueden discernir dos elementos cualesquiera: si
tenemos dos, son diferentes.

El tema de la identidad es singularmente problemdtico cuando se trata con siste-
mas cuanticos, al menos, en la formulacién usual de la teoria®. En uno de sus primeros
trabajos sobre el tema (Dalla Chiara y Toraldo di Francia 1993), uno de sus objeti-
vos, como bien nombramos, era brindar una semantica adecuada para lenguajes que
trataran sobre sistemas cuanticos. Nuestro objetivo es bdsicamente el mismo, aunque
por una via distinta a la de estos autores. En términos estrictos, nuestro abordaje es
mads general, pues trata sistemas formales muy generales que tienen inspiracién en el
sistema de esos autores (la teoria de quasets). Aunque hablemos en general, y desde
un punto de vista légico, quedara claro que los resultados que obtengamos se aplican
también al sistema de quasets. En esta presentacion, no seguiremos la notacién del
trabajo original de Dalla Chiara y Toraldo di Francia, seguiremos una version mas
reciente desarollada en (Dalla Chiara et al. 1998).

La teoria QST cuenta con un lenguaje l6gico de primer orden con igualdad. Su
lenguaje no légico incluye los siguientes conceptos primitivos especificos:

e Un predicado monddico: urobjeto (O).

e Tres predicados binarios: la relacion de pertenencia positiva (€), la pertenen-
cia negativa (&), y la relacién de inclusién (€). Cuando escribimos ‘x € y’,
queremos decir que x ciertamente pertence a y, y si x ¢ y, significa que x
ciertamente no pertenece a y. De ese modo, la negacién —(x € y) dice que es
falso que x ciertamente pertenece a y, lo que (de acuerdo a los axiomas, por
ejemplo por[2.2) no equivale a decir que x ciertamente no pertenece a y.

e Un simbolo funcional unario: el cuasicardinal (gcard).

e Un simbolo funcional binario: la interseccién entre quasets (7).

Definicidon 2.1. Un quaset es algo que no es un urobjeto:
Q(x) :=~0(x)
Axioma 2.1. Todo lo que tiene elementos es un quaset:

Vx Vy (xey—0Q(y))

Axioma 2.2. Si se sabe con certeza que algo no pertenece a un quaset, entonces no
se da que pertenezca con certeza al quaset dado. Sin embargo, la reciproca no es
cierta en general:

VxVy (x€y—-(xey))
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El axioma anterior hace que existan instancias del principio ((x € y)V (x € y))
que sean refutables, y por ello exista la posibilidad de relaciones de pertenencia in-
determinadas, lo que hace que QST tenga cierta relacién con la teoria de los fuzzy
sets (Weidner 1981). Por otra parte, como sugieren los autores de (Dalla Chiara y
Toraldo di Francia 1993), el saber con certeza puede interpretarse como pertenece con
seguridad si uno no quiere sugerir una lectura epistémica. Como es bien sabido, la
mecanica cuantica admite tanto interpretaciones ontoldgicas del principio de incerti-
dumbre de Heisenberg como también interpretaciones epistémicas del mismo (Solé
Bellet 2010, Manero Orozco 2018).

Axioma 2.3. La relacién de inclusién entre quasets (<) es un orden parcial (reflexiva,
antisimétrica y transitiva).

El simbolo C tiene un significado intensional, pero no necesariamente extensio-
nal. x C y se puede leer como “el concepto x implica al concepto y”.

Axioma 2.4. La inclusién de quasets implica la inclusién extensional.
VxVy(x Sy —Vz(zex—z€y)A(z ¢y —2¢x))

Definicidon 2.2 (Pertenencia débil o indeterminada). Sean x un quaset e y un objeto
cualquiera. Decimos que y pertenece débilmente a x, y lo denotamos y € x, si se
cumple que es falso que y pertenece con seguridad a x y también es falso que con
seguridad no pertenece a x, esto es,

@) ye€ x==(yex)A(y &x).

Intuitivamente, y es algo que no estd completamente dentro de x, o no se tiene
absoluta certidumbre de ello, ni tampoco estd completamente fuera de él.

Con la definicion anterior se puede asegurar que la siguiente cldusula de QST es
siempre verdadera:

VxVoy((x e y)V(x € y)V(x ¢y))

Axioma 2.5. Todo quaset tiene una unica gextension, donde la gextension de un qua-
set x, denotada por gext(x), es el Unico quaset que contiene con certeza a todos los
elementos de x y con certeza no contiene a todas las otras entidades:

Vox Aoy Vz ((z€y «—z€x)A (2 ¢y «— (2 € X)))

En la expresién anterior, los cuantificadores V,xP(x) y 3oxR(x) deben ser inter-
pretados como Yx(Q(x) — P(x)) y Ix(Q(x) AR(x)) respectivamente.
El axioma anterior justifica hacer la siguiente definicion:
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Definicion 2.3. (gextension de un quaset)
Vx Vy (y =qext(x) e Vz((z€y «—z€x)A(z &€y « (2 € x))))

Definicidon 2.4. Los conjuntos (clasicos) son los quasets que son idénticos a su gex-
tension.

Axioma 2.6. Existe un quaset que con seguridad no tiene ningun elemento:

oy Vx (x € y)

Podemos definir un predicado monéadico para representar conjuntos cldsicos dentro
de QST. La copia de ZF que QST tiene incorporada viene dada por los todos los quasets
cuya gextension coincide con el propio quaset. Esto es,

Definicion 2.5. Z(x) := x = qext(x).
En QST, la conjuncién (o intersecciéon) entre quasets es un concepto primitivo.
Esto se denota con el simbolo My cumple con lo siguiente:

Axioma 2.7. Mrepresenta la conjuncién débil de quasets. Esta conjuncién débil coin-
cide con la interseccion usual para los conjuntos:

Vox Voy (kMy Sx AxNy Cy)AZ(X)ANZ(y) > xMOy=xNYy))

Lo anterior significa que puede aplicarse un procedimiento de separacion. Observe
que los axiomas no exigen la existencia de quasets propios (que no sean conjuntos)?.
Desde un punto de vista intuitivo, la gextension de un quaset propio no representa
una contrapartida semdantica adecuada para la nocién habitual de extensién. Piense,
por ejemplo, en el hecho de que la gextension de un quaset, con cuasicardinal mayor
que 0, podria ser vacia.

Para toda férmula ¢ de ZF (o ZFC), sea ¢* su correspondiente férmula en QST
relativizada a conjuntos (quasets que coinciden con su gextensién).

Axioma 2.8. Si ¢ es cualquier instancia de un axioma de ZE entonces ¢* es un
axioma de QST.

Axioma 2.9. Todo quaset tiene un cuasicardinal tnico, que es un nimero cardinal
y se observa que la notacién card(y) significa que y es un cardinal, definido el la
‘parte clasica’ de QST.

Vox3ly (card(y) Agcard(x) =y)
Axioma 2.10. El cuasicardinal coincide con el cardinal en el caso de conjuntos:
Vx(Z(x) — gcard(x) = card(x))
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Axioma 2.11. El cuasicardinal de un subquaset es menor o igual que el cuasicardinal
del quaset dado:
VxVy(x €y — qgcard(x) < qcard(y))

Axioma 2.12. El cuasicardinal de un quaset dado es mayor o igual que el cuasicar-
dinal de su gextension:

Vx(gcard(x) = gcard(gext(x)))

De esta manera, concluye la presentacién de la axiomatica original de QST. Por
cuestiones diddcticas, hemos decidido introducir a continuaciéon un nuevo axioma
(que presenta un nuevo simbolo primitivo), que sera clave en el desarrollo posterior.
El siguiente axioma introduce un nuevo conectivo, unién de quasets (L), que per-
tenece al lenguaje no légico ampliado de QST (lo que en la seccién (3| serd llamado
QST™). Tal conectivo no pertenece al lenguaje (no 16gico) original de QST. Esto es, la
axiomatizacién original de QST no cuenta con este nuevo conectivo, ni con un axio-
ma de unién que regule su comportamiento como pasa en ZF o £ (aunque, como ya
vimos, cuenta con el axioma relativizado a conjuntos clasicos). El siguiente axioma
puede ser considerado el dual del axioma de la conjuncién débil de quasets.

Axioma 2.13. Unién de quasets.
VxVy(x SxUy Ay SxUy)AZ(X)ANZ(y) > xUy=xUY))

En la seccidn (3| vincularemos este nuevo conectivo con los demas y establecere-
mos condiciones necesarias para su buen comportamiento.

Observacién: tanto este axioma como el correspondiente a la conjuncién dé-
bil de quasets pueden resultar insuficientes a la hora de realizar algunas
inferencia o probar algunos teoremas. Mientras sean suficiente para garanti-
zar nuestros objetivos semanticos relativos a las Nmatrices (a lo sumo, agre-
gando algunos postulados extras como haremos en[3.I)), los mantendremos
de esta manera. Llegado el caso, pueden ser exploradas otras alternativas
incorporando axiomas mas fuertes o definiciones extras. Dentro de las alter-
nativas a ser exploradas en futuros trabajos, podriamos tener las siguientes:

xNy:={z:7(@¢x)A(z¢y)} ; xUy:={z:(z¢x)V(z &y}

Por supuesto, estos cambios repercutirian directamente sobre todos los re-
sultados a los que arribaremos. Ademas, tanto la uniéon de quasets como su
conjuncién débil dejarian de ser primitivos del nuestro lenguaje, algo que
irfa contra el espiritu de la axiomatizacidén original de Dalla Chiara y Toral-
do di Francia (Dalla Chiara y Toraldo di Francia 1993), pero eso se puede
ciertamente hacer.
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2.2. Rough Sets

Muchas de las propiedades que se analizan en nuestro trabajo, y que caracterizan a
QST, se comprometen principalmente con el nuevo grado de libertad en la pertene-
nica, la pertenencia indeterminada. Presentar otro sistema formal que cuente con esta
propiedad es el objetivo de esta seccion. Esto permitird extender la mayor parte de
los razonamientos mostrados a esta nueva axiomatica, la axiomatica de los Rough
Sets. Por otro lado, en la seccién 3.7} mostraremos algunas similitudes formales en-
tre QST y RST. Con respecto al objetivo central de nuestro trabajo, esta seccién es de
importancia (junto con[3.7) a la hora de garantizar modelos de nuestra axiomatica
extendida.

Seguiremos en esta parte el tratamiento dado en (Pawlak 1982). El lector intere-
sado puede también consultar (Pawlak 1986, Pawlak 1987, Ortowska 1982, Ortowska
1985). Rough Sets es una teorfa que tiene ampliamente desarrolladas aplicaciones
en diferentes dreas, como, por ejemplo, razonamiento del sentido comtin, Machine
Learning, IA, Teoria de la decision y Teoria de la informacidn, entre otros (Pawlak y
Skowron 2007a, Pawlak y Skowron 2007c, Pedrycz et al. 2001, Mahajan et al. 2012,
Peters et al. 2003, Skowron 2005). Ademads tiene ciertos parecidos con la Teoria de
conjuntos difusos, Teoria de la tolerancia y Analisis no estandar. Por lo tanto, relacio-
nar RST con QST y Nmatrices puede ser beneficioso para varias de estas 4reas.”

Sea U cierto conjunto (de ZF) llamado dominio y R una relacion (diadica) de
equivalencia. Llamaremos al par A = (U,R) espacio de aproximacién y a R la rela-
cién de indiscernibilidad en A. Es decir, si (x,y) € R (o xRy) diremos que x e y
son indiscernibles en A. Llamaremos conjuntos elementales o 4tomos a las clases de
equivalencia de R y consideraremos que el conjunto vacio es un conjunto elemental.
Al conjunto de todas las clases de equivalencia en A lo denotaremos como A/R. Toda
union finita de conjuntos elementales en A se llamard conjunto compuesto en A. La
familia de todos los conjuntos compuestos en A se denotard como Com(A). Obvia-
mente Com(A) es un algebra booleana, es decir, la familia de todos los conjuntos
compuestos es cerrada bajo interseccién, unién y complemento de conjuntos y sa-
tisface los axiomas requeridos. Todos los 4tomos pueden ser considerados también
conjuntos compuestos, ya que son la unién de si mismo con el conjunto vacio.

Sea X un subconjunto de U. El menor conjunto compuesto en A, tal que contenga
a X, sera llamado mejor aproximacién superior de X y lo denotaremos por Apr 4(X).
De igual forma, al mayor conjunto en A, que esté contenido en X, lo llamaremos
mejor aproximacion inferior de X y lo denotaremos por % (X). Cuando el contexto
de trabajo, A, quede claro, puede prescindirse del subindice. El borde o perimetro,
Bnd,, queda definido como

©) Bnd,(X) = Apr,(X) —Apr ,(X)
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Observacidn: la nomenclatura que estamos utilizando es la original utilizada
en Pawlak (1982). Cuando se trata de sistemas y procesos de informacion,
suele utilizarse otra notacién (equivalente) que se basa en funciones de in-
discernibilidad (ver Pawlak y Skowron 2007b). Nosotros hemos recurrido a
la nomenclatura mas ortodoxa debido a que es mas afin a nuestros intereses.
Que esté expresada en funcion de las dos pertenencias que ahora definiremos
hace que la relacién con QST sea més transparente.

En Rough Sets, se definen dos conectivos de pertenencia llamados pertenencia
fuerte (€,) y pertenencia débil (€,).

Definiciéon 2.6. Si x € X,X C U, entonces
x €,X siysolosix €Apr (X)
Definicion 2.7. Si x € X,X C U, entonces

X €,X siy sélo si x € Apr(X)

Granulos de conocimiento

Universo de los objetos

La aproximacion superior

La aproximacion inferior

El conjunto

Figura 1: La idea intuitiva de los Rough Sets, figura inspirada en (Suraj 2004).

Estos conectivos de pertenencia pueden relacionarse con los de QST. No hay que
olvidar, por supuesto, que estas dos relaciones recién definidas no son, justamente,
primitivos de la teoria, como es el caso de QST, sino que los hemos definido a partir
del tnico primitivo de pertenencia que tiene ZE De todos modos, mientras estemos
solo con los recursos de Rough Sets, en el interior de su teoria (sin poder mirar fuera)
estas dos pertenencias se comportaran de una manera semejante a las de QST.
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Si x€,X, diremos que x pertenece con certeza a X, o que x seguramente perte-
nece a X. Si, en cambio, x€,X, diremos que x posiblemente pertenezca a X. Como
bien se nombra en (Pawlak 1982), esto permite interpretar las aproximaciones como
contrapartes de necesidad y posibilidad en 16gica modal. Por supuesto, se cumple que

Apr (X)={x€U:x€,X}

Apra(X) ={x €U : x€,X}

De esta forma, se puede desarrollar la teoria en términos de funciones de pertenencia
fuertes y débiles o en términos de aproximaciones. Para la comparaciéon con QST nos
conviene la primera opcién (en (Pawlak 1982), el autor prefiere la segunda opcién
por simplicidad). En la figura[l|se muestran algunos de los conceptos definidos.

Algunas de las propiedades que se verifican son (ver la lista exhaustiva en Pawlak
1982):

(3) Apr(X) C X C Apr(X)

@ Apr(U) =Apr(U)=U

5) Apr(9) =Apr(9) =0

(6) Apr(Apr(X)) =Apr(Apr(X)) =Apr(X)
7) Apr(Apr(X)) = Apr(Apr(X)) = Apr(X)

Donde se ha prescindido del subindice A en todas las expresiones. En Rough Sets
existen ciertas relaciones de igualdad, que, de alguna manera, muestran una semi-
extensionalidad. Alguna de estas vamos a pensarlas en relacién a los quasets.

Definicion 2.8. Igualdades en Rough Sets. Sea A = (U, R) un espacio de aproxima-
ciony X,Y C U.
e Los conjuntos X,Y son aproximadamente iguales inferiormente (roughly bot-
tom-equal) en A, X~,Y, siy s6lo si Apr (X) =AprA(Y).
e Los conjuntos X, Y son aproximadamente iguales superiormente (roughly top-
equal) en A, X ~, Y, siy s6lo si Apr,(X) = Apr,(Y).
e Los conjuntos X,Y son aproximadamente iguales (roughly equal) en A, X ~,
Y, siy soélo si AprA(X) =Apr (Y) yApra(X) =Apr,(Y).
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Por ultimo, estableceremos las relaciones de inclusiéon en RST.
Definicion 2.9. Sea A= (U,R) un espacio de aproximaciony X,Y C U.

e Decimos que X estd aproximadamente incluido en Y inferiormente (X is rough-
ly bottom-included in Y), X C, Y, si Apr (X) cApr (Y).
—~ A —~ A

e Decimos que X estd aproximadamente incluido en Y superiormente (X is
roughly top-included in Y), X C, Y, si Apr(X) C Apr,(Y).

e Decimos que X estd aproximadamente incluido en Y, X § A Y, s AprA(X ) C
@A(Y) y AprA(X) C Apr,(Y).

Se puede corroborar que estas relaciones son de orden entre los conjuntos.
Como caso particular podemos nombrar que se valida la siguiente proposicién.

® SngAY e Y§AX, entonces X ~ Y.

2.3. Semanticas no deterministas

Las matrices multivaluadas no deterministas (Nmatrices) son un campo fructifero
de investigacién en rdpida expansién. Fueron introducidas en (Avron y I. Lev 2005,
Avron y Lev 2005, Avron y Konikowska 2004) y, desde entonces, se han desarrollado
rapidamente como una teoria légica fundamental encontrando numerosas aplicacio-
nes, que van desde la teoria de autématas, hasta la mecénica cuantica, pasando por
varias areas de la ldgica, tales como las légicas modales. La novedad de las Nmatri-
ces consiste en que este formalismo extiende la semdntica algebraica multivaluada
habitual de los sistemas 1dgicos al importar la idea de cdlculos no deterministas, per-
mitiendo que el valor de verdad de una férmula se elija de forma no determinista a
partir de un conjunto dado de opciones. Las Nmatrices han demostrado ser una he-
rramienta poderosa, cuyo uso conserva todas las ventajas de las matrices ordinarias
multivaluadas, al mismo tiempo que es aplicable a una gama mucho mas amplia de
l6gicas (Avron y Zamansky 2005). De hecho, hay muchas légicas no clésicas (propo-
sicionales) que, si bien no tienen matrices caracteristicas finitas de multiples valores,
admiten Nmatrices finitas y, por lo tanto, son decidibles.

2.3.1. Matrices deterministas

En esta seccién seguiremos el enfoque presentado en Avron y Zamansky (2005). En lo
que sigue, L es un lenguaje proposicional y Frm; denota al conjunto de férmulas bien
formadas del lenguaje. Las metavariables ¢, 1),..., recorren L-férmulas, mientras
queT, A,..., se utilizaran para conjuntos de L-formulas. Ademas, todos los conjuntos
son clasicos. El método general estandar para definir la 1égica proposicional se basa
en el uso de matrices deterministas (posiblemente de muchos valores):
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Definicidon 2.10. Una matriz para L es una tupla
P =(V;D;0)
donde

e V es un conjunto no vacio de valores de verdad.

e D (valores designados) es un conjunto propio no vacio de V.

e Para cada conectivo n-ario <) de L, O incluye una funcién de interpretacién
SVt V.

Una valuacion parcial en P es una funcién v, que va de V a un subconjunto # C Frm;
cerrado bajo subférmulas, tal que para cada conectivo n-ario <) de L y para toda
Yi,...,P, €# :, se cumple lo siguiente

(9) V(O(‘Pla---:wn))=5(V(¢1)’---:V(¢n))

Proposicidn 2.1. Analiticidad. Toda valuacidén parcial de una matriz P para L, defi-
nida sobre un conjunto de L-férmulas cerrado bajo subférmulas, puede ser extendida
a una valuacion total en P.

Debido a esta propiedad, cualquier matriz finita P serd decidible.

2.3.2. Matrices no deterministas (Nmatrices)

Ahora pasamos al caso no determinista. La principal diferencia es que, en oposicién
a las matrices deterministas, las no deterministas, dados sus valores de verdad de
entrada, asignan un conjunto de valores posibles (en lugar de uno solo valor).

Definicion 2.11. Una matriz no determinista (Nmatriz) para L es una tupla M =
(V,D,0), donde:
e V es un conjunto no vacio de valores de verdad.

e D e (V) (valores de verdad designados) es un subconjunto propio no vacio
de V.

e Para cada conectivo n-ario < de L, O incluye la correspondiente funcién de
interpretacion

&SVt 2(V)\ {0}

Definicion 2.12. e Una valuacion parcial dinamica en M es una funcién v so-
bre un conjunto cerrado bajo subférmulas # C Frm; a V, tal que para cada
conectivo n-ario <) de L y para toda 1, ...,y, € # se cumple lo siguiente:

VO, - ) € SOV(1), -, ()

Una valuacion parcial en M es llamada valuacién (total) si su dominio es Frm; .
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e Una valuacion (parcial) estatica en M es una valuacion (parcial) dindmica que
satisface ademads el siguiente principio de composicionalidad (o funcionalidad)
(definido en algin # C Frm;): para cada conectivo n-ario <» de L y para cada

Yireo s Y P1re-s0n €W, siv(y;) =v(p;) (i=1,...,n), entonces
V(Q(wla""wn)) = V(Q(@l:""(pn))

Es importante sefialar que las matrices cldsicas (deterministas) corresponden al caso
en que cada SVt (V) es una funcién que toma valores de singletons (singule-
te). En este caso no hay diferencia entre valuaciones estaticas y dindmicas, tenemos
determinismo (funcional).

Para comprender la diferencia entre matrices ordinarias y Nmatrices, recorda-
mos que en el caso determinista, el valor de verdad asignado por una valuacién
v a una férmula compleja se define de la siguiente manera: v( (Y4, ...,9,)) =
<N>(v(1/)1), ...,v(4,))). El valor de verdad asignado a {(vY4, .. ., Y,) estd univocamen-
te determinado por los valores de verdad de sus subférmulas: v(v1),...,v(y,). Sin
embargo, este no es el caso de las Nmatrices: en general, los valores de verdad de
YP1,...,4Y, no determinan univocamente el valor asignado a $(q,...,,), ya que
diferentes valuaciones que tengan los mismos valores de verdad para v, ..., , pue-
den asignar diferentes elementos del conjunto de interpretaciéon <~>(v("¢11), ()
a(q,...,YP,). Por lo tanto, las semanticas no deterministas de Nmatrices no cum-
plen veritativo funcionalidad, en oposicidn a las semdnticas matriciales. En la tabla
(1), se muestran algunas diferencias entre las matrices y las Nmatrices.

Cuadro 1: Matrices deterministas vs Nmatrices.

Matrices deterministas Nmatrices
Conjunto de valores de verdad \Y \Y%
Conjunto de valores designados DcV DcVv
Conectivos < SV vV SVt 2 (V)\ {0}
Valuaciones No dindmicas Posiblemente dindmicas / no estéticas.
Veritativo funcional Si No necesariamente

Ahora, revisaremos las definiciones estindar de consecuencia logica (Avron y
Zamansky 2005).

Definicion 2.13. e Una valuacidn (parcial) v en M satisface una férmulay (v |=
) si (v(¥p) estd definido y) v(v) € D. Decimos que es un modelode T’ (v |=T)
si satisface cada férmula de T'.

e Decimos que v es dindmicamente (estadticamente) védlida en M, en simbolos
|=§4 Y (E; ¥), si v = ¢ para cada valuacién dindmica (estdtica) v en M.
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e Larelacion de consecuencia dinamica (estdtica) inducida por M es definida de
la siguiente manera: T I—g/[ A (T'H), A) si cada modelo dindmico (estatico) v
en M de T satisface algtin ¢ € A.
Obviamente , la relaciéon de consecuencia estdtica incluye a la dindmica, es decir,
I—]”\l/[ CH},- Ademads, para las matrices ordinarias, tenemos que I—ﬁwzl—j‘&.

Proposicién 2.2. Sea M una Nmatriz de dos valores que tiene al menos una opera-
cién no determinista. Entonces no hay una familia finita de matrices ordinarias finitas
E tales que I—]‘f/[ Y sii Fpap.

Proposicidn 2.3. Para cada Nmatriz M (finita), hay una familia (finita) de matrices
ordinarias F, tales que -}, =tp.

Asi, sélo el poder expresivo de la semdantica dindmica basado en Nmatrices es mds
fuerte que el de matrices ordinarias. El siguiente teorema tomado de (Avron y I. Lev
2005) es una generalizacién de la proposicién [2.1] para el caso de las Nmatrices:

Proposicion 2.4. (Analiticidad) Sea M = (V, D,0) una Nmatriz para L, y sea v/ una
valuacién parcial en M. Entonces v’ puede extenderse a una valuacién (total) en M.

3. Discusion e interpretacion de los axiomas de QST.
Ampliando su axiomatica.

Uno de los objetivos de esta parte es discutir algunas cuestiones relativas a la inter-
pretacién de ciertos axiomas. Como los axiomas originales de QST no son suficientes
para nuestros objetivos semanticos, en esta seccién también complementaremos la
axiomadtica con algunos enunciados nuevos. Los sistemas basados en las axiomati-
cas ampliadas serdn denotados por QST y QS_T+. Tanto las conclusiones a las que
arribemos como los temas que dejemos abiertos seran pertinentes para el resto del
trabajo. La bibliografia sobre QST no es extensa, por lo tanto, hay varios temas que,
en base a nuestro conocimiento, no han sido del todo discutidos. La presente discu-
sion no pretende ni ser exhaustiva, ni dejar los temas cerrados definitivamente, sino
focalizar cuestiones de importancia para la implementacion de QST a una semantica
de sistemas cudnticos. Pensamos que lo presentado podria servir de motivacion para
reavivar las cuestiones fundamentales de QST y para que otros autores interesados
continden desarrollando estas lineas. Estableceremos un fuerte vinculo entre QST y
RST y también presentaremos una topologia de cerriabiertos basada en la clausura
de quasets. Los resultados presentados en esta seccién acerca de quasets comple-
mentarios, relaciones y quaset potencia son de fundamental importancia para poder
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desarrollar un marco Nmatricial sustentado en QST, que es el nucleo central del tra-
bajo.

Originalmente, QST fue presentada como una teoria de conjuntos intensional.
Es decir, como una teoria axiomatica de conjuntos donde ni las intensiones deter-
minan univocamente una extension, ni las extensiones determinan de forma univoca
sus intensiones. Su motivacion se debe al comportamiento que presentan los entes
cuanticos, que en determinadas circunstancias, parecieran venir representados por
conjuntos intensionales. Esto estd muy vinculado al problema de la identidad de los
entes cuanticos. Como los entes cuanticos pueden ser considerados entes sin identi-
dad, desafian el principio de Leibniz, la pretension de rotularlos o ponerles nombres
propios (designadores rigidos) pareciera no estar bien fundamentada. Segun Dalla
Chiara y Toraldo Di Francia, como los entes cuanticos son principalmente entes no-
moldgicos, son mejor capturados por las descripciones intensionales (Dalla Chiara y
Toraldo di Francia 1993):

The lack of proper names is due fundamentally to the fact that the objects of
microphysics are nomological. All their characteristics are fixed by physical law
and are identical for objects of one and the same kind. As far as we know today,
one electron is identical to another electron, one proton to another proton, and
50 on.

Como dicen sus autores, la intension de un término siempre determina, al menos
en principio, una extensién para el término, pero al contrario de lo que pasa en la
semadantica standard, esta extension no serd necesariamente unica. Por ejemplo, una
vez estipulada la intensién del término electron, tenemos la posibilidad de reconocer,
por medios tedricos o experimentales, si un sistema fisico dado es una coleccion de
electrones o no; en caso afirmativo, también podemos enumerar todos los estados
cuanticos disponibles en él. De hecho, podemos hacerlo de varias maneras diferentes.
Para ejemplificar, los autores toman el caso del espin. Si consideramos a los electrones
definidos por s =1/2, m=9,1 10728g, ¢ =4,8 107 Ce.s.u.,

we can choose a z-axis and state how many electrons have s, = +1/2 and how
many have s, = —1/2. But we could instead refer to the x-axis, or the y-axis,
or any other direction, obtaining different sets of quantum states, all having
the same cardinality. We thus arrive at a situation, which is usually believed
to be impossible in classical semantics: different extensions can correspond to
one and the same intension. Of course, the reverse situation of one and the
same extension corresponding to different intensions is trivially possible, as in
classical semantics (for instance, instead of giving the mass of a particle, one
could give its rest energy).

Esta particularidad de las colecciones de entes cudnticos de admitir diferentes ex-
tensiones compatibles con una intension dada es una de las principales motivaciones
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de la teoria. Los sistemas de microobjetos presentan un comportamiento irreduci-
blemente intensional: generalmente no determinan extensiones precisas y no son
determinadas por ellas. En consecuencia, una caracteristica basica de QST serd una
fuerte violacion del principio de extensionalidad. Por otro lado, no esta de mas ob-
servar que {Q también presenta cierto grado de no extensionalidad. En (Dalla Chiara
et al. 1998), la teoria 9 (llamada S** es ese articulo) representa una especie de
teoria semiextensional, ya que, en cierto sentido, las colecciones de microobjetos no
estan determinadas por sus elementos. No se puede distinguir un gset dado de otro
gset que se ha obtenido intercambiando los elementos de la coleccién anterior con
“otros” elementos indistinguibles. También en (do Nascimento et al. 2011) se llama
la atencién acerca de la semiextensionalidad de 9 observando que un gsets puede
ser interpretado como una coleccion que se encuentra entre su quasiextension y su
nube, o sea, el gset de los ‘elementos potenciales’ de é1.°

3.1. Cardinalidad en QST

Otro punto de importancia que debe destacarse del ejemplo anterior es la cardinali-
dad. Como para cada contexto, una dada intensién determina una extension diferen-
te, pero con la misma cardinalidad, los autores proponen, como una de sus caracteris-
ticas, que los quasets admitan una cardinalidad determinada. Esto es, a cada quasets
se le asigna un tnico numero cardinal, de forma tal que para el caso clasico, coinci-
da con la asignaci6n en ZF (axioma[2.10). Sin embargo, motivados también por los
sistemas cuanticos, podriamos desear representar colecciones de entes cuanticos sin
numero definido de elementos. Si asi fuera, deberiamos cambiar el axioma de cardi-
nalidad para que estén permitidos quasets sin un cardinal definido. Un ejemplo
relevante en fisica, que tiene aplicaciones en la teoria de la informacién cuantica, es
el de los estados coherentes del campo electromagnético. Estos estados se escriben
como una superposicion coherente estados con diferentes nimeros de fotones:

(10) W) = ayln)
n=0

donde los estados |n) son autoestados del operador niimero de particulas, es decir:
a’aln) = n|n). De acuerdo a la interpretacién estandard, no es posible asignarle un
ndmero de fotones definido de forma consistente previo a la medicién, dado que |¥)
no es autoestado del operador nimero de particulas.

Observacidn: es interesante observar que en la teoria de quasisets 9 ha pa-
sado algo similar. Desde sus primeras axiomatizaciones (Krause 1992) hasta
algunas muy recientes (Krause 2020), las mismas no permitian quasisets
con numero no determinado de elementos. Muy recientemente (Holik et al.

PRINCIPIA 27(3): 539-607 (2023)



558 Juan Pablo Jorge, Federico Holik y Décio Krause

2022), la axiomatica se ha generalizado para admitir la existencia de quasi-
sets sin una cardinalidad definida, con la finalidad de poder modelar sistemas
cudnticos que se encuentren en superposicion de estados con diferentes nu-
mero de ocupacién (ver también Krause 2020). Que algo del estilo no haya
sucedido atin en QST puede deberse a que no se haya publicado tanto mate-
rial sobre esta temadtica. Segtin sus fundadores, Las clases fisicas y los sistemas
compuestos en QM parecen compartir algunas caracteristicas que son caracte-
risticas de las entidades intensionales. Ademds, la relacion entre intensiones y
extensiones se comporta de manera muy diferente a las situaciones semdnti-
cas cldsicas. En general, no se puede decir que una nocién intensional cudntica
determine tunicamente una extension correspondiente (Dalla Chiara y Toraldo
di Francia 1993). Lo que uno podria preguntarse a esta altura es: {por qué
si estas nociones intensionales no determinan sus extensiones, deberian, en
cambio, determinar necesariamente sus cardinalidades? Pensamos que es
igualmente compatible con la esencia de la teoria admitir la existencia de
quasets sin una cardinalidad definida. Estos temas deberdn ser abordados
con mayor detalle en trabajos futuros.

Si no va contra el espiritu original de QST admitir ciertas “colecciones” de entes
cuanticos sin cardinal definido, podemos expresar esta posibilidad en un axioma. Por
supuesto, los axiomas de cardinalidad deben empalmar bien con lo que sabemos de
ZE ya que en QST todos quasets que coinciden con su gextensién forman la copia
interna de los conjuntos cldsicos. Siguiendo lo propuesto en (Holik et al. 2022) para
el caso de 9, proponemos como candidato a reemplazar al axioma (2.9):

Axioma 3.1.
Vox3zy(y = qcard(x)) — Iy(card(y)Ay = qcard(x)A(Z(x) — y = card(x)))

Si el quaset x tiene un cuasicardinal, entonces su (tinico) cuasicardinal es un car-
dinal (definido en la parte cldsica de la teoria) y coincide con el cardinal de x stricto
sensu si x es un conjunto. Como se recordd anteriormente, este axioma no garantiza
que todo quaset tenga un cuasicardinal bien definido. Por supuesto, si se opta por
el nuevo axioma en, reemplazo de los restantes axiomas sobre cuasicardinales
(2.10]2.11] deben ser adaptados de la misma forma.

3.2. Quaset potencia, quaset par y urelementos

Pasemos a analizar ahora el axioma Es curioso que este axioma sea compartido
tanto por £ como por QST (no es el Unico). Es mas, en (Dalla Chiara et al. 1998),
luego de ya haber presentado la teoria £, sus autores presentan este axioma como
el primero de QST explicitando like in S** (recordar que en este articulo se llama
asi a Q). Nosotros queremos destacar que, a pesar de que sintdcticamente ambos
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expresiones coincidan, su significado no es el mismo. Esto se debe a que Q y QST
no comparten exactamente el mismo lenguaje. Veamos un poco mas detalladamente
esto.

En QST, este axioma podria escribirse de forma equivalente como:

Axioma 3.2. (equivalente[2.1))

VxVy(—Q(y) — ~(x € y))
Y por definicién [2.1] esto es equivalente a

YxVy(O(y) — —=(x €y))

Pero a diferencia de lo que pasa en £, en QST esto no es equivalente a

VxVy(O(y) — (x € ¥))

Por lo tanto, el significado que cobra este axioma en cada teoria es diferente. En
] asegura que si algo es un urelemento, entonces ningtin ente puede pertenecer a él.
Pero en QST, este axioma no es tan fuerte. S6lo puede asegurarnos que si algo es un
urelemento, ningln ente puede pertenecerle con certeza. Pero eso no implica que,
por decirlo de alguna manera, tal urelemento esté vacio. Podria darse, por ejemplo,
el siguiente caso:

(11 Ixdy(O(y)Ax € y)

Es decir, que a ciertos urelementos pertenezcan de forma indeterminada o débil al-

gunos entes. No creemos que una situacion asi sea completamente no deseable en

la fisica cudntica; las cosas del mundo, como sabemos, estdn constantemente intercam-

biando entidades cudnticas con otras cosas y con el ambiente. Tiene sentido decir que

alguna cosa pueda ser un elemento en potencia de un quaset o de un urelemento.
También podria darse el siguiente caso,

AxIdy(O(x)AO(¥)Ax € y).

De esta forma, la cadena de pertenencias indeterminadas podria seguir ad infini-
tum. Podria también investigarse si estas particularidades pueden ser de utilidad para
reflejar caracteristicas de los sistemas de particulas virtuales o si repercuten sobre la
buena fundacién de los quasets. Como puede notarse, nosotros no hemos impues-
to un axioma de buena fundacion para quasets. Ademads, desde un punto de vista
matematico, este hecho deja entrar la posibilidad de discutir el sentido de una me-
reologia cudntica, esto es, una légica de las totalidades y de sus partes, adecuada para
tratar situaciones cudnticas. Recomendamos (Krause 2012; 2017) al lector interesa-
do. Como, por el momento, nuestros intereses no vienen por ese lado, dejaremos la
problemadtica abierta para futuras investigaciones.
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Conjunto Potencia

Cuando en las secciones proximas estemos discutiendo los conjuntos de interpreta-
cién para los conectivos Nmatriciales, va a entrar en juego el conjunto potencia del
quaset de valores de verdad, # (V). Por lo tanto, encontramos conveniente decir al-
gunas palabras al respecto, ya que, no s6lo no contamos en la axiomatizacién original
de QST con un axioma de conjunto potencia, sino que el tema no fue practicamente
tratado. Para justificar fisicamente la existencia de subquasets de un dado quaset, en
(Dalla Chiara y Toraldo di Francia 1993), sus autores expresan:

It is intriguing to note that there are even ‘subsets’ inside the ’set’, each one with
its own cardinality. For example, you can say that inside a sodium atom there
are two electrons in the shell Is, two electrons in 2s, six electrons in 2p, one elec-
tron in 3s. Thus there is a sort of isolation procedure. You can state a property
(e.g. having the quantum number f = 1) and you can tell how many electrons
form the ’subset’ having that property (six), even if you cannot distinguish those
electrons from all the others!

Es decir, estaria respaldado fisicamente el uso de ciertos subquasets de estados
cudnticos. Por lo tanto, la existencia de estos subquasets no deberia contradecir la
axiomatica de QST. El inconveniente es que, sélo con lo dicho hasta aqui, si quisié-
ramos independizarnos de la interpretacién fisica (para generalizar, por ejemplo, a
quasets de valores de verdad), no tendriamos garantizada la existencia de todos los
subquasets posibles. Por supuesto, podriamos de forma intensional definir un quasets
que tenga exactamente un electréon de cada orbital (aunque no sepamos distinguir
cual). Como tiene sentido fisico que podamos aislar subconjuntos de entes cuanticos
de una coleccién dada (y recordando la fuerte motivacién cuéntica que tienen las
teorfas 9 y QST), seria légico que podamos incluir en la axiomdtica de QST un axio-
ma que garantice la existencia del conjunto potencia, de la misma forma que se hace
en la teoria de quasisets Q (o ZF). A la hora de definir la valuaciones Nmatriciales
en QST (seccion , serd necesario contar con este axioma. Presentamos un par de
candidatos para cumplir tal propdsito. La conveniencia en su elecciéon dependera de
los propositos que se persigan en el futuro.

Axioma 3.3. Yox3qyVz(—(z € y) «— (2 S x)A(z Cgext(x) —z € y))

Denotaremos al quaset potencia mediante %,(x). Cuando x es un conjunto clasi-
co (x = gext(x)), este axioma prohibe que el quaset potencia admita alementos con
pertenencia indetermindada. Si x = gext(x) e y = 2,(x), entonces (utilizando las
implicaciones del axioma anterior)

g€ y=-(zey)A(z¢y) = (2¢y)=—=>2Cx =gz Cqext(x) =z €
y Y y y q y

PRINCIPIA 27(3): 539-607 (2023)



Un acercamiento a las semdnticas Nmatriciales basadas en QST 561

Por lo tanto, suponer pertenencia indeterminada a y nos compromete con la per-
tetencia con certeza a y. Esto es, no pueden existir elementos con pertenencia in-
determinada al quaset potencia de un conjunto cldsico. Hasta acd, el axioma estd
en concordancia con lo esperado clasicamente. Pero veamos ahora el siguiente caso:
sean x,w dos quasets, tales que no coincidan con sus respectivas gextensiones (es
decir, x y w no son conjuntos cldsicos), pero que cumplan

gext(x)=w.

Donde la barra sobre w denota la clausura del quaset w, ver ecuaciéon (12) y
definicién Por lo tanto, si quisieramos encontrar el conjunto potencia para el
quaset x, por el axioma [3.3] se deberia satisfacer

Va(m(z € y) e ECx)AN(ECW—z€Y))

Debido a que w C w (se sigue de (12))), del axioma se desprende que w € y. Es
decir, el candidato a quaset potencia de x incluye a w (quaset no clasico) dentro de
su gextensién (ya que w € y «— w € gext(y)). Esto significa un apartamiento a
lo esperado clasicamente (gext(y) # 2 (qext(x))). También debemos observar que
este axioma no determina de manera univoca al quaset potencia. Veremos en seguida
que esto no representa un inconveniente serio para nuestros objetivos.

El siguiente axioma pueden considerarse otra alternativa para el quaset potencia.

Axioma 3.4. Vox3qy[Vz(-m(z € y) «— (2 Cx)AZ(x) — y =P (x)]

Donde & denota el conjunto potencia en el sentido de ZE Si x no es un conjunto
clasico, el axioma no determina la gextension del conjunto potencia de mane-
ra univoca. Esto se debe a que no quedan especificado cudles de los subquasets de
x pertenecen con seguridad a y. Lo que significa que, en el caso méas general, no
queda definido el quaset potencia de manera univoca. En lo que respecta a nuestros
objetivos semanticos, esto no generara inconvenientes. Algo similar pasa en £, don-
de tampoco se puede probar que este conjunto sea Unico (ver Krause 2020). Para
aclarar un poco mas esto, y ver qué clase de indefinicién admite el quaset potencia,
analicemos un poco mas el axioma anterior. Como el primero de los conyuntos es
equivalente a z ¢ y «— —(z C x), para cada quaset x, queda absolutamente de-
finido qué entes con seguridad no pertenecen al quaset potencia y. La no unicidad
en el quaset potencia se debe a los entes que tienen pertenencia indeterminada a y,
por los cuales gext(y) no queda univocamente definido. Es decir, si y e y’ son dos
quasets que verifican las condiciones del axioma anterior (dos quasets potencia de
x), entonces so6lo se diferencian en que algunos elementos que tienen pertenencia
indeterminada a uno de ellos pertenece con seguridad al otro (o viceversa). Los ca-
sos extremos serian cuando todos pertenecen con seguridad, por ejemplo, a y, y de
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forma indeterminada a y’. Los siguientes tres axiomas (no pertenecientes a la axio-
matizacién original de QST) nos permitiran, por un lado, caracterizar la no unicidad,
y por otro lado, definir mds quasets legales.

Axioma 3.5. Estandarizacién parcial.
VoxVzdoy(z€ x — (z€ y)A(x S y)Agext(y) =qext(x)U{z} AXx =Yy))

Podemos entender la estandarizacién parcial como un proceso mediante el cual
un elemento que tiene pertenencia indeterminada al quaset original x pasa a perte-
necer con certeza a quaset y, que es una estandarizacion parcial de x. Este proceso
puede ser repetido para cada elemento que tenga pertenencia indeterminada al qua-
set x, culminando cuando se llega a la clausura del quaset. De alguna manera, este
axioma permite generar todos los quasets que se encuentran entre gext(x) y x. Al
proceso inverso, en el cual elementos que tienen pertenencia con certeza a x pasan a
pertenecer indeterminadamente al nuevo quaset y, lo llamamos antiestandarizacion
parcial. Este axioma es el primero en garantizarnos la existencia de quasets que no
sean clasicos.

Axioma 3.6. Antiestandarizacién parcial.
VoxVzdogw(z € x — 2z € wA W C x Agext(x) =qgext(w)U{z} Ax =w)

Axioma 3.7. Clausura. Todo quaset tiene una unica clausura, donde la clausura de
un quaset dado x es el Uinico quaset (y) que con certeza no contiene a todos los
elementos que con certeza no pertenecen a x y con certeza contiene a todas las otras
entidades:

VoxIlyVa((z €y «— 2 € x)A(z € y «— =(z € x)))

Como puede notarse, este axioma es un dual del axioma que permitié definir la gex-
tension de un quaset (2.5). Por lo tanto, estamos en condiciones de presentar la si-
guiente definicién.

Definicion 3.1. Clausura de un quaset. Para cualquier quaset x, definimos su clau-
sura, denotada por X, como el quaset y que cumple lo siguiente:

VaVy(y =x «—=Va((z ¢y «= 2 & x)A(z €y «— (2 £ x))))

Cuando un quaset no queda definido de forma univoca, como observamos, por
ejemplo, en el caso del quaset potencia, la no univocidad se debe a que el quaset pue-
de encontrarse entre su gextension y su clausura. Es decir, queda definido a menos de
esta posibilidad que tiene de variar entre estos dos quaset asociados de forma unica.
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Una posibilidad seria interpretar cada quaset como la coleccién de todos estas posi-
bles variaciones que van desde su gextension hasta su clausura. Una interpretacién
de este estilo a veces es utilizada también Rough Sets (Pawlak y Skowron 2007a).
No necesitamos comprometernos con esta interpretacién, aunque puede ser tenida
en cuenta.

Con lo dicho anteriormente, dado un quasets A%, se cumple:

(12) gext(A) CA? C A1

Puede verse facilmente que si A? es un quaset clasico (Z(A?)), es decir, idéntico a su
gextension, entonces
gext(A?) = Al = Ad.

La ecuacion tiene una consecuencia muy particular. Expresa que los quasets
clasicos (conjuntos) pueden tener incluidos quasets no cldsicos. Esto es consecuen-
cia directa de la inclusién de quasets y la definicién de clausura, que siempre es un
conjunto cldsico. Esta particularidad de los quasets repercute directamente sobre las
diferentes posibilidades a la hora de definir el quaset potencia. También refleja una
diferencia importante de QST con respecto a £, donde los gsets cldsicos no pueden
contener gsets que no sean clasicos.

3.3. Conjuntos complementarios

En esta seccion, discutiremos un tema que también ha sido, segtin nuestro conoci-
miento, muy poco tratado en la literatura: el complemento de un quaset. Pondremos
de manifiesto algunas propiedades llamativas de los quasets complementarios y les
asociaremos una interpretacion fisica en los sistemas cudnticos. En el siguiente apar-
tado nos adentraremos en el tema de las relaciones entre quasets. Como ya se ha
nombrado, ambos temas serdn de importancia a la hora de construir una seméntica
Nmatricial basada en QST. El complemento de un quaset va a ser de importancia a
la hora de definir los conjuntos de valores designados y no designados de nuestra
semantica, aunque no sea estrictamente necesario que estos conjuntos sean comple-
mentarios. Las relaciones van a entrar en juego, como funciones, de las mano de las
valuaciones de nuestro lenguaje. También pueden ser de importancia si uno quisiera
sentar las bases para una semdntica relacional basada en QST.
Para caracterizar al complemento de quasets, presentamos el siguiente axioma:

Axioma 3.8. Sean A? y x quasets, tales que x C A%. El complemento de x relativo a
A1, denotado por x} (prescindiremos del subindice A cuando quede claro el contexto),
queda caracterizado por:

(13) xUxc=A1 A xNx‘=0 A () =x
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(14) (gext(x)) =qext(x)U{y €Al:y e x}

Donde los primitivos My LI son los introducidos en [2.7]y[2.13] Diremos algunas
palabras sobre la unién de quasets para luego adentrarnos en la conjuncion débil.
¢Como debe interpretarse en términos semi-extensionales la unién que aparece en el
axioma ([3.8)? Estd claro que para quasets que coincidan con su gextensién debe coin-
cidir con la unién de ZE También queda claro que la forma en la cual interpretemos
esta operacién repercute directamente sobre nuestra concepcién de quasets comple-
mentarios en QST. Aunque en la formulacién original de QST no exista un axioma de
unidn para quasets, sus autores han analizado indirectamente algunas posibilidades
(ver seccidén 9 de Dalla Chiara y Toraldo di Francia 1993). Al analizar el Principio
de identidad de los indiscernibles de Leibniz (LP) los autores se preguntan ¢Pero cémo
(en determinadas circunstancias) los fermiones pueden comportarse al mismo tiempo
como particulas indistinguibles y leibnizianas? Donde se entiende que las particulas
son leibnizianas si satisfacen LP; es decir, si dos particulas son distintas, existe una
propiedad que las distingue. Intuitivamente, uno podria observar que: si dos electro-
nes (segun LP) se distinguen por al menos una propiedad P, entonces se distinguen
y, por lo tanto, no pueden ser indistinguibles. Esta observacién seria correcta en la
l6gica clasica. Sin embargo, en ldgica cudntica puede suceder que una oracién como
AP(P(a) A —P(b)) sea verdadera, incluso si cualquier eleccién posible de P no satis-
face la féormula P(a) A —P(b). Este analisis nos llevard a sacar algunas conclusiones
relativas a la unién de quasets.

Los autores consideran los dos electrones de un dtomo de Helio en su estado
fundamental. Sean a, b nombres para los dos electrones del dtomo de Helio. P* re-
presenta la propiedad tener espin up (en cierta direccion) y P, tener espin down (en
la misma direccién). La siguiente sentencia es fisicamente verdadera

(P™(a) A=P* (D)) V (P~ (a) A=P~(D)).
Por lo tanto, también es cierta la siguiente instancia de LP:
—(a=b)— 3P (P(a) A—P(D)).

No obstante, el estado de verdad de cada miembro de la disyuncién (P*(a) A—P* (b))
V (P~ (a) A—P~ (b)) esta indeterminado, y esto es véalido para cualquier otra eleccion
posible de B 7

¢Qué nos deja el ejemplo analizado con respecto a la uniéon de quasets? Si to-
mamos el comportamiento de la disyunciéon como guia en nuestra busqueda de pro-
piedades de la unién, podriamos decir que lo anterior justifica que al quaset unién
puedan pertenecer con certeza elementos cuya pertenencia a cada uno de los quasets
originales sea indeterminada. Queremos que nuestra propuesta sea compatible con
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esta opcioén. Si la pertenencia de un elemento es indeterminada a ambos quasets, po-
driamos tener tanto la posibilidad de que la pertenencia a la unién se dé con certeza
como también de forma indeterminada. Por otro lado, mientras cada uno de los dis-
yuntos de la proposicién anterior esta indeterminado, sabemos fisicamente que no
pueden estar determinados ninguno de los conyuntos. Esto es, si (P*(a) A =P*(b))
estd indeterminado, entonces tanto P*(a) como —P*(b) deben estarlo (que uno solo
no esté determinado no tiene sentido fisico). Lo que estara de acuerdo con lo que
plantearemos sobre la conjuncién débil.

Pasemos a reflexionar sobre la conjuncién débil de ([3.8). Una pregunta que po-
driamos hacernos es si aun admitiendo tanto x como x° elementos en comun con
pertenencia indeterminada, no podria ser la conjuncién débil de los mismos vacia.
La conjuncidn débil podria seleccionar el criterio mas débil de pertenencia a los con-
juntos en todos los casos, menos en el que se dé la pertenencia indeterminada a
ambos quasets. Caso en el cual la conjuncién débil podria optar entre la pertenen-
cia indeterminada o la no pertenencia. Por ejemplo, si un elemento perteneciese con
seguridad a A%, pero de forma indeterminada a BY, entonces perteneceria de for-
ma indeterminada a la conjuncién débil. Pero si un elemento perteneciese a ambos
quasets de forma indeterminada, entonces podriamos tener tanto una pertenencia
indeterminada como una no pertenencia a la conjuncién débil.

En conclusién, podriamos tener casos en donde la conjuncién débil de quasets
sea vacia, aun teniendo ambos quasets entes con pertenencia indeterminada en co-
mun, y también podrian existir casos donde a la conjuncién pertenezcan de forma
indeterminada algunos elementos que tengan pertenencia indeterminada a ambos
quasets. En el limite cldsico, ambos casos estarian de acuerdo con lo esperado. Para
nuestros fines, bastaria con que se dé el primer caso al tratarse de complementos de
quasets. Cuando en la seccién [3.7.1] establezcamos una relacién entre QST y Rough
Sets (RST), veremos que este indeterminismo de la interseccién entre rough sets, pa-
ra el caso del tercer valor de pertenencia, es una de sus caracteristicas. Tal propiedad
queda explicitada en la Nmatriz caracteristica de RST dada en la seccién 6 de Avron
y Konikowska (2004). Volveremos a destacar este punto en el apéndice [Al

Sean A? un quaset, que no coincida necesariamente con su gextension, y x € A%.
¢Qué podria decirse acerca de (gext(x)) de (14)? Para el caso cldsico (conjuntos
de ZF), nos gustaria que el complemento de la gextension coincida con la gextension
del complemento. Pero en el caso general, esto no tiene que ser asi necesariamente.
Para el caso clasico, cuando x = gext(x), el segundo quaset de la unién de
es vacio y tenemos que el complemento de la gextension es igual a la gextension del
complemento. Nétese ademas que la union es disjunta (en términos de ). En la
seccion [3.7.1] veremos que la relacién planteada tiene una fuerte similitud con el
comportamiento que los rough sets muestran en relacién con su complemento.
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Utilizando para el caso especial donde x = gext(x), tenemos que
gext(x) L (qgest(x))" = Al
Por[14] podemos escribirlo como
(15) gext(x)Ugext(x)U{y €Al:y e x}=Al
Que por el axioma [2.13] es igual a pedir que
(16) gext(x)Ugext(x)U{y €Al:y e x}=A1

Por otro lado, si aplicamos la condicién (14) a x¢, en vez de a x, y usamos que
(x)¢ = x, tenemos que:

a7 (gext(x)) =gext(x)U{y €Al :y e x}
Utilizando nuevamente la condicidn relativa a la union de (3.8])) obtenemos:
(18) gext(x®)Ugext(x)U{y €Al:ye x}=A1

O equivalentemente

(19) gext(x)Uqgext(x)U{y €Al:ye x}=A1
Comparando y (19),
(20)

gext(x)Ugext(x)U{y €Al:y e x}=qext(x)Uqext(x)U{y €Al:y e x°}

Donde los primeros dos conjuntos de cada miembro de la igualdad son clasicos vy,
ademas, los conjuntos conectados mediante LI son disjuntos (su conjuncién débil (1)
es nula). Llegado este punto, vamos a pedir una condicion extra, que sera expresada
oficialmente antes de terminar esta seccion (condicién vi) de [3.1), Esta condicién
establece que si x, y,w y z son quasets cualesquiera, entonces la siguiente inferencia
es valida:

(xuy=wuz)Alx=w)A(xnNy=OAwnz=0)—y =z
Por lo tanto, reempla_zando en la expresién anterior x por gext(x) U gext(x®), al
quaset y por {y € A% : y € x}, w por gext(x®) U gext(x) y, finalmente, z por
{y € A2:y € x°}, obtenemos

(21) (yeAl:ye x}={ye€Al:yec x}

PRINCIPIA 27(3): 539-607 (2023)



Un acercamiento a las semdnticas Nmatriciales basadas en QST 567

Por la igualdad (20)), considerando que la parte extensional de los quasets involu-
crados es la misma (gext(x)Ugext(x®)), no puede entonces no coincidir su parte no
extensional. Esto estd de acuerdo con la existencia de entes en comun con pertenen-
cia indeterminada a un quaset y a su complemento que nombramos anteriormente.
Si, como acabamos de ver, las partes no extensionales de un quaset y su complemen-
to deben coincidir, entonces el complemento debe quedar definido de forma tnica
por las condiciones presentadas. Esto es, supongamos tener dos complementos, x] y
x5, para un quaset dado x (relativos al mismo quasets A?). Entonces, obtenemos las
siguientes dos expresiones

(22) xUx] =Ad;x Mxi =0;(x])° = x;(gext(x)) =qext(x])U{y €Al:y € x}

(23) xUx; =Ad; x Mg = 0; (x5)° = x;(gext(x))” = gext(x5) U{y €Al:y € x}

De estas condiciones, y aplicando los razonamientos que nos llevaron a (21)), obte-
nemos que

(24) {yeAl:ye x}={yecAi:ye x5}

(25) {yGE:yG_X}Z{yGE:yE_XE}
Por lo tanto,
(26) {yeAl:ye xf}={ycAl:ye x5}

Lo que significa que de existir dos complementos diferentes, los elementos con
pertenencia indeterminada a los mismos deben coincidir. Esto s6lo deja margen para
que los complementos se distingan por su parte extensional, algo que contradice lo
pedido para el caso en el cual los quasets son conjuntos clasicos, donde sabemos que
el complemento es tnico. Es decir, si dos complementos de x no compartieran su
parte extensional, no podrian tener ambos interseccién vacia con x. Por lo tanto, las
condiciones pedidas establecen la unicidad del complemento de quasets. En breve,
para no dejar dudas, explicitaremos detalladamente esto ultimo (razonamiento de

[6la (5.

Observacion: esta particularidad del quaset complemento en QST, de permitir
la existencia de elementos con pertenencia indetermindada tanto a x como
a x¢, va a tener una interpretacion fisica directa. Los sistemas cuanticos que
puedan describirse como superposicion de estados mutuamente excluyentes,
por ejemplo de diferentes proyecciones de espin, van a poder interpretarse
como elementos con pertenencia indeterminada a un cierto quaset y su com-
plemento.
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Puede observarse que si tomamos x = A%, la ecuacion nos dice que (en
el caso mas general) (qgext(A?))° es un quaset no vacio con gextensién vacia. Algo
que habiamos advertido que podia pasar y que estd de acuerdo con la axiomdtica
original. Volvamos a la ecuacién [12| para analizar otras propiedades que de nuestra
propuesta de complemento puedan desprenderse. Analicemos en qué se diferencian
los siguientes complementos: el complemento de la gextensién de un quaset A?, el
complemento de A? y el complemento de su clausura. Sea un quasets x, tal que:

gext(x) Cx Cx CAL

Por el momento, supongamos que el quasets A? es genérico.
Aplicando las ecuaciones a gext(x), tenemos que

27 gext(x) U (gext(x)) =Ad
(28) gext(x)M(gext(x)) =0
(29) ((gext(x)))* = qext(x)

Si ahora aplicamos la condicién[14] reemplazando el quaset x por gext(x):

(B0)  (gext(gext(x))) =qext((gext(x)))U{y €Al:y € gext(x)}

Como la gextension de la gextension de un quaset es igual a su gextension, podemos
simplificar el miembro izquierdo de la igualdad. Por otro lado, como gext(x) no
admite elementos con pertenencia indeterminada, el quaset derecho de la unién en
el miembro derecho es vacio. Por lo tanto, tenemos que

(D (gext(x))” = qext((gext(x)))

De esta ultima expresion se puede inferir que (gext(x))° es un conjunto clasico.
Esto es, no puede admitir elementos con pertenencia indeterminada, ya que es igual a
su propia gextension. Esto viene en total concordancia con lo deducido anteriormente:
el quasets de elementos con pertenencia indeterminada debe ser comun tanto al quaset
original como a su complemento. Reemplazando [31|en[27] obtenemos

(32) gext(x)Uqgext((gext(x))) =Ad

Si usamos el hecho de que U coincide con la unién clésica para el caso de con-
juntos, lo anterior es equivalente a

(33) gext(x)Ugext((gext(x))) =Ad
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Si ahora plicaremos los mismos razonamientos al quaset X,

34) XU ((x)° =A1
(35) XN(x) =0
(36) () =x

Aplicando la condicién ax:
(37) (qext(xX)) = qext((X))U{y €Al:y € X}

Como gext(x) =Xy el quaset derecho de la unién es vacio, tenemos que
(38) (%) = gext((x))

Lo que permite concluir que también ()¢ es un conjunto cldsico. Reemplazando
(38) en (34,

(39 X Uqgext(x) =A1
O equivalentemente
(40) X Ugext(x®) =Ad

Comparando ahora (38]) con (31)) puede verse que: por ser tanto X° como gext(x)*
conjuntos clasicos, tales que gext(x) C X,

gext(x°) = X° C (qext(x)) = gext((gext(x))°)

Veamos ahora qué pasa cuando aplicamos idénticos razonamientos al quaset x.

(41) x U x¢=A1
(42) xMNx‘=40
(43) (x)Y =x

Aplicando la condicién (14) a x:
(44) (gext(x)) =qext(x)U{y €Al:y e x}
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Si comparamos esta ultima expresion con (31)), obtenemos
(45) gext(x)U{y €Al:y e x}=qext((gext(x)))

Lo que pone en evidencia la relaciéon que existe entre la unién de quasets y la
estandarizacion de quaset. Las dos gextensiones involucradas en la igualdad anterior
admiten sélo pertenencias determinadas. Sin embargo, el quaset derecho de la unién
tiene los elementos que pertenecen de forma indeterminada al quaset x. ¢éQué pa-
sa con esos elementos que pertenecen de forma indeterminada? En este caso (caso
union entre conjuntos cldsico y quaset) la unidn los estd transformando en elementos
que tienen pertenencia determinada. Esto es, la union de quasets, en determinadas
circunstancias, puede cumplir el rol de estandarizar quasets.

Por ultimo, antes de terminar esta seccidén, volvamos a terminar el analisis rela-
tivo al supuesto caso de tener dos complementos distintos para un quaset dado. En
(26) vimos que un quaset y su complemento deben compartir los elementos con per-
tenencia indeterminada. Detallaremos ahora el comportamiento de sus gextensiones
para concluir que el complemento de un quaset queda determinado de forma tnica
por las condiciones impuestas. Volviendo a las ecuaciones (22)), y aplicando la
condicién relativa a la interseccién de complementos a gext(x), tenemos

(46) gext(x$) M (gext(x5)) =0

Si aplicamos (31 para el caso x = xj, obtenemos que ambos conjuntos son
clasicos. Por lo tanto, nos queda que

47) gext(x7) N ((gext(x]))) =0
Razonando de manera idéntica para x:
(48) gext(x;) N ((gext(x5))) =0

Aplicando la condicién (14) a cada uno de las expresiones de la derecha de la
interseccion en las tultimas dos ecuaciones:

(49) gext(x7) N[gext((x])Iu{y EAl:y€” x7}]1=0

(50) gext(xs) N [gext((x5))u{y EAl:y€ x5}]=10
Aplicando que (x])° = (x5)° = x, ademads del resultado ya probado
{yeAl:ye x{}={ycAl:ye x5},
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podemos escribir las dos ecuaciones anteriores como

(51) gext(x])Ngext(x)U{y €EAl:y€e” x7}1=10

(52) gext(xs) Ngext(x)U{y €EAl:y€e” x7}1=10

Nétese que la interseccién que aparece es la cldsica, porque ya hemos probado que
las expresiones entre corchetes no admiten pertenencia indeterminada.

Ahora repetiremos el mismo procedimiento, pero partiendo de la condicién del
complemento relativa a la unién, esto es, repoduciendo el mismo razonamiento a
partir de gext(x7) L ((gext(x$))°) = Al (en vez de gext(x$)M((gext(x5))) =0):

(53) gext(x]) U (gext(x]))* = Al

(54) gext(xs) U (gext(x5))° = Al

Note que, al usar la unién U, ya hemos utilizado la informaciéon de que cada uno
de los conjuntos es clasico. Aplicando la condicién (14)) a cada uno de las expresiones
de la derecha de la unién en las dltimas dos ecuaciones:

(55) gext(x])U[gext((x]))u{y €EAl:y€e xi}]:E

(56) gext(xs) U[gext((x5))U{y EAl:y€” x5)}] =Ad
Usando que (x{)° = (x5)° = x y que

{yeAl:ye x\)}={ycAl:yec x;)}
(57) gext(x])U[gext(x)U{y EAl:y€e x7)}] =Al

(58) gext(xs)U[gext(x)U{y EAl:y€e x7)}] = Al

Usando la parte cldsica de QST, a partir de (51)),(52)), y puede deducirse
que

(59) gext(x]) = qext(xs)

Con lo cual, de existir dos complementos distintos, no pueden diferir en su parte
extensional. Y como ya mostramos que deben compartir sus elementos con pertenen-
cia indeterminada, entonces no pueden diferir en absoluto. Por lo tanto, el comple-
mento debe ser tinico.
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3.4. Relaciones

A la hora de establecer las bases formales de una semdantica basada en QST, vamos
a precisar que esté garantizada la existencia de relaciones y funciones. Pero en su
formulacién original, QST no cuenta con un axioma de par, que permita fundamen-
tar las relaciones entre quasets. Por lo tanto, en esta seccidn, presentamos algunas
alternativas en esta direccién, de forma tal de que el objetivo principal del trabajo
quede fundamentado de forma adecuada.

Por poner un ejemplo, no queda claro como definir de forma conveniente el pro-
ducto A? x Al. Note que, al margen del axioma de par, una definicion del estilo

(60) Al xAl={(x,y): x €Al Ny €A1}

seria del todo obsoleta, ya que, debido a que x € A1 «— x € gext(A?), se tendria
que

(61) ATxAl={(x,y):x€AlAyecAl}=
{(x,y): x eqgext(AT) Ay € gext(A?)} = gext(A?) x gext(AT)

Colapsando el producto de quasets en un conjunto extensional cldsico. Se presentan,
en principio, diferentes caminos a ser explorados. Debido a que mds adelante vamos
a mostrar una fuerte relacion entre QST y RST, una alternativa podria ser seguir los
pasos que permiten definir las relaciones en ésta tultima (Pawlak 1986). Por otro lado,
si uno definiese el producto de quasets como

(62) AT x BT ={(x,y): ~(x gAT) A~(y € BT)},

coincidiria con lo deseado cuando se trate con conjuntos de ZE pero permitiria que
los elementos con pertenencia débil o indeterminada entren en juego para el caso
general. Esto es, el producto asi definido ya no colapsaria en un conjunto clésico.
Ademas, de considerarlo necesario, podria imponerse la siguiente restriccion:

(63) gext(A? x BY) = gext(A?) x gext(B?)

Segtin lo anterior, el dominio de una relacion 2 C A? x B? estaria formado por
todos los x, tales que —(x ¢ A?). Por supuesto, sin un axioma del estilo par, no ten-
driamos garantizada la existencia de tal quaset para el caso general. Por esta razén
proponemos el siguiente axioma, que extiende la axiomatica original de QST:

Axioma 3.9. Yx Vy dgoz ((x €2)A-(y €2))
Analicemos brevemente este axioma. Nos dice que para cuales quiera dos entes
X e y, sean quasets o urelementos, existe un quaset z para el cual se cumple que
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cada uno o bien pertenece con seguridad al quaset z o bien tiene pertenencia inde-
terminada. No exige que tal quaset sea tnico ni tampoco explicita nada acerca de su
gextension. Si tanto x como y perteneciesen con certeza al quaset, seria de esperar
que su quasi-cardinalidad fuera mayor o igual que 2. Pero ambos podrian tener per-
tenencia indeterminada a z (junto con otros elementos). Denotaremos por {x, y}, un
quaset que satisface el axioma anterior y cuya gextensién tiene a lo sumo a x, y. Lo
que no implica x € {x, y}4, ni y € {x,y}4, ya que ambos podrian tener pertenencia
indeterminada. Pero si implica que si x’ # x y x’ # y, entonces —(x’ € {x, y}4). El
subindice A es debido a que vamos a relativizar el par no ordenado a un conjunto
clasico A, tal que tanto los elementos que pertenezcan con certeza al par como los que
pertenezcan de forma indeterminada al mismo sean elementos de A (si A no fuera
clasico, podriamos trabajar con su clausura). Por lo tanto, tendremos que {x,y}, CA
y gext(A) = A. Esto lo hacemos con el fin de tener un poco mas de control sobre los
elementos que pueden pertenecer de forma indeterminada. En (Krause 2020), puede
verse un tratamiento similar para el caso de los pares no ordenados de £. Por otro
lado, el conjunto A que tenemos como fuente de donde tomamos elementos puede
relacionarse directamente con lo que en la seccién 3 de (do Nascimento et al. 2011)
se denomina la nube (cloud) del gset. Este concepto de £ puede ser clave a la hora
de establecer un vinculo importante entre QST y 9. En vista de lo nombrado més
arriba acerca de la clausura de un quaset, podemos afirmar:

(64) QCXt({X,y}A)g {x:y}Ag {X,Y}AQA

Definicion 3.2. Par ordenado.

(%, ¥)a = {x}a 2, yal o (2 (a))

Donde el quaset potencia es el discutido en (0]3.3). Ahora podemos introdu-
cir el producto cartesiano de dos quasets. Una vez mds, debemos recordar que sdélo
tratamos con pares ordenados en relacién con algtin quaset dado.

Definicion 3.3. Producto cartesiano.
uxv:={(x,y)am € 2@ L)) : 7(x gu) A\~(y ¢ v)}

De esta manera, decimos que el quaset # es una qrelacion entre los quasets A? y B4
si

(65) R CA, % B,
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Definicion 3.4. Quafuncién. Decimos que f es una gfuncidn (o quafuncién) entre A?
y B4 si f es una qrelacién entre estos conjuntos, tal que

Vx dy (~(x €Al — =y €BY)) A
Vx Vy [((e, y) EfIAN((x,2) & f) — y =2)]

En algunos casos, podria necesitarse que la funcién relacione elementos de pertenen-
cia indeterminada con otros elementos de pertenencia indeterminada. Nosotros por
ahora vamos a imponer una restriccién un poco mas débil:

(66) gext(A? x BY) = gext(A?) x gext(B?)

Como un elemento pertenece a un quasets si y sélo si pertenece a su gextension,
la condicién anterior asegura que (x,y) € AT xB1 «— x € AT Ay € Bi. Por lo
tanto, si x o y tienen pertenencia indeterminada a su respectivo quaset, entonces
el par ordenado no podra pertenecer con certeza a la grelaciéon (o gfuncién). Esto
es, no pertenecera al la gextension de la misma. Nuestra definicién también permite
establecer relaciones y funciones entre conjuntos estandar (ZF) y quasets. Veamos
esto un con un ejemplo.

Sean {1,—1} un conjunto clésico y {x, y}, un quaset par no ordenado relativi-
zado a cierto conjunto clasico A, tal que se cumpla: x € {x,y}a ey € {x,¥}a
es decir, gext({x, y},) = 0. Nuestra definicién de gfuncién permite la existencia de
f{1,—1} > {x,y}s, talque (1,x), € f ¥ (1,y)a € f.Lo que significa que ambos
pares ordenados pertenecen de forma indeterminada a la relaciéon. Como uno de los
conjuntos involucrados en la funcién tiene gextensién vacia, por la restriccion esta-
blecida sobre su gextension (66]), sabemos que la relacién debe tener una gextension
vacia. Lo que significa que los otros pares involucrados, (—1,x), v (—1, )4, deben
pertenecer (a lo sumo) de forma indeterminada a f. Si identificamos el conjunto
clasico con las proyecciones de espin a lo largo de un eje y el quaset con los elec-
trones del atomo de Helio, la funcién recién establecida representa la superposicion
de estados de ambos electrones en sus proyecciones de espin. Lo que se vincula con
la imposibilidad de saber antes de una medicién qué electron esta con espin hacia
arriba y qué electrdn tiene proyeccién hacia abajo. Por ser una funcidn, una vez que
se establece la proyeccidn de uno de los electrones, queda establecida univocamente
la otra proyeccién. Lo que hace que la funcién después de la medicién se transfor-
me en uno de las posibilidades que se encuentran entre su gextension y su clausura.
Esto estd de acuerdo con lo discutido (en el marco del axioma de unién de quasets
) sobre las proyecciones Pt y P~ Lo anterior nos lleva a reflexionar acerca de
la relacién que podria existir entre, por un lado, la indeterminacién que los quasets
tienen entre su gextension y clausura, y por el otro, la superposicién y la medicion
cudntica.
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Una tltima observacién antes de dar por concluida esta seccidn. La indetermina-
cién permitida por las funciones entre quasets, como la que acabamos de ver, tiene un
cierto parecido con la indeterminacién semdntica permitida por las Nmatrices, que
presentaremos en la seccién La diferencia principal radica en que la Nmatrices
estan basadas originalmente en conjuntos de ZF y logran su indeterminismo a través
de un aparato formal que permite a las valuaciones no ser homomorfismos, mientras
que en el caso de QST (o Q) la indeterminacién es inherente a la propia teoria de
conjuntos. Esto permite que la indeterminacién se incorpore desde un principio sin
necesidad de un formalismo semdntico especial. Podemos incorporar el indetermi-
nismo desde el comienzo si elegimos teorias como QST o £ (o RST) como base de
nuestra semdntica. Una idea similar se encuentra en la motivacién principal por la
cual £ es incorporada desde el principio para generar los espacios de Fock en (Holik
et al. 2020).

3.5. Ampliando la axiomatica de QST

Ya tenemos los recursos necesarias para fundamentar una semdntica de Nmatrices
utilizando quasets. Esta seccidn finaliza nuestros esfuerzos con respecto a QST. Por
supuesto, queda atin una cantidad importante de cosas por establecer respecto a los
quasets. Posiblemente podamos seguir desarrollando esta linea en préximos trabajos.
Definiremos dos nuevas teorias de quasets, QST y QS_T+, como extensiones alter-
nativas de la axiomatica original de QST, con el objetivo de basar el sisterna semdntico
de Nmatrices en alguno de estos sistemas (seccion .

QST+

El lenguaje de QST ™ es el lenguaje original de QST expandido con un simbolo primi-
tivo de unidn de quasets (LI). Todos los axiomas de QST forman parte de los axiomas
de QST™, pero éste cuenta con axiomas extras como los axiomas de cardinal genera-
lizado (que reemplaza al axioma[2.9), unién de quasets (2.13), par no ordenado
(3.9), quaset potencia 0[3.4), clausura (3:1)). Ademas se considera que condi-
ciones como la relativa al complemento y la que determina la gextension del
producto cartesiano forman parte de la teoria.
Por lo tanto, tenemos que:

Lenguaje de QST* = Lenguaje de QST + {L}

Axiomas de QST™ =

Axiomas de QST + {Card generalizado, Union, Par, Potencia, Clausura}
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Los axiomas extras (3.5) (estandarizacion parcial) y (antiestandarizacién par-
cial) permiten tener acceso a mas quasets, que podrian ser de utilidad en algin mo-
mento para objetivos que vayan mds alld de los semdnticos. Por este motivo los vamos
a incluir como alternativa en lo que llamaremos QS_T+.

QST
Lenguaje de QS T = Lenguaje de QST™

Axiomas de QS T =

Axiomas de QST + {Estandarizacién parcial, Antiestandarizacién parcial}

Hay que recordar que tuvimos que establecer estos sistemas alternativos, que
extienden QST, debido a que la axiomdtica original de quasets no aseguraba, entre
otros, la existencia de las relaciones y funciones necesarias para la semdntica Nmatricial
en quasets. Las extensiones propuestas aseguran estos recursos. Por lo tanto, seran la
base metamatematica de nuestras nuevas Nmatrices.

3.6. Topologia de cerriabiertos (cloped)

Vamos ahora a imponer ciertas cldusulas que vinculan los primitivos I, LI con la clau-
sura y gextension de quasets. Las mismas seran necesarias para que poder establecer
una topologia dentro de QST™. Por otro lado, la imposicién de estas restricciones aco-
ta la “cantidad”de modelos de nuestro sistema formal. Una de ellas ya fue presentada
y utilizada en la subseccién destinada al complemento de quasets (condicién iv). En
este trabajo, nos comprometemos con las versiones débiles, las versiones fuertes se-
ran analizadas en futuras aplicaciones. La importancia de este apartado con respecto
a la linea principal del trabajo, radica en su funcién a la hora de relacionar QST con
RST. Esta relaciéon muestra la existencia de modelos para nuestra axiomatica exten-
dida. Sin embargo, el lector podra entender la definicién de Nmatriz en QST
sin necesidad de la topologia presentada.

Proposicion 3.1. En todos los casos, x, y, w,z representan quasets genéricos no va-
cios.

1. i) (Version débil) xCy=xUy =Y.

2. ) (Version fuerte) x Cy —=xUy =Yy

3. ii) (Versién débil) X Cx Uy

4. ii’) (Versién fuerte) x Cx Uy
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iii) (Version débil) x Uy Cx Uy

iii") (Version fuerte) (x Cy)A(wCz)=>xUwCylUz

iv) (Version débil) x € y = qext(x M y) =qext(x)

iv) (Version fuerte) x €y = x My = qext(x)

v) (Version débil) x My CSxnNy

10. V) (Versién fuerte) (x Cy)A(wCz)=>xNMwC ynNz

11. vi) (xUy =wUz)A(x=w)A(xNy=0DA(wnNz=0)—y =2
12. vii) (Versién débil) gext(x) Ngext(y) S xMy

13. vii’) (Versién fuerte) (x Cy)A(wCz)=>xNwC yNz

© P N o u

Con las condiciones anteriores impuestas sobre la clausura (definicién [3.1)), po-
demos ver que esta operacion cumple las condiciones correspondientes al operador
de consecuencia en un espacio de Tarski (se recomienda seccién 4 de (do Nascimento
et al. 2011).

Definicién 3.5. Un espacio de Tarski es un par 7 = (E ,()), donde E es un conjunto
novacioy () : #Z(E) — #Z(E), una funcién que cumple:

1. A=A

2. AUBCAUB
3. ANBCANB
4. AUB=AUB
5. ANB=AnNB

Antes de comenzar a analizar las condiciones anteriores, mostraremos la mono-
tonia de la clausura con respecto a la inclusién de quasets, ya que usaremos esta
propiedad en las pruebas. Es decir, tenemos que mostrar que A C B => A C B. Usan-
do la condicién ii) de

ACAUB
Y utilizando la condicién i) de la misma seccién, tenemos que si A C B:

ACAUBCB

De lo anterior, se obtiene que si A C B, entonces A C B.

Pasemos ahora al analisis de las condiciones 1-5. Es inmediato ver que se cumple
la condicién 1, ya que A es un conjunto clasico para todo A, y esto significa que
coincide con su clausura (y su gextensién). La condicion 5 también se cumple de
forma directa. Tanto A como B son conjuntos clasicos, es decir, Z(A), Z(B), entonces
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AMB = ANnB. Donde hemos utilizado que para conjuntos clasicos, la conjuncién débil
de quasets coincide con la interseccién de ZE De esto ultimo se ve que AN B es un
conjunto clasico. Es decir, coincide con su clausura. Por lo tanto, ANB =AMNB =AnNB.
Para ver que se cumple la condicién 4, separemos la igualdad en una doble inclusion.
Esto es, primero probaremos que se cumple ALI B C ALl B. Por condicién iii), ALB C
ALB. Como acabamos de mostrar que la clausura preserva las relaciones de inclusién,

obtenemos ALIB C ALIB. Para probar el otro sentido de la inclusién, notemos que
Z(A)y Z(B) implica que ALIB = AUB, esto es, Z(ALB). Por lo tanto, ALIB = ALIB. Si
usamos en esta ultima expresion la condicién 2, que ahora probaremos, lo anterior

implica que ALIB =ALIB C AL B. Lo que prueba la inclusién buscada. Por supuesto,
lo anterior depende de que tengamos una prueba independiente para la condicién 2.
Veamos esta condicion. Por definicién de unién de quasets, A € ALl B. Aplicando la
monotonia de la clusura, obtenemos A C ALl B. Procediendo de la misma forma para
B, B € ALIB. Por lo tanto, de las dos condiciones anteriores obtenemos lo deseado
(utilizando iii)), AUB € AL B. Por tltimo, veamos que se cumple la condicién 3. Por

vi), ANB € ANB = ANB. Por monotonia de la clausura, AMTB CAMB.Y aplicando la
condicién 5 ya probada, se tiene que ATTB € AMB = AMB. Lo que termina la prueba.

Definicién 3.6. Un espacio topoldgico es una dupla (E,G), tal que E es un quaset
no vacio y () es una funcién que va del conjunto potencia de E en si mismo, () :
P(E) —» P (E), que cumple:

c

BT
Y

A W N -
ISTERS

ClIn
= ™

Il

|

-

|

La clasura de un quaset valida automaticamente (por definicién) la primera condi-
cién. Como la clausura de todo quaset es un conjunto de Zermelo-Fraenkel, coincide

con su gextensién y clausura. Por lo tanto, A = A. Lo que produce que se satisfaga
la segunda condicién. La ultima también se cumple de forma automadtica debido a
la definicién de clausura. Veamos la tercera condicion. Debemos probar una sola de
las inclusiones, una de ellas ya la probamos en el item 2 de la definicién de espa-
cio de Tarski. Probemos que ALIB € ALl B. Al iniciar la seccién, probamos la cuarta
condicidén de la clausura como operador de consecuencia (definicién [3.5), vimos que
AUB = AL B. Por lo tanto, ALIB € AL B. Pero el segundo miembro de la inclusién
es un conjunto clasico, ya que Z(A), Z(B), implica que ALIB = AUB, esto es, Z(ALIB).
Por lo tanto, ALIB = ALI B. Obteniendo ALIB C ALIB como se deseaba probar. Por
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lo tanto, nuestra funcidn clausura puede verse como una operacion que define una
topologia dentro de subconjuntos de quasets.

Definicién 3.7. Sea 7 = (E,( )) un espacio de Tarski y A C E. Decimos que el quaset
A es cerrado en nuestro espacio cuando A = Ay es abierto cuando su complemento
relativo a E, A®, es cerrado.

Con esta definicion, los quasets que coincidan con su clausura (y por lo tanto con
su gextensién) seran al mismo tiempo cerrados y abiertos de nuestro espacio. Es decir,
los conjuntos clasicos formaran una base de cerriabiertos (cloped) de nuestra topolo-
gia en QST. Para ver que todos los conjuntos cldsicos también son abiertos, debemos
recordar que por (21)), los elementos con pertenencia indeterminada a A? coinciden
con los de pertenencia indeterminada a su complemento, (A?)°. Por lo tanto, si un
quaset no tienen elementos con pertenencia indeterminada, es decir, es cldsico, su
complemento tampoco puede tenerlos. Lo que significa que su complemento tam-
bién es clésico, es decir, coincide con su clausura, y por lo tanto es cerrado. Esto
muestra que todo conjunto clasico es abierto. En la seccion 4 de (do Nascimento et
al. 2011), se definen los cerrados para una topologia en £, utilizando el concepto de
nube, y los conjuntos clasicos también son cerrados. En ambas teorias los conjuntos
de ZF son cerrados para las topologias definidas. La principal diferencia radica en
que £ cuenta con mas cerrados que conjuntos clasicos.

Sillamamos % al conjunto de los cerrados de un quasets E y denotamos mediante
1y 0 alos quasets E y @, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2. La estructura (¢,MM,U,0,1) es un reticulo distributivo

La prueba se deriva directamente de la definiciones[2.13]y[2.7] ya que todos los
quasets cerrados son conjuntos clasicos para los cuales My U coinciden con Ny U. Si
E no llegara a coincidir con su clausura, podrian considerarse todos los cerrados de
E, en vez de los de E.

3.7. Relacion entre RST y QST*

Presentaremos ahora algunas relaciones entre QST y RST. Hasta donde llega nuestro
conocimiento, la conexidn entre ambas teorias no ha sido objeto de estudio. Vincular
ambas teorias puede ser de interés a la hora de encontrar modelos para QST y aplica-
ciones a diferentes dominios, ya que Rough Sets cuenta con una gama muy amplia de
aplicaciones. La teoria de Rough Sets (RST) estd desarrollada dentro de la axioma-
tica de ZE por lo cual puede entenderse como una teoria semi-extensional. Veremos
que las similitudes formales entre ambas teorias pueden sugerir ideas interesantes a
la hora de su representacion. Tenemos la esperanza de que estos paralelismos ayu-
den a que QST entre en relacion con algunas de las tantas areas que se vincula RST.
Ademas, las relaciones establecidas mostraran que RST es un posible modelo de QST.
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3.7.1. Estableciendo relaciones basicas

Para comenzar a vincular estas teorias, vamos a centrar nuestra atencion en la simili-
tud que muestran sus relaciones de pertenencia. Esta serd nuestra gufa para comenzar
a establecer vinculos. La caracteristica principal que muestra QST con respecto a sus
primitivos de pertenencia es la existencia de elementos con pertenencia indetermi-
nada, esto es, la existencia de quasets x, y, tales que

(xey)A-(x&y).

Por otro lado, es facil corroborar, segtin las definiciones dadas, que en Rough Sets
también existen x, y, tales que (suponemos que la relacién (o relaciones) de indis-
cernibilidad se encuentra ya dada)

(x €,¥) A (x Exy).

O equivalentemente _
(x €4¥) A(x €aY).

Lo que nos sugiere interpretar el conectivo de QST de pertenencia con certeza, €,
como la pertenencia con seguridad de RST, €,. Y el conectivo con seguridad no per-
tenece, ¢, como la negacién del posiblemente pertenezca de RST, es decir, como —€,
(o equivalentemente, &,). De esta manera, los andlogos a los elementos que perte-
necen de forma indeterminada a un conjunto en QST pasan a ser los elementos que
pertenecen al borde (Bnd) del conjunto.

(67)  Bnd(X) =Apr,(X)—Apr (X) = {x € U : 7(x €,X) A—(x £,X)}
Notese que, al igual que en QST, vale que
¥ Vy (x€,y — ~(x&ay))-

Pero no vale la vuelta.
Veamos ahora cudl es el candidato en RST a representar el concepto de gextension.
Por definicién

Vx Vy (y =qext(x) = Vz ((z€y «=z€X)A(z ¢y «— (2 €x))))

Reemplazando €, & por €,, 7€, respectivamente y denotando con B al representante
de gext(x) en RST:

Vx Vy (y =B e Vz ((2€,y « 2€,%) A (2Eay < (3€,X))))

Veamos que lo anterior define a B como el conjunto Apr (x). Es decir, el papel
de la gextension de un conjunto x en RST estaria dado por B =Apr (x).

PRINCIPIA 27(3): 539-607 (2023)



Un acercamiento a las semdnticas Nmatriciales basadas en QST 581

Mostremos que para cualesquiera elementos X, y,z pasa que
(68) (2 €4 Apr,(x) <= 2 €,3) A (z E4Apr (x) «— (2 €,X))
Por definicién de pertenencia fuerte (2.6),
z €, @A(x) =3z E@A(Apr (x))

Utilizando la propiedad dada en (7)), la doble implicacién anterior puede expre-
sarse como
2z €, Apr (x) =z G@A(x)

Nuevamente, por definicién de pertenencia fuerte
2 €,Apr (x) &=z €Apr (x) =z €,x

Con lo que mostramos que se cumple el primer conyunto de (68)).
Pasemos ahora al segundo conyunto.

2 apr (x) — ~(z €,%)
Probaremos la siguiente férmula equivalente
7 E4Apr, (x) > (3 €4%)
Por definicion de pertenencia débil,
2 E4Apr (x) < 2 € Apr,(Apr (x))
Por ecuacién (7)),
z € Apr4(Apr (x)) > z € Apr (x)
Y de nuevo utilizando la definiciéon de pertenencia débil, llegamos a
(z € Apr,(x)) < (z €,4x)

Y esta tultima expresion es valida por definicion. Por lo tanto, hemos probado que
Apr (x) respeta la propiedad fundamental que en QST define a la gextension de un
quaset.

Podemos reproducir el mismo razonamiento para la clausura de un quaset. Re-
cordando la definicién de clausura (3.1),

Ve Vy (y=xe=Vz (¢y—z2€x)A(z€y < (z £ x)))).
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Realizando la traduccidn correspondiente para el caso de RST y denotando por
C su clausura

VxVy (y =CeoVz ((2€ay «— 2€40) A (2€,y > (2 €4x)))).

Si C = Apr 4(x), entonces nos queda la siguiente cldusula, que se cumple por defi-
nicién de aproximacion superior (utilizando que z€,Apr,(x) «— 2€,Apr,(x) «—
z € AprA(x)).

Vz (2 €aAPTa(X) <= 2 &aX) A (2E€,APT4(x) < —(2 €4X))).

Lo que significa que el papel que en QST realiza la clausura de un quaset pasa a
ser ocupado en RST por la aproximacién superior del rough set.

Pasemos ahora a analizar algunas cuestiones vinculadas a las inclusiones. Cuando
definimos las inclusiones de RST (definicién [2.9]), observamos que las mismas cum-
plen las condiciones de orden parcial, de la misma manera que pasa en QST (axioma
. Veamos que si tomamos la relacion de inclusién aproximadamente incluido (§ )
que implica las otras dos, como el anédlogo a la inclusién de quasets, se mantiene tam-
bién el axioma Haciendo los cambio correspondientes en este axioma, veamos
que se cumple

Vx Vy (x S,y — V2 ((z €x — 2 E,¥) A (2 €1y — 2 £43)))

Veamos que el primer conyunto del consecuente significa que x estd aproximada-
mente incluido inferiormente eny, x C, y.

ZEX—2E,y <> z€APr (X)— 2 GAprA(y) —
Apr (x) cApr () = x S, ¥
Analicemos ahora la segunda parte de la conjuncién del consecuente.
2 €1y — 3 EgX e 2 EgX —> 7 Gy =
2 € Apr(x) — z € Apry(y) <= Apr(x) C Apra(y)

Y esto ultimo significa que x C, y Resumiendo, la traduccidn del axioma relativo a
la inclusién de QST se traduce como

Vx Vy xS,y —xSayAxS, ¥)

Que se cumple por la definicién de aproximadamente incluido (los rough sets validan
el bicondicional, por lo tanto validan la propiedad anterior). Por lo tanto, podemos
validar también los axiomas de la inclusion utilizando modelos de RST.
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Otro de los axiomas de QST que se compromete con la inclusion es el que define la
conjuncién débil de quasets (axiomal[2.7). Para poder analizarlo su traduccién a RST,
debemos precisar qué significa en rough sets el predicado Z(x), que en QST significa
ser un conjunto cldsico, es decir, que coincide con su gextensién. Como ya sabemos
que el equivalente gext(x) en RST es AprA(x), entonces definimos el predicado de
la siguiente manera:

Definicion 3.8. Sea x € U.
Z(x)siysolosi x =Apr (x)

Si asociamos la conjuncidon débil entre quasets (1) con la interseccién (N,) de
rough sets y el predicado Z como acabamos de definir, entonces el axioma [2.7]queda

Vx ¥y (x5 S x Axny S A Z)AZ(Y) = xn, y =xny))

Debido a que la interseccién de rough sets es la misma que la de ZE al eliminar
el subindice r de la interseccion, el segundo conyunto de la expresion anterior se
valida automdticamente. Es mds, se cumple algo mas fuerte, a saber, Z(x)AZ(y) —
Z(x Ny). Veamos que se dan las dos inclusiones del primer conyunto. Considerando
el primero,

xﬂygAx@xﬂy EAx AxNy S, x

Analicemos el primer conyunto de esta expresion. Por definicién,
xNyCyx < Apr (x Ny) CApry(x)

Y esto tdltimo se cumple siempre debido a una de las propiedades de la interseccién
(ver Pawlak 1982),

(69) Apra(x Ny) CApr(x)NApr(y)
Por otro lado, volviendo al segundo conyunto del bicondicional,
xNy S, x <=>zﬂA(Xﬂy) C@A(x)
Esto se da siempre debido a que también se cumple lo siguiente (Pawlak 1982):
(70) Apr (x0y) = Apr, ()N Apr ()

Por lo tanto, hemos probado que se cumple xNy G, x. De la misma forma se pue-
de probar que xNy G, y. Con lo cual queda mostrado que se satisface también, con
las traducciones necesarias, el axioma relativo a la conjuncién débil. Lo cual muestra
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que, haciendo las traducciones mostradas, todos los axiomas de la formulacién ori-
ginal de QST (que no sean relativos a la cardinalidad) se validan en RST (el axioma
de vacio se valida de forma trivial). Un razonamiento similar al que hicimos con la
conjuncion débil se puede hacer para el axioma de uniéon de quaset LI (que forma
parte de la axiomatica y lenguaje ampliado). Esto sugiere tener a los rough sets co-
mo ciertos modelos semi-extensionales dentro de QST (y utilizarlos para expresar
Nmatrices).

En la seccion al caracterizar el complemento, propusimos las ecuaciones
(3.8), (14). Mostraremos que la condicién también se mantiene al interpretarla
en RST. Realizando los correspondientes cambios, la condicion citada se transforma
en :

(Apr () =Apr, (x) U {y : ~(y €,) A=(y €ax)}

Reemplazando el supraindice de complemento por el signo de complemento en RST
(—) y utilizando la definicién de Borde obtenemos:

—~(Apr (x)) = Apr (—x) UBnd,(x)

El miembro derecho de la igualdad es igual a Apr ,(—x), con lo que la ecuacién an-
terior queda: L

—(Apr ,(x)) = Apr(—x)
O equivalentemente, L

Apr (x) =—Apr,(—x)

Que es una de las relaciones validas entre las aproximaciones superiores e inferio-
res en RST. Con lo cual mostramos que nuestra caracterizacién del complemento en
QST también se valida cuando es interpretada en RST. Hasta aca hemos relacionado
los axiomas y definiciones de la axiomatizacién original de QST. La relacién puede
extenderse a QST ™. Por ejemplo, puede mostrarse que el axioma de quaset potencia
también es satisfecho dentro de RST. Veamos esto. Haciendo la correspondiente
traduccién al lenguaje de RST, el axioma [3.4] puede escribirse como

7D Vx 3y Vz ((CGEY)«—328,x) A (x=4pr (x)—y=2(x))

La condicién dada por el segundo conyunto se satisface automaticamente por el
conjunto potencia de ZE, que estd garantizado por axioma Lo que tenemos que
mostrar es que existen rough sets que satisfacen la primera parte de la conjuncién
(aunque tales conjuntos no sean exactamente los que en RST se denominan conjuntos
potencia. RST cuenta con diferentes conjuntos potencias (ver secciéon 4 de Pawlak
1982).

(72) N N
PpX):={Y:Y G, X} ; ZX)={V:Y X} ; ZX):={v:YS,X}
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Puede verse que el conjunto potencia presentado en la tercera opcién satisface
un caso particular de nuestro axioma, el caso donde —¢, colapsa en €,. Por lo tanto,
aunque nuestro axioma presentado para QST es mds general, existen ciertos rough
sets que lo satisfacen. Lo que hay que sefialar es que estas definiciones de conjuntos
potencias en RST son tales que los entes que las verifican son conjuntos, es decir,
coinciden con su aproximacion inferior. Por como estan definidos, si un conjunto Y
verifica la condicién de inclusidn respectiva, entonces pertenece al conjunto potencia,
y de lo contrario, no pertenece.

Lo mismo pasa para el axioma de par de QST*. Se prueba de forma directa que
si RST garantiza la existencia de un conjunto par (para cualesquiera dos rough sets),
ese axioma satisface el axioma de quaset par. Por lo tanto, existen modelos de QST
formados por rough sets. Es como contar con cierta copia de RST dentro de QST,
ademas, por supuesto, de la copia de ZF que viene por definicién. Podriamos resumir
algunas de las interpretaciones realizadas en una tabla.

QST | RST
= <,
¢ #a
C <,
gext(x) Apr, (x)
x Apr(x)
Z(x) x = Apr (x)
x¢gy—(xey) X €ay — —(x €,)
“(xey)A(xgy) =(x €4) A(x Eay)

Observacidén: por un lado, hemos establecido una interesante relacion entre
QST y RST, y por el otro, en la siguiente seccidn, relacionaremos las Nma-
trices con QST. Incorporaremos los quasets al seno de las funciones de inter-
pretacién de los conectivos, la relacién de consecuencia ldgica y los valores
de verdad. Consecuentemente, tendremos también establecida esta una re-
lacién entre RST y las Nmatrices. También nombramos que RST es una teoria
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que fue relacionada con muchas disciplinas, las Nmatrices no han sido la ex-
cepcion. En Avron y Konikowska (2008) se da una caracterizacién semantica
de la unidn, interseccién y complemento de RST utilizando 1égicas multiva-
luadas en el marco de las Nmatrices estandar (con conjuntos de ZF). Para
acentuar aun mads el vinculo existente entre QST y RST, en el apéndice [A]da-
remos una caracterizaciéon semantica de la union e interseccién de quasets
en el mismo marco.

4. Nmatrices en QST: conectivos y relacion de consecuencia
légica en el marco de QST

Finalmente hemos llegado a la seccién principal de nuestro trabajo. Investigaremos
algunas posibles generalizaciones de los conectivos Nmatriciales, en el marco de la
axiomdtica ampliada para QST de la seccién |3} para luego ver un andlisis de sus teo-
remas asociados. Pasaremos finalmente a dar una definiciéon de Nmatrices basadas en
QST y presentaremos un ejemplo particular de aplicacién que resalta las propiedades
fuertemente no estandar de las mismas.

4.1. Conjuntos de interpretacion para los conectivos en QST

Consideremos el conjunto de interpretacién para la conjuncidn, tal como lo define
Avron (caso que cumple adecuacion, ver seccion 3 de Avron 2007)

X _ | AcD siaeD y beD
@b)™ ) Bcv\D otro caso

Donde se presupone que todos los conjuntos son cldsicos, es decir, pueden expresarse
en una axiomadtica del estilo ZE Como ya hemos adelantado, vamos a estudiar algunas
consecuencias de cambiar el conjunto de valores de verdad, V, por un quaset V9, tal
que V = gext(V1). Esto es, un quaset de valores de verdad que tenga una gextension
coincidente con el conjunto clasico. Sea D? C V1 el quaset de valores designados
(con la inclusién de quasets [2.3), tal que D = gext(D?). Definimos el conjunto de
valores no designados N? de la siguiente manera: el conjunto N? es tal que (segun

3.3)

(73) DIUNI=Vd ; DINNI=¢

(74) (gext(D1))° = qext(ND)U{y €eVi:y e DI}

Esto es, N7 es el complemento de quasets de V1.
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Observacidén: se podria optar por definir el conjunto de no designados, de-
pendiendo los intereses, como N? = {x e V¢ : x € DI} o NI = {x e V¢ :
=(x € D?)}. Las alternativas se relacionan con lo discutido acerca del com-
plemento en QST en la seccién [3.3] Nuestra eleccién da la libertad que ne-
cesitamos para definir la consecuencia semantica.

Definamos ahora el siguiente quaset de interpretacion para la conjuncion, /N\?a by’
- ACD? siaeD? be D1
(75) AL ={ 0= . y
(a,b) BCN? si=(aeD?) o -—(beD9)

Las inclusiones deben ser entendidas en el sentido de QST (2.3), todas las nega-
ciones son cldasicas y supondremos que tanto A como B son no vacios. Ademas, en
el limite clasico, cuando los quasets son conjuntos de ZE, nuestra definicién coincide
con la estdndar para la conjuncién. Con esta definicién aseguramos que las valuacio-
nes para la conjuncion siempre tomen un valor definido, es decir, no haya huecos de
valores de verdad.

Podemos también tener alternativas a la hora de definir el conjunto de interpre-
tacién.

Si lo definimos como:

- ACD? siaeD?! y beD!
(76) /\(a,b)_{Bqu sia¢D! o bgDI

damos la posibilidad de que existan valores de verdad para los cuales no esté definido
el conjunto de interpretacién (valores con pertenencia indeterminada al quaset D?)
y, por lo tanto, haya huecos de valores de verdad. Sin embargo, esta definicidn sigue
coincidiendo en el limite clasico con la estdndar. Se pueden analizar varias posibles
generalizaciones para las cuales recuperamos, en el limite de conjuntos clasicos, la
semdntica Nmatricial estdndar. Otra posibilidad, que coincide con la clasica, es la
siguiente:

77 A1 = AcC D =qext(D?) siaeD? y beD1
(@b)” | BCcV\D=gqgext(N?) si-(aeDi) o -(beD?)

Donde la inclusion y la resta de conjuntos son las correspondientes a ZE Por supuesto,
mas posibilidades pueden ser exploradas.
De igual forma, podemos definir los respectivos conjuntos para la disyuncién.

e -
(78) Vian =

ACD? siaeD? o beDt
BCN? si(a¢D?) y (b¢gD?
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Donde existiran valores para los cuales el conjunto no esté definido.
Si queremos que el conjunto esté siempre definido, podemos definirlo, por ejemplo,
como:

(79) %

¢ _ | ACD? siaeD! o beDI
(@b) | BCNY si-(aeD?) y -—(beD9)

Las valuaciones Nmatriciales para la conjuncion cumplen que v(,5q) € Aa,p) (de-
finicién [2.12), pero, por definicion esto es equivalente a pedir que v, g €
gext(A(,p)). Por lo tanto, utilizar en las definiciones anteriores un quaset A o su
gextension es equivalente. Esto es, en las definiciones de arriba, podemos reempla-
zar expresiones del estilo A € DY por A C D, donde D = gext(D?). Esto vale, no
por ser estas dos expresiones equivalentes (de hecho, no los son, ya que la primera
implica la segunda, pero no vale la inversa), sino por ser equivalentes a efectos de
la pertenencia estricta, que es la que aparece en la definicién de valuacién. Razo-
namientos analogos podemos emplear para los demds conectivos. En las secciones
y se tratara la posibilidad de que las valuaciones no queden definidas sélo
por la pertenencia (€), dando la posibilidad de que las valuaciones con pertenencia
indeterminada jueguen su papel.

4.2. Relaciones de consecuencia 16gica

Dejemos por el momento el tratamiento de los conectivos para centrarnos en los
cambios que podrian darse a nivel de la relacién de consecuencia logica. Podriamos
dejar los conjuntos de interpretacién para los conectivos sin cambios y emplear los
quasets en la definicién de esta relacion.

Para esto también tenemos varias opciones, comencemos explorando algunas de
éstas. Por comodidad, para centrarnos en el punto a analizar, consideraremos rela-
ciones de consecuencia légica entre proposiciones y que tanto el antecedente como
el consecuente cuenta con un sola proposicién. La generalizacién de los razonamien-
tos para el caso de conjuntos de proposiciones o de un lenguaje de primer orden
puede hacerse de manera estdndar. Consideremos la relacién de consecuencia logica
definida como:

(80) ¢ EYy sii Vv (v(¢)e DI = v(y) e DY)

Por la definicién[2.3] esta definicién de consecuencia légica es equivalente a la clésica
en términos de preservacion de valores designados. Es decir, aunque ahora hemos
utilizado quasets en su definicidén; como un elemento pertenece con certeza al quaset
D1 si y sélo si pertenece con certeza a su gextension, entonces estamos considerando
las mismas valuaciones que en el caso clasico.
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Sin embargo, también podriamos definir la relacién como
(81 o=y sii Vv (2(v(y) € D)= ~(v(¢) € D))

Observemos que, cuando los conjuntos son clasicos, esta definicion también coinci-
de con la estandar. La diferencia radica en que ahora estamos considerando ciertas
valuaciones que antes no estaban siendo tenidas en cuenta, ya que valuaciones con
pertenencia indeterminada a D? son consideradas en esta definiciéon. De alguna for-
ma, podriamos decir que tenemos “mas” valuaciones a considerar.

Observacidn: esta definicion tiene en cuenta “mas” valuaciones, porque las
valuaciones con pertenencia indeterminada (con respecto al quaset DY) cum-
plen: =(v(vy) € D?) A =(v(y)) ¢ D?). Por lo tanto, satisfacen el antecedente
del condicional de la definicién anterior.

Consideremos otras dos opciones que coinciden en el limite cldsico con la defini-
cién estandar.

(82) ¢y sii Vv (=(v(¢) ¢ DY) = ~(v(¥) ¢ D))

(83) ¢y sii Vv (v(y)gDT= v(¢) ¢ D)

Si a nivel metatedrico contamos con Modus Tollendo Tollens, como es nuestro caso,
entonces las dos primera definiciones son equivalentes entre si, y lo mismo pasa con
las tltimas dos. Observe que lo anterior se mantiene a pesar de las valuaciones extras
que aparecen en [81]y [82]

Como bien ya nombramos, en el caso clasico, todas estas definiciones coinciden.
Esto nos garantiza que podremos mantener los resultados estandar dentro de QST al
considerar todos los quasets que coincidan con su gextensién. Podemos definir otras
relaciones de consecuencia légica que involucren diferentes criterios en el anteceden-
te y consecuente, de forma tal que coincidan con algunas semanticas basadas en ZE
que también se comprometen con criterios diferentes. Un ejemplo de esto lo forman
las légicas ST y TS (Chemla et al. 2017, Cobreros et al. 2012, Wintein 2014, Pailos
2020, Ripley 2012). Tanto ST como TS son légicas subestructurales y sus particu-
laridades se deben a tener dos criterios distintos para el antecedente y consecuente
de las inferencias (o metainferencias). Criterios que comunmente son llamados es-
tricto /tolerante. Por ejemplo, y sin entrar en demasiado detalle, en ST se define la
relacion de consecuencia légica de forma tal que toda valuacion que satisfaga de for-
ma estricta las formulas del antecedente, debe satisfacer de forma tolerante alguna
de las férmulas del consecuente. Algo que, en el marco presentado por nosotros, seria
del estilo siguiente:

84) ¢y i Vv (v(¢) €D = ~(v(y) & D)
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Por supuesto, la expresién anterior no debe entenderse como una reformulacién en
QST de la relacién de consecuencia logica de ST, simplemente explicitamos una de las
posibilidades, inspiradas en logicas como ST y TS, que pueden presentarse. El andlisis
que estamos mostrando podria también aplicarse a légicas subestructurales y que
presenten tratamiento de metainferencias (ver discusiones presentadas en (Pailos
2020) y (Barrio y Pailos 2021). Como es sabido, ST captura todas las inferencias
valida de la ldgica clasica, aunque no sus metainferencias. Si en restringimos
el uso de quasets a sélo aquellos que coincidan con su gextension, también podemos
recuperar las inferencias clésicas (seleccionando adecuadamente los conjuntos de
valores de verdad y designados).

Vamos ahora a probar que la definicién dada por no es equivalente a la dada
por (83). Vamos a mostrar que ninguna implica a la otra. Para esto, es necesario
recordar que, en QST, la implicaciéon valida es (axioma a¢D— —(aeD)(ysu
contrareciproca, a € D — —(a ¢ D)). Pero, ~(a € D) /> a ¢ D.

Veamos que no implica (83). Sea v una valuacién, tal que v(v) & D%, entonces
se sigue que —~(v(v) € D?). De esto se deduce, utilizando (80), que =(v(¢) € D?).
Pero como esto ultimo no implica v(¢) € DY, entonces no podemos asegurar que
(83) se siga de (80). Veamos un poco mds en detalle lo anterior.

Como el presupuesto es que se cumple (80), tenemos que

Vv (v(¢) e D! = v(y) € DI)).

Como esta condicién no impone ninguna restriccién sobre los casos donde la
valuacién tiene pertenencia indeterminada en ¢, podria ser el caso que pase lo an-
terior, pero que ademas exista una valuacion vy, tal que [(vo(¢p) € DY) A—=(vy(¢p) &
DT)] Avo(3p) & Dg. Esto es, con pertenencia indeterminada en ¢ y con pertenencia
determinada (negativa) en la variable ). Esta valuacion v, es un contraejemplo para
(83). Por lo tanto, podria darse (80) sin que se de (83).

Procediendo de la misma forma y utilizando una valuacién vy, tal que [~(v, () €
D) A=(vi(y0) € D] Av1(¢) € Dy, puede verse que tampoco implica .
Entonces, probamos que ninguna de estas definiciones implica a la otra. En el limite
clasico, todas estas resultan equivalentes a la relacién de consecuencia légica de LC,
pero, en el caso general de QST, las definiciones , no pueden coincidir con
y (83). Esto tiene como consecuencia que al menos una de las definiciones
dadas por y genere un conjunto de consecuencias logicas diferente al de LC.
Como ya nombramos que coincide con la definicién cldsica, entonces y
deben generar consecuencias no clasicas. Esto es, no puede compartir el conjunto de
inferencias vdlidas con la ldgica cldsica. En breve volveremos a este punto.

Como vimos anteriormente, a la hora de aprovechar la libertad que nos brindan
los quasets, una opcion, es definir los conjuntos de interpretacién para los conectivos
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en QST de forma tal que en el limite comparta el conjunto de teoremas e implicacio-
nes con LC, pero que en el caso general no valide las mismas cldusulas. Otra opcién
es mantener los conectivos intactos, pero realizar cambios a nivel de la relacién de
consecuencia ldgica. Por supuesto, esto no agota las posibilidades. Si de cambiar la
relacién de consecuencia 16gica se trata, podria presentarse la siguiente alternativa:

(85) ¢ =y siysolosi {v:v(¢p)eDi} C{v:v(y)e Di}

Donde la inclusién debe ser entendida en el sentido de quasets (quasets de va-
luaciones). Como, por axioma la inclusién intensional de quasets implica a la
inclusién extensional (pero no se da la reciproca), esta definiciéon no es equivalente
a la dada por[80] De alguna manera, implica una combinacién de y (83).

Observacién: cabe destacar que, exceptuando en la ecuacion , la tinica
propiedad de QST utilizada hasta el momento en esta seccidn, no presente
en ZE fue la relativa a su pertenencia indeterminada. Es decir, los razona-
mientos hasta el momento no se han comprometido con QST completo, sino
con una pequeifia parte de ella. Cualquier otra teoria de conjuntos que tu-
viese un primitivo de pertenencia de este estilo y contuviese una replica de
ZF en su interior podria haber sido la base de los razonamientos anteriores.
Esta es otra de las razones por lo cual en la seccién [3.7.1] fue presentada la
teoria de rough sets, RST.

4.3. Analisis de los teoremas utilizando QST

En esta seccion queremos destacar algunas cuestiones relativas a la relacién de con-
secuencia ldgica. Para comenzar el andlisis, tomemos la relacién de consecuencia
légica definida por (83]). Un andlisis semejante podemos realizar con la definicién
(82), ya que son equivalentes.

Sean ¢ y v proposiciones de nuestro lenguaje y supongamos que ¢ |=1p.
Centremos nuestra atencion en las valuaciones que, en principio, funcionarian como
contraejemplo para tal inferencia. Por (83),

Vv (v(y) ¢ DT = v(¢) ¢ DY).

Lo anterior podria no validarse sélo si existiese una valuacién v’, tal que

(86) V() €DT A —(v(¢) € DY).

Por un lado, debido a que v(¢) € DI = —(v(¢) ¢ D7), una valuacién v/, tal que
satisfaga

(87) V()€ D1 A v(p)e Dl
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, seria un contraejemplo para la inferencia estudiada. Hasta acd no tenemos compro-
miso con valuaciones que tengan pertenencia indeterminada a D?. Demos un paso
mds y volvamos a concentrarnos en la ecuacién (86).

Podriamos tener una v/, tal que v'(¢) €~ DI. Justamente estas valuaciones con
pertenencia indeterminada, que no son posibles en la semantica estandar, son las que
producirdn los contraejemplos extras con respecto al caso clasico. Entonces, ademas
de los contraejemplos aportados por , tenemos los casos en los cuales v/ cumple
que v'(1p) € D7y tiene pertenencia indeterminada para la proposicién ¢, es decir, v/
cumpliria

(88) V() DT A (=(v'(¢) €DDA=(V(¢) €D =V (Y) €D A VI(p) € DI

Por lo tanto, tenemos mas contraejemplos potenciales a la hora de ver si se satisface
una consecuencia logica. Esto significa que la cantidad de teoremas no puede superar
a la cantidad dada de forma clasica. Como ya probamos que estas dos relaciones de
consecuencia logica no eran equivalentes, entonces no queda mas que la posibilidad
de una menor cantidad de teoremas para el caso de QST.

Observacion: con lo que se ha mostrado hasta ahora, sumado a la presen-
tacion de los conectivos del estilo (78), QST es candidato a adaptarse a las
necesidades de los 1égicos paracompletos. Por otro lado, como ya fue nom-
brado, manteniendo las definiciones para los conjuntos de interpretacion de
los conectivos de forma tal que no admitan huecos en los valores de verdad,
y proponiendo en la definicién de relacion de consecuencia légica diferentes
criterios de satisfaccion para el antecedente y consecuente, podria intentarse
un acercamiento a légicas como ST y TS.

4.4. Dificultades en la representacion de Nmatrices en QST

En esta seccién, queremos abordar el tema de la representacion explicita de las ta-
blas Nmatriciales correspondientes a los conectivos. Las tablas estandar Nmatriciales
podrian ahora tener otro significado, o no dar la informacién que, en principio, espe-
rariamos. El ejemplo presentado en nuestra tultima seccidon terminara de mostrarar
esto.

Cuando comenzamos a considerar diferente maneras de definir los conjuntos de
interpretacion para los conectivos, vimos que algunas contemplaban huecos en los
valores de verdad. Sin embargo, lucian de una manera muy clasica, es decir, su apa-
riencia era la del conjunto de interpretacién cldsico Nmatricial. Por ejemplo,

89) ~q _ | ACD? siaeD? y beDI
(@b) | BCN? sia¢D?! o b¢D?

Si no tuviésemos en cuenta que en la metateoria hay una teoria de conjuntos
como QST, se podria estar tentado a pensar que todas las conjunciones quedan bien
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valuadas dentro de los correspondientes conjuntos. Se pueden presentar dos dificul-
tades si uno no sabe que esta con una teoria de conjuntos no estandar como base de
la semdntica. La primera son los huecos de verdad debido a los valores de verdad con
pertenencia indeterminada a D?. La segunda dificultad es que si A o B son quasets
(y la inclusidn es la primitiva de QST), existe la posibilidad de que, aun sin consi-
derar los huecos de verdad, la valuaciéon de la férmula conjuntiva tenga pertenencia
indeterminada al quaset de interpretacion correspondiente. Si estas valuaciones son
tenidas en cuenta en las inferencias, lo que depende cémo se definan las valuaciones
legales y la relacion de consecuencia ldgica, entonces la brecha con lo clésico se sigue
agrandando.

Veremos que la parte extensional de nuestras Nmatrices pueden no determinar
ni todas las valuaciones posibles, ni todas las consecuencias légicas. Parte de lo que
mostraremos tiene mucha similitud con lo presentado en (Weber et al.2016). En ese
articulo se presenta un problema similar: saber cémo luce una tabla de verdad in-
consistente y qué informacién nos brinda. La diferencia fundamental con nuestra
presentacion es que en (Weber et al. 2016) se trabaja con una teoria de conjuntos
paraconsistente en la metateoria, en lugar de contar con QST. Sdlo por el resto de
esta seccion, con la finalidad de destacar el punto en cuestién, supondremos que
estamos con una semantica relacional de dos valores de verdad t y f, que son exclu-
yentes. Luego de que dejemos en evidencia la fuerte dependencia que tienen estas
tablas con la metateoria, volveremos a la semdntica de Nmatrices. El enfoque rela-
cional nos permitira dejar en evidencia dénde entran los presupuestos metateoricos.
Mads auin cuando la gran diferencia entre QST y ZF se da al nivel del primitivo de
pertenencia. Las conclusiones que se obtengan analizando el caso relacional pueden
ser trasladadas al sistema Nmatricial. Otra de las razones por las cuales hacemos esto
es porque queremos investigar cdmo deben lucir (y cémo hay que interpretarlas) las
tablas Nmatriciales en QST. Por otro lado, en esta seccién , volveremos a encontrar
algunas conclusiones ya obtenidas en la seccién [3.3] por otros medios.

Consideremos las siguientes cldusulas para asignar valores de verdad a las pro-
posiciones atomicas.

(90) (p,t)eR= (p,f) R

(1) (p,f) R (p,t) R

Donde interpretamos (p, t) € R como la valuacién asigna valor verdadero a p. Esto
es, la valuacion asigna el valor t si no le asigna el valor f y asigna f si no le asigna
(con certeza) t. También supongamos que no queda ninguna proposicion fuera del
dominio de la relacién. Las ecuaciones anteriores podrian parecer redundantes. De
hecho, lo serian si estuviésemos trabajando en ZF.
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Observacién: recordemos que en QST —({p,t) €R) / (p,t) €R.

Uno estaria tentado a decir que estas relaciones reflejan una semantica relacional
clasica. Analicemos un poco mejor esto. ¢Qué limitaciones imponen estas clausulas a
una valuacién que tenga pertenencia indeterminada a R? Analicemos el caso de una
valuacién Ry, tal que (py, t) € R, para una proposicién p, dada. Como (p,, t) € R,
es equivalente a =({py, t) € Ry) A—({po, t) & Ry), del primer conyunto de esta valua-
ci6n y la condicién (90), podemos inferir que =({py, f) & Ry). Hasta acd, tendriamos
que nuestra valuacién tiene en p, una pertenencia indeterminada al conjunto de
valores designados y que no puede con certeza no pertenecer al conjunto de no desig-
nados. Pero esto no determina totalmente a la valuacion. Es decir, si tuviésemos que
cumplir sélo la condicién (90), la valuacién podria elegir entre no pertenecer con
seguridad al conjunto de no designados o pertenecer de forma indeterminada. La
condicién puede aportarnos mds informacién. Utilizando el segundo conyunto
y la condicién (91)), deducimos que —({(py, /) € Ro). Lo que significa, juntando las
consecuencias de ambas condiciones, que (py, f) debe tener pertenencia indetermi-
nada a la relacién. Por lo tanto, proponer una pertenencia indeterminada de (py, t)
a la relacién implica que (si debemos satisfacer ambas condiciones), también (py, f)
tendra pertenencia indeterminada. El resto de las valuaciones, con pertenencia de-
finida, se comportaran de la forma estdndar esperada. Pero lo que hay que destacar
es que, aun pidiendo las dos condiciones anteriores, podemos tener una semantica
que se aleja de lo esperado. Esto nos vuelve a llevar al tema de los quasets de valores
de verdad. Si se contase con quasets de valores de verdad, V4, entonces se podria
satisfacer la condicién de tener pertenencia indeterminada tanto a los valores desig-
nado como a los no designados, algo que se condice directamente con lo discutido
en la secciéon cuando se tratd el tema del complemento. Las proposiciones que
se relacionen de forma indeterminada con la verdad deben relacionarse de la misma
forma con la falsedad (que acd es su complemento). Por decirlo de alguna manera,
tendriamos una superposicion de estados t/f. Lo destacable es que hemos arribado
a la misma propiedad que los quasets complementarios tienen en QST con respecto a
los entes con pertenencia indeterminada, pero ahora a partir de pedir las relaciones
y (91), en vez de la definicién de complemento|[3.8] Por otro lado, si el conjunto
de valores de verdad fuese clasico, entonces no admitiria pertenencia indeterminada,
ni al conjunto de valores designados, ni a su complemento. En (Weber et al. 2016), a
partir de un razonamiento analogo (que intencionalmente nosotros seguimos), el au-
tor conluye que las cldusulas que establezcamos en nuestro lenguaje objeto no llegan a
determinar la semdntica que tenemos. Nosotros tenemos algunos puntos de encuentro
con el tratamiento ahi dado, ya que y no determinan el comportamiento
de las valuaciones con pertenencia indeterminada a la relacién, que pueden ser de
crucial importancia a la hora de determinar los teoremas del sistema.
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Volvamos a nuestro marco de Nmatrices. La expresiéon —((p, t) € Ry) A—=({p, t) &
R,) podemos interpretarla como —(vy(p) € DY) A—=(vy(p) ¢ D?). Donde t es un repre-
sentante del conjunto de valores designados, t € DI. De la misma forma, —~({p, f) €
Ro) A=({p, f) & Ry) significa que =(vo(p) € NY) A=(vy(p) € N%), con f € N1y N el
conjunto de valores no designados. Con lo dicho hasta ahora, estamos en condicio-
nes de asegurar que si queremos que las siguientes tablas representen una semantica
como la clasica bivalente

Al t]f vitl|f | -
t|t]|f t|t|t t|f
f1r1f flelf flt

entonces debemos asegurarnos de que no existan valuaciones que tengan per-
tenencia indeterminada a ninguno de los conjuntos (para ninguna proposicién p),
que {t} no represente un quasets singulete (sino un conjunto singulete) y que las
valuaciones legales para un conectivo dado queden determinadas por la pertenencia
con certeza a su conjunto de interpretacion. De no cumplirse alguna de estas cuestio-
nes, la informacion provista por las tablas anteriores podria diferir fuertemente de lo
esperado. En el caso general, volviendo a las Nmatrices, podemos tener valuaciones
con pertenencia indeterminada tanto a DY como a N9. En breve, mostraremos un
ejemplo de esto.

Por otro lado, si queremos que en el caso general entren en juego las valuaciones
con pertenencia indeterminada, debemos cambiar la definiciéon de valuaciéon Nma-
tricial (2.12)). Es decir, en el estado actual de las cosas, una valuacién cumple que
v(p © q) € &, p), pero pedir esto es lo mismo (por definicién de gextension
que pedir v(p ® q) € gext(&,p)). Por lo tanto, si queremos trabajar con quasets
de interpretacién para los conectivos, deberiamos cambiar algo en la definicién de
valuacidén para que entre en juego las valuaciones con pertenencia indeterminada a
tales conjuntos. Por ejemplo, una posibilidad es que todas las valuaciones cumplan

(92) —~(v(p ©q) € O(qp));

donde @, ) es un quaset. Queda claro que, en el caso clasico (donde el quaset coin-
cide con su gextension), esta definiciéon converge a la clasica. Pero en el caso general,
las valuaciones con pertenencia indeterminada hardn la diferencia. Como las valua-
ciones con pertenencia indeterminada son tales que

“(v(p©q) €O3n) A (V(POq) € Op) EV(P O Q) € Oy p)

tales valuaciones satisfaran la ecuacién (92)).
Si queremos aprovechar estas valuaciones en nuestra semantica, ya no podremos
contar sélo con la informacion brindada en las tablas estdndar de los conectivos, que
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usan sélo la parte extensional de los conjuntos. Por definicién de gextension de un

quaset (2.3) :

Vv (v(p®q) € qext(@)ga,b)) «—v(poQg) € éga,b))/\((V(PGQ) ¢ qext(@)?a,b)) —
~((pog) €L, )

Si hacemos que é(a,b) =qex t(é?a b)); es decir, si convenimos que al no poner el su-
praindice g, estamos denotando la parte clasica del quaset, entonces podemos escribir
lo anterior como:

Vv (v(p©q) € By «— V(P ©q) €O DA V(P © Q) & O py <
~(v(p©q) €8, ,)))))

Esto nos dice que la informacién brindada en una tabla estdndar para el conectivo
en cuestién, donde sélo aparecen gextensiones, s6lo nos sirve para determinar cuan-
do una valuacién pertenece al quaset correspondiente, esto es, v(p © q) € é?a by ©

cuando es falso que pertenezca con certeza a tal gset, ~(v(p ®q) € él(]a b)). Pero de
lo anterior no podemos obtener la informacién que necesitamos en la ecuacién
correspondiente a las valuaciones indeterminada, es decir, =(v(p ® q) & &g p)). Esto
quiere decir que si deseamos realmente aprovechar las valuaciones de pertenencia in-
determinada para nuestros fines semdnticos, entonces debemos presentar tablas que
contengan mas informacion que la presentada en la parte extensional de los conjun-
tos. Una posibilidad es presentar la informacién como se hizo en las ecuaciones (75)),
(76), (77), donde se presenta el quaset, y no sélo su gextensién. En la tltima seccién
mostraremos un ejemplo que deja en evidencia lo anterior. Este tema, junto con sus

implicaciones, seguira siendo analizado en futuros trabajos.

4.5. Definicion de Nmatriz en QST

Un tema de importancia para nuestra presentacion, que ahora simplemente nom-
braremos para seguir desarrollandolo con mayor detalle en futuros trabajos, es como
incorporar las nuevas valuaciones en la definicion de Nmatriz. Con lo visto en las sec-
ciones anteriores, ya tenemos una idea de la cantidad enorme de posibilidades que se
abren a la hora de implementar los quasets (o rough sets) al sistema Nmatricial. Exis-
ten varias formas de definir una Nmatriz en QST, tal que las nuevas Nmatrices sean
una extension conservativa de las Nmatrices clasicas. Queremos explorar algunas de
estas posibilidades. Mostraremos una primera propuesta.

Definicion 4.1. Una Nmatriz en QST o £-Nmatriz es una 3-upla (V4, D, 0%), donde
V4, DY son quasets de valores de verdad y valores designados respectivamente, y
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01 es un conjunto que, por cada conectivo n-adico ®, de nuestro lenguaje, tiene un
quaset de interpretacién &1 : (V)" — 2 (V1) \ 0.
Definimos V4, D?y 01 de forma tal que:

e V1y D1 son quasets no vacios que no coinciden necesariamente con su gexten-
sion. En el caso mas general, podria darse que:

V4 #£qgext(VY) ; D?#qgext(D?)
Respetan la inclusién entre quasets: DI C V4. Ademas, se tiene que
DIUNI=Vd A DINNI=§

(gext(D9))* = gext(N)U{y € Vi:y e DI}

Podria llegar a requerirse, dependiendo la aplicacidn, que las gextensiones sean
también no vacias (no sélo los quasets). Esto se debe a que la existencia de
un quaset no vacio con gextension vacia, no esta prohibida por la axiomatica
de QST. La eleccién de D? y N? estd en funcién de lo discutido acerca del
complemento en la seccién 3.3

e 0% es un conjunto cldsico, 01 = gext(09) = {A?,V,=9,...,(&1);}. Es decir, O
es la coleccién de los quasets correspondientes a cada conectivo. No podemos
tener pertenencia indeterminada a esta coleccidn.

La existencia del quaset de interpretacidén para cada conectivo del lenguaje queda
asegurada por la definicién de quafuncién[3.4]y el axioma de quaset potencia[3.4] (o

3.3).

Definicién 4.2. Sea 2-.# = (V4,D4,0) una £-Nmatriz para un lenguaje . Una
valuacion parcial en 2-.4 es una quafuncién (o gfuncién) v¢ : Frmy, — VI, ce-
rrada bajo subférmulas, tal que:

e vi(p) € VI sip es una féormula atémica.

e para cada conectivo n-ario ©, del lenguaje se cumple que:

~q
_'(Vq(Qn(wlz U’z, KR wn)) ¢ ®n(vq(wl)’vq(wz)’m’vq(wn)))'

De esta forma, hemos elegido que las valuaciones siempre otorguen a las propo-
siciones atomicas valores con pertenencia determinada al quaset V4. Esta eleccion
produce que, a nivel de las proposiciones atémicas, la indeterminacion de las valua-
ciones sea la propia de la parte clasica de la Nmatriz. La indeterminacién aportada
por QST, debido a la pertenencia indeterminada, entra en juego para las férmulas no
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atémicas. Podria tomarse otro criterio, permitiendo valuaciones con pertenencia in-
determinada a V9 también para las férmulas atémicas. Pensamos que el criterio que
hemos elegido es suficientemente amplio para abordar todas las cuestiones que ne-
cesitamos. También puede notarse que toda £-.# converge a su respectiva Nmatriz
clasica cuando tomamos las gextensiones de todos los quasets involucrados.

Definicion 4.3. Relacién de consecuencia ldgica en QST. Sea I' un conjunto de for-
mulas del lenguaje £ y 1) € £. Decimos que I' =4 v siy sélo si :

Wi Ve er (2(vi(¢)¢ D)= ~(vI(y) & D).

Observaciones: para definir la relaciéon de consecuencia légica tenemos am-
plia libertad. Algunas de las opciones posibles fueron discutidas en 4.2

Un ejemplo de aplicacion

Sean V4,D9,N1 quasets de valores de verdad, designados y no designados respecti-
vamente, tales que

gext(VI)={t,f} ; qext(DI)={t} ; qext(N9)={f}
(93)
Vi={t,f,n} ; Di={t,n} ; Ni={f,n}

Podemos ver que lo anterior esta de acuerdo con y que la existencia de tales
quasets estdn garantizadas por los axiomas de QST*. No hace falta mds que aplicar
el axioma al conjunto clasico {t, f,n} para obtener el quaset V¢ (antiestanda-
rizando el elemento n). Aplicando el mismo axioma a los conjuntos {t,n} y {f,n},
obtenemos los dos otros dos quasets. El elemento n tiene pertenencia indeterminada
tanto a DY como a N9, esto es, 7"(n € D) A—~(n¢ DY)y ~(n e NI)A—-(n¢ NI). Lo
que podriamos interpretarlo como que el valor n no es designado, ya que —(n € D),
ni tampoco no designado, ya que —(n € N%). Podriamos pensarlo como un valor de
verdad perteneciente a una semadntica paracompleta, como, por poner un ejemplo,
FDE. Nuestros valores de verdad con pertenencia débil o indeterminada a quasets
complementarios admiten interpretaciones de este estilo. La diferencia principal ra-
dica en que en una axiomatica clasica, como la que fundamenta FDE (entre otras),
estos valores de verdad deben pertenecer a la gextension (extension) del conjunto,
mientras que ahora pueden tener una pertenencia indeterminada (pertenecer sélo a
su clausura).

Observacidn: la no clasicidad al contar con quasets de valores de verdad
no necesariamente debe radicar en tener valores de verdad extrafios o no
estandar, es decir, en su ontologia, sino que la axiomatica de QST admite
interpretarlos como elementos sobre los cuales tenemos incertidumbre epis-
témica acerca de la pertenencia a los quasets.
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Consideremos un conectivo V, cuyo conjunto de interpretacion V(a,b), con a =
v(¢), b = v(y) v ¢, férmulas atémicas del lenguaje (y v valuacion legal), esté
dado por la tabla siguiente®:

Vi t | f
(94) t || D1 | DY
f | D7 N4

Si por {t}, denotamos el quaset D? bajo los requisitos de ([93) y por {f }, denotamos
N1 bajo las mismas condiciones, la tabla anterior seria equivalente a :

0 I
(95) t || {t}y | {t}q
ol Atdg | {f)q

Supongamos ahora que estamos trabajando con una relacién de consecuencia ldgica
preservadora de valores designados, como la dada en (80), y estudiemos si se cumple
la siguiente relacion:

¢, =P VY
Donde consideramos que ¢ y v son férmulas atémicas del lenguaje. Analicemos

el siguiente caso: v(¢),v(y) € {t},. Siguiendo tomaremos como valuaciones
legales todas aquellas que cumplan que

~(v(P VYY) € Vig)vw))-

Esto es, todas las que pertenezcan al quaset de interpretacién de la disyuncion, como
también aquellas que tengan pertenencia indeterminada a tal conjunto. Por supuesto,
en el limite clésico, estas valuaciones coinciden con las estandar Nmatriciales. Esto
significa que existirdn valuaciones tales que v(¢ V) €~ \N/(V((p)’v(w)), es decir,

(96) ~(v(P V) € Viygyvwn) Av(D V) E Vo))

Si alguna de estas valuaciones es tomada para nuestro caso, con v(¢) € {t}, yv(y) €
{t}¢, y utilizamos la tabla , tendremos que

¢, g o V.

Veamos un poco mejor esto. Que v(¢) € {t}, y v(¢) € {t}, implica que v(¢) €
gext({th) = {t} y v(y) € qext({t};) = {t}. Es decir, w(¢p) = v() = t y por
la tabla, tenemos que V(, ;) = {t}4- Con lo que tendremos finalmente (por la tabla
correspondiente) que nuestra axiomadtica permite la existencia de la siguiente valua-
cién:

v(p)=teD? ; v(y)=teD? ; -(v(¢Vy)eDI)
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Por ejemplo, existe una valuacién dentro de nuestro formalismo (podemos definirla
explicitamente sin contradecir la axiomatica), tal que

vip)=teD? ; v(y)=teD?! ; v(pVy)=ne DI

Lo que significa que esta valuacion representa un contraejemplo para la inferen-
cia en cuestion. Podemos relacionar esto con lo dicho en sobre la cantidad de
teoremas de estas semanticas. Si deseamos seguir manteniendo inferencias como és-
ta se tienen al menos dos alternativas: a) cambiar el conjunto de valuaciones legales
para no permitir que exista pertenencia indeterminada al quasets de interpretacion
de los conectivos o b) cambiar la relacion de consecuencia para que, en lugar de pre-
servar valores designados, se comporte como la relacién de la ecuacién (82). Puede
verse que esta ultima relacion mantiene la inferencia mostrada.

El anterior es sdlo un ejemplo que deja en evidencia la riqueza de opciones con la
que se cuenta para modelar ciertas situaciones. Dependiendo de los objetivos perse-
guidos, uno debe saber restringir el uso de los quasets. Recordemos que los mismos
se pueden implementar a cualquier altura del tratamiento formal, ya sea desde el
comienzo teniendo quasets y quafunciones o admitiendo los mismos sélo para los
valores de verdad. Por esto mismo, la definiciones sugeridas arriba con respecto a las
Nmatrices en QST son simplemente una posibilidad entre muchas que pueden ser
exploradas.

4.5.1. {Quasets de valores de verdad? Motivaciones.

Llegado este punto, uno podrian preguntarse ¢por qué los conjuntos de valores de
verdad pueden ser considerados conjuntos no cldsicos (quasets) en el contexto de QST?
¢Qué fundamenta esta posibilidad?, {bajo qué circunstancias un conjunto de valores de
verdad puede considerarse no cldsico?

Recordemos que en (Dalla Chiara et al. 1998), sus autores dan apoyo a que ciertos
entes puedan pertenecer a un quaset de forma indeterminada basandose en el prin-
cipio de incertidumbre de Heisenberg. Se afirma que debido al axioma [2.2] ciertas
instancias del la férmula (x € y V x € y) no se validan:

and indetermined membership relations are possible (in accordance with the
quantum uncertainty relations).

De esta manera, para apoyar el uso de quasets de valores de verdad, podria-
mos utilizar el principio de incertidumbre. Esto es, cuando debido a la incertidumbre
cuantica, no podemos afirmar con precision si (por poner un ejemplo) la energia de
un sistema es a (perteneciente al intervalo compatible con el principio de incertidum-
bre), podriamos decir que el valor de verdad de la proposicién la energia del sistema
toma el valor a pertenece indeterminadamente al quaset de valores designados (y, por
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lo tanto, también a su complemento). Dicho de otra forma, si no tenemos certidum-
bre absoluta acerca de si el sistema tiene valor de la energia igual a a, el proyector
del espacio de Hilbert (P,) asociado a esta proposicién es valuado con pertenencia
indeterminada en el quaset D. Y si luego de la medicién se determina que el valor
es a, decimos que el valor de verdad de la proposiciéon pertenece con seguridad al
quaset de valores designados. En (Jorge y Holik 2020) se toma en cuenta la posibi-
lidad de cierta incertidumbre epistémica (u ontolédgica) a la hora de medir, que no
permitirfa garantizar que la proposicién en cuestiéon deba valuarse necesariamente
al 1. Por lo tanto, la salida en ese caso, que por estar basada en ZF no cuenta con la
posibilidad de tener quasets de valores de verdad, consiste en tener un conjunto de
valores designados, que no sélo contenga al 1, sino que tenga algunos valores muy
cercanos a él. Es decir, sus autores toman D = [1, a], con a tan cercano a 1 como per-
mitan las condiciones experimentales en cada caso. Contando con quasets de valores
de verdad, podriamos sumarle a ésta otras alternativas como las dichas arriba.

Ya nombramos que los valores con pertenencia indeterminada tanto al quasets
de valores designados como al de no designados pueden interpretarse como valores
de verdad paracompletos, ya que es falso que sean designados y es falso que sean no
designados. El cardcter no estdndar de nuestros conjuntos de valores de verdad no
tienen que radicar necesariamente en la naturaleza no estandar de sus valores, sino
que puede venir dada por nuestra ignorancia en cuanto a sus pertenencias. Esto es,
los quasets de valores de verdad podrian admitir una interpretacion epistémica deno-
tando que no tenemos certidumbre acerca de si ciertas proposiciones son designada
0 no.

Por otro lado, se sabe que, desde un punto de vista netamente algebraico, las va-
luaciones (al menos las deterministas) son homomorfismos de dlgebras. Por lo tanto,
lo que hacemos es valuar nuestros sistemas en algebras. Si estamos en QST, nada
prohibe que las estas dlgebras sean de quasets. Nuestro formalismo permite definir
de forma consistente funciones homomorfas cuyos dominios sean quasets de forma
tal que, viendo esta quafuncién como un quasets, su parte clasica sea una funcion ho-
momorfa de ZF (o isomorfa a ella). Por lo tanto, trabajar en QST nos permite siempre
que deseemos mantener todas las alternativas disponibles en ZF.

5. Conclusiones

Hemos propuesto una posible generalizacién del sistema Nmatricial clasico basada
en el uso de QST a nivel metatedrico. Mostramos que las nuevas £-Nmatrices repre-
sentan una extension conservativa de las Nmatrices cldsicas, ya que todos los quasets
involucrados en las definiciones son tales que sus gextensiones coinciden con los res-
pectivos conjuntos usados clasicamente. También mostramos que el nuevo sistema
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puede incorporar los quasets al nivel de su relacién de consecuencia légica y que,
en todas las alternativas analizadas, el sistema tiene menos teoremas que su con-
traparte cldsica. Para asegurar la buena fundacion de las £-Nmatrices presentadas,
extendimos la axiomatizacién original de QST, a QST* y QS_T+, con lo cual asegura-
mos la existencia de ciertos conjuntos y funciones indispensables para la semantica
Nmatricial. También hemos obtenidos otros resultados que merecen ser destacados:
a) la relacién establecida entre RST y QST™, que, entre otras cosas, nos ha permi-
tido garantizar la existencia de modelos dentro de la axiomatica extendida de QST
b) la posibilidad de interpretar a los sistemas cudnticos que se encuentren en super-
posicién de estados mutuamente excluyentes como elementos con pertenencia inde-
terminada a ciertos quasets complementarios. Queda pendiente para trabajos futuro
la exploracién de nuevas consecuencias que pueda brindar la axiomadtica extendida
de QST, como también la de nuevas relaciones que se puedan establecer entre £,
QST* y las Nmatrices. La aplicacién de las £-Nmatrices a sistemas ldgicos paracon-
sistentes/paracompletos, como TS-ST, junto con las posibles aplicaciones al reticulo
de proyectores cuanticos que pueda tener nuestro sistema son otros de los objetivos
a ser abordados en préximos trabajos.

A. Apéndice: caracterizacion semantica de los
primitivos M, L

Este apéndice tiene como objetivo mostrar la similitud que guardan a nivel semdnti-
co la unién e interseccién de quasets con sus andlogos de RST. Nuestro andlisis estd
basado en lo presentado en (Avron y Konikowska 2008) sobre las Nmatrices caracte-
risticas de la interseccion y unién de rough sets. Ese articulo caracteriza semantica-
mente a la union e interseccion (ademas de la negacién) utilizando Nmatrices en ZE
Es decir, Nmatrices donde todos sus conjuntos son clasicos. Sélo por este apartado,
trabajaremos bajo el mismo supuesto con el objetivo de ver posibles similitudes entre
las uniones e intersecciones de ambos sistemas.

En Avron y Konikowska (2008), sus autores justifican la eleccién de un conjunto
de valores de verdad V formado por tres valores, V = {t,u, f }. Donde u representa
un valor de verdad indeterminado. El conjunto de valores designado es elegido como
D = {v}. Basado en las siguientes relaciones, que se satisfacen en RST,

97)  Apr(AUB)=Apr(A)UApr(B) ; Apr(A)UApr(b) c Apr(AUB)

Apr(A)NApr(B)=Apr(ANB) ; Apr(ANB)CApr(A)nApr(B)
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los autores llegan a las siguientes Nmatrices clasicas para la union e interseccién
(para mas detalles ver seccion 6 de Avron y Konikowska 2004).

Ole| w |F Ae| uw [f
t |t t t t|t u f
©8) ult|{t,u}|u ulu|{uft]|f
flel w | f fl1f| f |f

Las relaciones correspondientes a[97 en QST serfan

(99) i)(AUB)=AUB ; ii)qext(A)Uqgext(B)C qext(ALB)

iii) gext(A)Ngext(B) = gext(AMB) ; iv)(ANB)CANB

Donde hemos reemplazado M, L por N, U respectivamente cuando conectan con-
juntos clasicos. Dos de estas condiciones ya vimos que son satisfechas en QST cuando
tratamos su topologia, las codiciones 3 de las definicones[3.5|y[3.6] Mostraremos que
se cumplen las otras dos condiciones. Analicemos iii).

Por el axioma de conjuncién débil de quasets

ANMBCA A ANBCB.
Utilizando que la inclusion de quasets implica la inclusidn extensional,
gext(ANB) Cgext(A) A gext(ANB)Cgex(B).

Como las gextensiones son conjuntos clasicos, de lo anterior se desprende directa-
mente que
gext(AMB) C gext(A)Nqext(B).

Ahora veremos que se cumple la inclusioén inversa, con lo cual tendremos probada
iii).
De gext(A) C Ay gext(B) C B se desprende, por condicién v') de

gext(A)Ngext(B) SATB

Volviendo a utilizar que la inclusién de quasets implica a la extensional, obtenemos
que
gext(gext(A)Ngext(B)) € gext(ANB)

Pero puede verse que la gextension aplicada al miembro izquierdo de la inclusién no
tiene ningun efecto, ya que tal conjunto ya es cldsico. Por lo tanto,

(gext(A)Nngext(B)) C gext(AMB).
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Con lo cual queda probado el otro sentido de la inclusién y la propiedad iii).
La condicién ii) es consecuencia del axioma de unién y de que la implicacién
extensional sea implicada por la de quasets.

ACALUB A BCAUB=qgext(A)Cqgext(AUB) A qext(B)Cgext(ALB)

De lo cual, por tratarse de conjuntos cldsicos como las gextensiones, obtenemos
la condicién deseada

gext(A)Ugext(B) C gext(AU B)

Hemos mostrados que se verifican las condiciones andlogas en QST de Por lo
tanto, podriamos seguir los mismos razonamientos utilizados en Avron y Konikowska
(2008) para caracterizar la union e interseccion de quasets de forma andloga, obte-
niendo tablas equivalentes al caso de RST. Lo cual estaria en absoluta concordancia
con lo discutido anteriormente en la secciéon sobre el complemento de quasets.
Sin embargo, observemos que la obtencién de estas relaciones es debido a que he-
mos impuesto ciertas restricciones topolégicas presentadas en [3.6] La axiomatica de
QST por si misma, sin estas condiciones adicionales, no permite tal caracterizacion.
Permitiria otra Nmatriz mdas indeterminista que la de RST.
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Notas

1Agradecernos a uno de los revisores anénimos haber notado (y recomendado) destacar
este punto para mayor claridad del lector.

2E] autor hace aqui referencia a la teoria de conjuntos desarrollada por Georg Cantor.

3Aunque es importante mencionar aqui a la Mecanica bohmiana, la cual es una reformula-
cién de la teoria cuantica en la cual los sistemas cudnticos son representados como particulas
que poseen trayectorias bien definidas y son guiados por una onda piloto.

“*Cuando ampliemos la axiomética original en la seccién tendremos un axioma,
que garantizard la existencia de quasets propios a partir de cualquier conjunto cldsico no
vacio

5> Se recomienda al lector interesado ingresar a la pagina oficial de la Sociedad Internacio-
nal de Rough Sets para informarse acerca de su mundo y potencial: https: //www.roughsets.

org/k
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®No deseamos introducir nuevas discusiones mds all4 de las necesarias, pero esto pide
una esclaracién: la ‘nube’ de um gset x relativa a otro gset y 2 x es el gset C,(x) de los
elementos de y para los cuales hay un indiscernible in x. Informalmente, son los elementos
de y que podrian estar en Xx.

7Recomendamos al lector interesado relacionar esta particularidad de la 16gica cudntica
con la pérdida de la edecuacion del conjunto de interpretacion para la disyuncion del reticulo
de proyectores estudiada en de (Jorge y Holik 2022).

8Esta tabla es exhaustiva sélo para el caso en el cual se desea valuar la disyuncién de
dos proposiciones atémicas, de lo contrario habria que considerar en la tabla los valores con
pertenencia indeterminada al quaset V4
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