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RESUMO

Esta investigacdo, inserida no campo da Histéria da Educagdo Matematica, pretende responder a seguinte pergunta
investigativa: como Hardy e Lima abordaram o conceito de limite em seus respectivos livros: Um curso de matematica
pura, de 1908, e Curso de Anélise, de 1967? A pesquisa € de cunho descritivo e analitico, revela o que cada autor
apresentou sobre o conceito de limite e identifica a abordagem didatica de ambos. A luz da teoria dos trés mundos de Tall
(2013), analisei a abordagem de cada autor, procurando identificar em que mundo conceitual cada um se insere: mundo
corporificado (intuitivo); simbdlico; formalizado, ou alguma mescla deles. Constatei que a abordagem de Hardy é uma
mescla entre o mundo corporificado e simbdlico-formalizado, enquanto Lima insere-se no mundo formalizado.

Palavras-chave: Histéria da Matematica, Calculo Diferencial, David Tall, Ensino da Matematica

ABSTRACT

This investigation, inserted in the field of History of Mathematics Education, aims to answer the following investigative
question: how did Hardy and Lima approach the concept of limit in their respective books: A course of pure mathematics,
from 1908, and Course of Analysis, from 19677 The research is descriptive and analytical in nature, revealing what each
author presented about the concept of limit and identifying the didactic approach of both. In light of Tall's theory of the
three worlds (2013), | analyzed each author's approach, trying to identify which conceptual world each one fits into:
embodied (intuitive) world; symbolic; formalized, or some mixture of them. | found that Hardy's approach is a mix between
the embodied and symbolic-formalized world, while Lima is inserted in the formalized world.
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1. MOTIVAGAO E CAMINHO DA PESQUISA

Entre todos os conceitos que se apresentam no calculo infinitesimal, o de
limite €, sem duvida, o mais importante, e talvez também o mais dificil
(Spivak, 1996, p. 107)

Uma boa dose de honestidade transparece na epigrafe acima: o conceito de limite,
embora fundamental para o Calculo, segundo Spivak, é dificil. Autores de livros didaticos
de Calculo, ao abordar o conceito de limite, parecem nao levar em consideragéo o desafio
que é a compreensao desse conceito para muitos alunos. Spivak (1996), na introdug¢ao do
capitulo 5 de seu livro de Calculo, com primeira edigcdo em 1967, chamou a atencao para
este fato. Tall (2013, p.149) compartilha dessa visdo quando diz que a ideia de uma
quantidade tornar-se arbitrariamente pequena foi complicada historicamente e continua a
ser problematica para os iniciantes pois “[...] imaginam o processo de uma sequéncia de
numeros tendendo a zero, dando um limite que € quase zero, mas ndo completamente”.
Tall (2013) realizou, em parceria com outros pesquisadores, investigagcdes para
compreender como os estudantes tentam dar sentido ao conceito de limite na analise
matematica.

A motivagao para investigar a abordagem do conceito de limite segundo Hardy surgiu
quando eu pesquisava sobre a historia do simbolismo matematico para este conceito. No
livro Histéria das Notagbes, de Cajori (1993), encontrei a referéncia ao nome de Hardy. Li
seu livro Um curso de matematica pura, de 2011, uma reimpresséo da edicdo comemorativa
ao centenario da obra. A surpreendente abordagem de Hardy e as dificuldades dos
iniciantes na compreensao do conceito de limite, instigaram-me a procurar um matematico
brasileiro de sucesso que tivesse escrito amplamente sobre esse conceito, a fim de tentar
uma comparagao de abordagens. Na entrevista que realizei com o professor Elon Lages
Lima, em 1998, ele citou o livro de Hardy como exemplo de um bom livro didatico (Silva,
2002). Posteriormente, constatei que este matematico integra a lista de referéncias de Lima
(1976). Essas duas razbes que me conduziram, naturalmente, a escolher Lima, como o
autor brasileiro que eu procurava. Os livros de Hardy e Lima, cujas publica¢des foram feitas
com quase duas décadas de diferenca, sdo amplamente utilizadas no ensino, com muitas
edigdes e reedicdes; sao, portanto, livros de sucesso.

A presente investigacao insere-se no campo da Historia da Educagdo Matematica,
no qual os livros escolares desempenham significativo papel. O livro didatico exerce
multiplas fungdes, coexiste com outros materiais didaticos e envolve, na sua producgao e

divulgacédo, uma diversidade de agentes. Entre as quatro fung¢des exercidas pelo livro
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didatico, segundo Choppin (2004), esta a funcéo referencial ou curricular — aquela que
serve como suporte aos conteudos educativos. Nesse sentido, os livros de Hardy e Lima
sao obras em que a funcéao referencial é a fungao precipua, uma vez que sao livros escritos
para o ensino de Calculo Diferencial e Integral ou Andlise Matematica em cursos
universitarios. Esta pesquisa é de cunho descritivo e analitico, revelando o que cada autor
apresentou sobre o conceito de limite, mas ndo se limita a isso: procura, principalmente,
identificar a apresentacdo didatica por eles seguida. A luz da teoria dos trés mundos de Tall
(2013), a abordagem de cada autor foi analisada, procurando identificar em que mundo
conceitual cada uma predominantemente se insere: mundo corporificado (intuitivo);
simbdlico; formalizado, ou alguma mescla deles.

Motivada pelas razdes expostas, escolhi o conceito matematico de limite para
analise. A tese de doutorado de Cornu, em 1983, abordou a aprendizagem da nogao de
limite. Cornu (1991, p. 153) manifestou-se a respeito do conceito de limite, dizendo o
seguinte:

[...] € uma nocédo particularmente dificil, tipica do tipo de pensamento exigido na
matematica avangada. Ocupa uma posicdo central que permeia toda a analise
matematica - como fundamento da teoria da aproximacgao, da continuidade e do
célculo diferencial e integral.

A importancia desse conceito reflete-se nas pesquisas ja realizadas e divulgadas por
experientes pesquisadores. Cotrill et al (1996, p. 167) afirmam que “o conceito de limite
apresenta grandes dificuldades para a maioria dos alunos e eles tém muito pouco sucesso
na compreensao desta importante ideia matematica”. Na mesma linha de pensamento, Katz
e Tall (2015, p.7) afirmam que pesquisas realizadas revelam que:

Embora os matematicos possam aprender a usar sua abordagem formal com grande
sucesso, a transicdo da matematica intuitiva, cheia de ideias imaginativas, para a
matematica formal, baseada em definicbes e deducdo passo a passo apresenta
dificuldades significativas para muitos alunos.

A tese de Domingos (2003), ao tratar de conceitos matematicos avangados, aborda
a aprendizagem do conceito de limite. O autor concluiu que a aprendizagem de limite n&o
é facil porque, mesmo antes deste conceito ser introduzido, os alunos ja tém certas ideias,
intuicbes e imagens proporcionadas por sua experiéncia diaria.

Insucessos e dificuldades na aprendizagem, obstaculos e desafios para o ensino,
sdo algumas constatagbes que matematicos, historiadores, psicologos, pesquisadores
relatam sobre o conceito de limite. Os livros didaticos, em geral, como diz Cornu (1991)

dedicam um capitulo ao conceito geral de limite, incluindo uma definigdo formal, uma
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declaracao de sua unicidade e teoremas sobre operacgdes aritméticas aplicadas aos limites.
Os exercicios voltam-se mais para as operacdes com limites. Seria isso suficiente?

O livro didatico tem a autoridade da palavra impressa, essa € uma das caracteristicas
de um livro, mas, no caso, dos dois autores analisados, essa autoridade advém, também,
do capital cientifico de seus autores. Como definiu Bourdieu (2002), o capital cientifico é
essa soma de experiéncias, conhecimentos cientificos e recursos acumulados durante a
vida do individuo. Godfrey Harold Hardy (1877-1947) era um matematico da Universidade
de Cambridge, com reputacao internacional; escreveu mais de 300 artigos cientificos, foi
presidente da Sociedade de Matematica de Londres. Elon Lages Lima (1929-2017) era
matematico do Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) - local de pesquisas
reconhecido internacionalmente - conhecido como o autor dos melhores livros didaticos de
matematica em lingua portuguesa; escreveu 24 livros.

Feita a escolha dos dois autores, procedeu-se a identificagdo das unidades de
significado: discursos nos prefacios; ordenagdo dos conceitos de limite; emprego de
simbologia; representacdes de conceitos; exemplos; abordagem didatica e referéncias. As
unidades de significado identificadas relacionam-se com as seguintes questdes, com as

quais se pretende comparar as obras:

Quadro 1- Unidades de significado

Unidades de Significado Questoes

Discursos nos prefacios O que outros autores afirmam sobre o livro didatico? Como
0 proprio autor se posiciona a respeito de seu livro?

Emprego de simbologia Quais simbologias sdo empregadas? Com que frequéncia?

Representacoes de | Qual a frequéncia de figuras no texto?

conceitos

Exemplos Como os exemplos sao introduzidos e com qual frequéncia?

Abordagem conceitual do | Qual a abordagem conceitual do autor, de acordo com os

autor mundos conceituais de Tall?

Referéncias Quais os autores que foram citados no texto?

Fonte: elaborado pela autora

A partir dessas unidades de significado, cheguei as categorias mais especificas:
abordagem mesclada corporificada-simbdlica; abordagem mesclada simbdlica-
formalizada, abordagem formalizada, segundo Tall (2013).

A teoria do pesquisador David Tall (2013) contribui com a teoria de aprendizagem
matematica, ao propor que o pensamento matematico pode ser visto sob trés aspectos: 1)
mundo corporificado (embodied), que € aquele relacionado as caracteristicas fisicas dos
objetos matematicos, € um mundo de significado sensorial; 2) mundo simbdlico, que é

aquele relacionado as caracteristicas dos objetos apresentados em palavras tradicionais e
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familiares onde os calculos podem ser feitos (ambos: aritméticos e algébricos), e 3) mundo
axiomatico formal, que é aquele relacionado ao formalismo matematico dos conceitos. Da
matematica pratica: formada por numeros, formas e espago — o pensamento progride para
uma matematica tedrica — da algebra e geometria euclidiana. “Enquanto a geometria se
constroéi através do aumento da sofisticacao estrutural, o simbolismo se desenvolve através
da compressao operacional das operacgdes incorporadas ao simbolismo manipulavel que
entdo tem propriedades estruturais que desenvolvem suas proprias formas de definicdo e
prova” (Tall, 2013, p. 402-403). Finalmente, o terceiro mundo da matematica formal
axiomatica constréi um nivel formal baseado na definigdo da teoria dos conjuntos e nas
demonstracgdes formais.

A Figura 1 ilustra como os trés mundos conceituais de Tall se mesclam. Os mundos
ao se mesclarem tornam-se mais realistas, pois permitem uma amplitude de olhares, néo

sdo vistos mais como estanques.

FORMAL

A Formal Axiomatic Formal
Mathematics Set-theoretic Definition — Mathematical Proof

Embodied Proof |  Symbolic

Theoretical Formal combining Formal
Mathematics embodiment | . b 2ic Proof
& using s s S it
symbolism Algebra

Space & Shape Embodied | Generalized arithmetic

Symbolic Arithmetic

Practical

Mathematics Number

A

SYMBOLIC

o J (using Procedures

EMBODIED brecets

Figura 1: Os trés mundos conceituais de Tall
Fonte: Tall (2013, p. 19)

Para Tall (2013), o uso do termo formal necessita ser flexibilizado. Para um
matematico, o termo formal é aquele da parte superior da Figura 1, envolvendo definicoes
tedricas a partir de uma axiomatica e demonstragdes formais. Entretanto, para um educador
matematico, o formal pode ser empregado como uma das fases de Piaget denominada
operacional formal. A fim de resolver o impasse, ele sugere que se use a mescla
corporificado e simbdlico-formalizado como o apice da matematica escolar e, também,

como uma base para as aplicagdes da matematica a niveis mais elevados.
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2. APRESENTAGAO DE LIMITE SEGUNDO GODFREY HAROLD HARDY

Cours d’analyse de Jordan — nunca esquecerei a surpresa com que li essa obra
notavel [...]. Daquela época em diante, me tornei, a minha maneira, um matematico
de verdade, com sadias ambigbes matematicas e uma paixdao verdadeira pela
matematica (Hardy, 2000, p.137)

O poder de um bom livro nunca pode ser subestimado, como nos lembra o
depoimento de Hardy que constitui a epigrafe: o livro de andlise que marcou a vida desse
autor foi relembrado como um marco muitas décadas depois de ter sido lido. Um livro nunca
€ apenas um livro, por isso a tarefa de analisa-lo, seja do ponto de vista histérico,
epistemoldgico ou metodoldgico, € um desafio para o pesquisador.

Um curso de matematica pura de G. H. Hardy (1908) € um dos livros didaticos de
analise que, mesmo centenario, permanece um classico a ser lido e comentado. Pode-se
aprender com o entusiasmo e rigor do controverso matematico de Cambrigde, uma vez que
ele aprofunda com clareza e maestria os fundamentos da analise, mas nao se limita a isso:
ele também dialoga com o leitor fazendo uso de muito humor. Hardy retomou a tradigdo de
bons livros didaticos de analise no inicio do século XX (O primeiro autor inglés dessa leva
foi Whittaker, com Um Moderno Curso de Analise de 1902; seguido, em 1907, por Hobson,
com o livro A teoria das fungbes de uma variavel real). O humor fino de Hardy, aparece ja
no prefacio da primeira edicdo, quando afirmou: “Eu considero o [este] livro como sendo
realmente elementar” (Kérner, 2011, p. xiii). Na sétima edicdo, ele fez uma autocritica de
seu livro, afirmando que se sentiu muitas vezes tentado a fazer drasticas mudangas no
texto, em substancia e estilo. Aquilo que escreveu, segundo diz, evidenciava uma énfase e
um entusiasmo que vinte anos depois lhe pareciam ‘“ridiculos”. No prefacio da décima
edicdo, Korner diz: “Ler Hardy é ler um matematico plenamente consciente de suas
habilidades, mas que Ihe trata como um igual natural”.

Algo me surpreendeu neste livro: a auséncia de pressa que Hardy habilmente
demonstrou na apresentagao do conceito de limite. O livro esta dividido em dez capitulos,
dos quais o quarto e quinto sdo dedicados a limites (da pagina 110 a 183), embora este
assunto tenha sido tratado também em outros capitulos. E como Hardy abordou o conceito
de limite? Por que teria usado tantas tantas paginas com esse conceito? Importa assinalar
que, antes de introduzir o conceito de limite, ele apresenta os numeros reais pelos cortes
de Dedekind, funcdes e numeros complexos. E também: ele ndo parte de uma definicéo
formalizada de limite de uma sequéncia ou de uma fungéo qualquer. Seu ponto de partida

foi considerar as sequéncias como fungdes, cujo dominio € o conjunto dos numeros inteiros
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positivos e, apds muitos exemplos, explicar em detalhes o que significa a expressao “n

tende para o infinito” e discutir o “comportamento de uma funcédo de n quando n tende para
o infinito”, tomando a fungao ¢(n) = %como a sua grande protagonista. S6 entao aparecera

a estrela da cena — a definicdo de limite. Segundo Hardy, apos essa introdugéo, o leitor
podera apreciar a nogao de limite.

O caminho perseguido é mais ou menos este: considere-se uma sucessao de valores
n que assume os valores 1, 2, 3, ... sucessivamente. E preciso ter uma frase para se
expressar este crescimento sem fim de n; em matematica, diz-se que n tende ao infinito ou
n— o, em que o & o simbolo para o infinito. Para Hardy, n&o existe um numero «; o
simbolo nada significa a nao ser na frase “tende ao infinito”. Para explicar melhor e atacar
o significado de expressdes que envolvem o infinito, ele diz que: “1) o simbolo o nao
significa nada em si mesmo, embora uma expressao contendo-o, signifique, algumas
vezes, algo; 2) em todos 0s casos em que uma expressao contenha o simbolo o, significa
simplesmente que se ira fazer algo com ele atribuindo significado por meio de uma
definicao” (Hardy, 2011, p. 117).

O comportamento de uma fungao de n quando n tende para o infinito é explicada
com o auxilio das fungbdes ¢@(n) = % epn)=1- % Ele faz duas afirmacdes que, em sua
opinido sao Obvias: a) a fungdo ¢ € pequena para valores grandes de n; b) a fungéo ¢ é
préxima de 1 para valores grandes de n. Depois de discutir amplamente sobre o significado
dessas expressdes, usando exemplos numéricos, ele formaliza melhor a questao afirmando

que as expressodes a) e b) sdo equivalentes uma a outra quando: “se § € qualquer numero
positivo, por menor que seja, entao % < § para valores de n suficientemente grandes”. Ou,
de maneira ainda mais formal: “Se § é qualquer numero positivo, por menor que seja, entao
pode-se encontrar um numero n, tal que % < § para todos os valores de n maiores ou iguais

a n," (Hardy, 2011, p. 118). Ele ressalta ainda que n, € fungdo de §, o que pode ser
enfatizado escrevendo ny(9).

Hardy, além do humor fino, gostava de jogos e, entre todos, o que mais apreciava
era o criquete; além disso, ele inventava jogos para se divertir com os amigos (Snow, 2000).
Por isso, ndo é de se estranhar que ele usasse metaforas de jogos no livro. Tentando
explicar a definicdo acima, ele dizia que o leitor poderia imaginar que, se ele estivesse

confrontado com um adversario, 0 oponente apresentaria numeros cada vez menores,

comecando com 0,001; o leitor deveria replicar % < 0,001 assim quando n>1000. O
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oponente tentaria com um numero ainda menor - 0, 0000001. O leitor replicaria com n>
10.000.000 e, assim por diante. Ele concluiu que, neste caso, o leitor sempre teria o melhor
argumento, e ganharia.

Podemos entender a ideia intuitiva de Hardy na exemplificagdo acima, como uma
tentativa de passar gradualmente pelos trés mundos conceituais, conforme Tall (2013).
Afinal, casos de infinito, limites de sequéncias infinitas, limites minimos e maximos sao
casos especiais de uma metafora conceitual em que processos se prolongam
indefinidamente.

Essa apresentagdo gradual do conceito, com numerosos exemplos e metaforas era

um artificio para nao ingressar diretamente na formalizagao. A fim de introduzir a simbologia
de limite, ele novamente toma a funcao particular ¢(n) = % Aqui, segue Leathem (1905),
que introduziu a seta em lugar do sinal de igual no simbolo de limite. “Dizemos que o limite

1 . ~
de - quando n tende para o €& zero, uma expressao que podemos expressar

. . . 1 . . 1 , .
simbolicamente como lim == 0, ou simplesmente lim —= 0. N6s podemos também escrever

n—-oon

~ - 0 quando n - oo " (Hardy, 2011, p. 119).

Além de explorar fungbes que se aproximam de zero, ele considerou aquelas que
tendem ao infinito, por exemplo ¢(n) = n?, e ¢(n) = —n?. Para essas fungdes, introduziu,
por conveniéncia, os simbolos +o e —co. Essa simbologia, segundo ele, ndo tem significado
em si, s6 adquirindo significado em situagbes como o resultado do calculo de fungdes,
consoante explicado anteriormente quando n? - +o e —n? - —oo.

Embora a ideia esteja clara, para evitar expressdes ambiguas, ele apresenta a
definicdo 1, com formalidade:

Definicao 1: diz-se que a fungdo ¢(n) tende para o limite | quando n tende a oo, se,
por menor que seja o numero positivo &, ¢(n) difere de | pelo menos para valores
suficientemente grandes de n; ou seja, se, por menor que seja 0 humero positivo §,
podemos determinar um numero ny(8) correspondente a §, de modo que a ¢(n)
difere de | por menor que seja, para todos os valores de n maior ou igual a ny(8)
(Hardy, 2011, p. 120)

Com maior simbolismo, ele da uma definicdo mais curta.

Se, dado qualquer numero positivo §, por menor que seja, nés pudermos encontrar
ny(8) tal que |p(n) — 1| < § quando n> n,, entdo diz-se que ¢(n) tende ao limite |
quando n tende ao « e escreve-se lim ¢(n) = [ (Hardy, 2011, p. 120)

n—oo
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As ilustragdes aparecem amplamente no livro de Hardy (60 figuras). Aqui, o autor
usa uma fungao elementar, a fungao constante, para mostrar geometricamente o significado

do limite lim ¢(n) = [ (Figura 1). Ele toma a fungéo constante ¢(n) = [, ou y= [ considera
n—->0oo

duasretas paralelasy=1-5dey=1+§.

S— - —— . —y=l+8

e ly=1-3

o I & & T n X

Fig. 25

Figura 2: llustragéo do limite de uma fung&o constante
Fonte: Hardy (2011, p. 121)

Em sua explicagdo geométrica, na Figura 2, afirma que nao importa quao perto estas
retas estejam, podemos sempre desenhar a linha x= n, de modo que todos os pontos a
direita estejam entre eles.

Esse modo de apresentar o limite, encontra-se num mundo mesclado entre o
corporificado, simbodlico e formalizado. Hardy ndo foge as sutilezas, ele as expode
abertamente, quando diz: “O leitor ndo pode imprimir esses fatos com muita intensidade em
sua mente. Um limite ndo é um valor da funcao: € algo bastante distinto destes valores,
embora seja definido pelas suas relagdes com eles e possa ser igual a alguns deles” (Hardy,

2011, p. 124). Ele explica isso com exemplos. Para a fungcdo ¢(n) = 0,1, o limite é igual
para todos os valores de n, mas se ¢(n) = % ele nao é igual a nenhum valor desse ¢(n).

Ele discute também as funcdes oscilantes, quando ¢ (n) ndo tende nem para +oo, em para
- oo, Apresenta alguns teoremas envolvendo operagdes com limites e, ao introduzir a
proposigcao — Se ¢ (n) e Y(n), tendem aos limites a e b, entado ¢ (n) + Y(n), tendem ao limite
atb — ele observa que isso € “quase o6bvio”. Mas o que significa ser ébvio? Como os
matematicos gostam de usar a expressao “é Obvio”, 0 que muitas vezes desconcerta os

alunos, o comentario de Hardy (2011, p. 130) a esse respeito merece ser transcrito:

Que um teorema é '6bvio' neste sentido ndo prova que é verdade, uma vez que 0s
mais confiantes julgamentos intuitivos do senso comum s&o frequentemente
considerados errados; e mesmo que o teorema seja verdadeiro, o facto de ser
também 'ébvio' ndo é motivo para nao o provar, se for possivel encontrar uma prova.
O objetivo da matematica & provar que certas premissas implicam certas conclusdes;
e o fato de que as conclusbes podem ser tdo '6bvias' quanto as premissas nunca
diminui a necessidade, e muitas vezes nem mesmo o interesse da prova.
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Entdo, o que ele quer dizer com é “quase 6bvio”?

Queremos dizer que um momento de reflexdo ndo deve apenas convencer o leitor
da verdade daquilo que é dito, mas deve também sugerir-lhe as linhas gerais de uma
prova rigorosa. E, muitas vezes, quando uma declaragdo é 'ébvia' neste sentido,
pode-se omitir a prova, ndo porque a prova seja desnecessaria, mas porque € uma
perda de tempo declarar em detalhes o que o leitor pode facilmente fornecer para si
mesmo. O conteudo destas observagdes foi-me sugerido ha muitos anos pelo Prof.
Littlewood (Hardy, 2011, p. 130)

A convergéncia de séries € explorada de maneira ampla, com a inclusao de varios
teoremas concernentes as séries infinitas. Apresenta, também, contra-exemplos simples
para alguns resultados. Curiosamente ndo utiliza a palavra “conjunto”, preferindo
“agregado”, com o mesmo significado. Desta maneira, introduz o importante conceito de
limites de um agregado (conjunto) limitado. Este predmbulo é necessario para a introdugéo
dos limites de uma fung¢ao limitada. A partir dai, ele chega as definigdes de limites
superiores e inferiores. Simbolicamente, A = lm ¢(n) e A = lim ¢(n).

O capitulo V é dedicado a limite de fungdes, a continuidade e descontinuidade. Assim
como no capitulo anterior, ele comega a abordagem com o limite de fungdes que tendem
ao infinito, lembrando que a unica diferenga, agora, € de que x pode assumir qualquer valor.
Nestas circunstancias, sugere que um ponto P que corresponde a x coincide com cada
ponto a direita da sua posi¢ao inicial, enquanto na situagdo anterior, no caso das
sequéncias, o ponto tendia por “saltos” — essa distingdo é expressa da seguinte maneira —
x tende continuamente ao infinito. Ele chama a atencgao para o fato de que as definigdes e
os teoremas, neste caso mais geral, sdo praticamente repeticbes daqueles do ultimo
capitulo. Mas, ele nao se furta de a essas apresentar definigcdes. A definigcao 1 refere-se ao
limite [, quando x tende ao infinito e a definigdo 2 do limite infinito, quando x tende a infinito
e a definicdo 3, quando o limite oscila. No paragrafo 93, toma o caso particular do limite
quando x tende a zero. Finalmente, apresenta o caso mais geral do limite de uma funcao
quando x tende a um valor a. Assim, ele considera o limite de uma fungdo ¢(x) quando x
tende ao valor a, dizendo: “Se dado &, pode-se sempre determinar € (6) tal que |p(x) — ] <
d quando 0 < |x —a| < € (8) entédo jlcllr}l ¢(x) = I” (Hardy, 2011, p. 177).

Finalmente, o autor introduziu notacdes para os limites laterais, afirmando que, se

os dois limites coincidirem, aquele sera o valor do limite no ponto (conforme Figura 3).
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Thus lim ¢(z) = [ is equivalent to the two assertions

o lim ¢(x) =1 lim ¢(z) =1L
0

z—+a+l z—+a—

Figura 3: Teorema sobre limites laterais
Fonte: Hardy (2011, p. 177)

Hardy repete afirmagdes que parecem ser caras para ele. Por exemplo: lirr(l) P(x) =
X—

[, € uma afirmagéo sobre os valores de ¢ (x) quando x tem qualquer valor distinto de zero,
mas diferindo pouco de zero, ela ndo € uma afirmagao sobre o valor de x quando este é
igual a zero. Na verdade, nada afirmamos sobre o valor da fungdo em x = 0; a afirmacao
quer dizer que, quando x é quase igual a zero, ¢(x) € quase igual a [. Alias, ¢(x) nao
precisa estar definida para x=0. Ele exemplifica essa questao de maneira bem simples: Seja

afuncéo ¢(x) = O paratodox, o lir% ¢(x) = 0.Mas,seafuncaoy(x) = 1parax=0e y(x) =
X—
0 parax# 0,0 lin(l) Y(x) = 0, mesmo que Y (0) = 1. Isso quer dizer, geometricamente, que,
X

se nos movermos ao longo do grafico de um lado a outro, a ordenada da curva sendo zero,

o limite tendera a zero.

.1
Alguns exemplos de Hardy sao esclarecedores, como este: a fungdo y = Esfn’fg tende
Sin—-

X.

a um limite quando x tende a 0? A resposta dele: “N&o, a func&o é igual a1 exceto quando

. 1 . . 1 1 1 1 . .
sin (;) = 0, isto € quando x= — 5o - o T - POIS, para estes valores, a férmula para 'y

21 T 2T

nao tem significado ou seja, € g e y ndo esta definida para uma infinidade de valores de x”
(Hardy, 2011, p. 183).
Muitos exemplos apresentados para as sequéncias sdo retomados quando x € um

. . . . ~ 1 1
numero real qualquer. Ele sugere que o leitor considere as seguintes fungdes: ot 1+(;),

x%,x* , [x], x-[x], [x] + y/{x — [x]} quando x— oo. As primeiras fungdes sdo simples, ele
trabalhou intensivamente com elas, os graficos das ultimas trés fungdes foram construidos
no capitulo 2., e sera facil ver que [x] tende para o , que x-[x] oscila e que [x] + \/m
tende para oo.

As representagdes geométricas sao sugeridas para facilitar o calculo do limite

(Figuras 4 e 5):
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¥

2 0 1

ez

Figura 4: Graficos das fungdes [x] (a esquerda) e x-[x] a direita

Nos capitulos sobre limites, os autores citados por Hardy ndo sdo em numero

Fonte: Hardy (2011, p. 58)

Figura 5: Grafico da fungéo [x] + +/{x — [x]}
Fonte: Hardy (2011, p. 58)

expressivo e, em geral, aparecem em notas de rodapé.

Quadro 2: Referéncias de Hardy

Bromwich, Thomas John
“Anson (1875-1929)

An introduction to the theory of infinite series (1908)

“[...] melhor matematico puro entre os matematicos aplicados
em Cambridge, e o melhor matematico aplicado entre os
matematicos puros” (Hardy, Mc Tutor, disponivel em:
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bromwich/

Hobson, Ernest Willian
(1856-1933)

Theory of Functions of a Real Variable (1907)

Hardy acreditava que este trabalho tinha sido de grande
importancia no desenvolvimento da matematica pura na Gra-
Bretanha.

Littlewood, John Edensor
(1885-1977)

Em parceria com Hardy: Some problems of Diophantine
approximation. Acta mathematica, v. 37

Ingham, Albert
1967)

(1900-

Né&o indica o trabalho especifico, apenas que o argumento
usado é devido a Ingham

Fonte: a autora

O matematico J. E. Littelwood, colega com quem Hardy mais escreveu em parceria,

em torno de 100 artigos, adotaram regras em comum para tal trabalho’.

' Quando um escrevia ao outro, era completamente indiferente se aquilo que escrevia era certo ou errado.

Quando um recebia uma carta do outro, ndo era obrigado a Ié-la, muito menos a respondé-la. Embora néo

importasse realmente que ambos pensassem simultaneamente nos mesmos pormenores, era preferivel que

. Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Florianépolis, v. 19, p. 01-21, jan./dez., 2024.
Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2024.€99577

12


https://doi.org/10.5007/1981-1322.2024.e99577

O quanto a escrita de Hardy tem a ver com o pensamento de Littlewood é dificil de

ser avaliado, mas eles foram mutuamente influenciados em suas investigagoes.
Sucintamente, concluo que as unidades de significado encontradas na narrativa de
Hardy permitem mostrar como a sua abordagem passa pelos trés mundos conceituais: o
corporificado — transparece desde o prefacio quando ele entende seu texto como elementar,
seguindo com a apresentagdo de muitos exemplos, inclusive um deles com pitada de
humor, antes de chegar a simbolizacao e defini¢gdes formais, incluindo dialogos com o leitor;
o mundo simbdlico esta presente em todo o livro e nele inclui observacgao historica quanto
a notagéao de limite; o mundo formal, que surge como apice da sua abordagem, transparece

inclusive nas referéncias que usa, que inclui poucos matematicos puros.

3. APRESENTAGAO DE LIMITE SEGUNDO ELON LAGES LIMA

Todos os conceitos e resultados importantes da Analise Matematica se referem, quer
explicita, quer indiretamente, a limites (Lima, 1992, p. 77)

Assim como Hardy, Lima escolheu iniciar a abordagem de limites pelas sequéncias,
justificando que esta é a nogdao mais simples de limite. Pensar intuitivamente é o primeiro
conselho do autor: “...] sugerimos ao leitor pensar numa sequéncia (x4, x5, ..., Xp, ... ) de
numeros reais como uma sequéncia de pontos da reta” (Lima, 1992, p. 77). Partindo de um
pensamento intuitivo, um numero real é limite de uma sequéncia se, para valores muito
grandes de n, podemos tornar os x, tdo proximos quanto quisermos. Entretanto,
precisamos em matematica ter mais precisao e, por isso, depois deste curto divagar, o autor
introduz a definicao formalizada de limite:

Diz-se que o numero real a é limite deda sequéncia (x,,) de niUmeros reais, e escreve-
se a=lim x,,, ou a= lim x,,, ou a=1lim x,,, quando para cada numero real € > 0, dado
n n—-oo

arbitrariamente, for possivel obter um inteiro n, € N tal que |x,, — a|] < &, sempre que
n>n, (Lima, 1992, p. 83)

Segundo Lima (1992, p. 83), a forma conveniente a ser usada pelo professor no
quadro negro € a da Figura 6, em que as palavras sao excluidas, e a definigdo refinada

utiliza apenas simbolos matematicos.

nao o fizessem. Era bastante indiferente que um deles nao tivesse contribuido nem um pouco para o conteudo
de um artigo com o seu nome comum (O’Connor; Robertson, 2003).
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limx, =a.=2Ve>03n,eN; n>n,=|x,-a|<e

Figura 6: Definicao usando apenas simbolos para limite
Fonte: Lima (1992, p. 83)

Acompanhando essa definicdo, Lima (1992) esclarece cada simbolo. Entretanto,
segundo Tall (2013), dar sentido a uma definigdo assim formulada € problematico porque
ha quantificadores envolvidos V [para todos] e 3 [existe] e esta expressdo pode ser
complicada de manusear. Os resultados de pesquisas de Dubinski et al (1988, p. 44) sobre
quantificadores possibilitaram que eles concluissem o seguinte:

A capacidade de trabalhar com a quantificagdo existencial e universal de proposicoes
I6gicas € uma das ferramentas mais importantes e Uteis para aceder a um vasto
exército de ideias matematicas a quantificacdo &, por outro lado, um dos conceitos
menos frequentemente adquiridos e mais raramente compreendidos a todos os
niveis, desde o ensino secundario até a Pds — Graduacéo.

Quando Hardy, em 1908, propés uma definicdo mais simbdlica para o limite de
sequéncia, nao usou os quantificadores. Alias, segundo Cajori (1993), foi Peano (1908) que
introduziu o quantificador existencial no seu livro Formulaire. Para Peano, o simbolo 3 podia
ser aplicado a existéncia de um elemento ou de uma classe. O simbolo V ndo aparece em
Peano. Em Cajori (1993), o simbolo usado era “[all ]’, que em inglés significa: uma classe
consistindo de todos (elementos, funcdes, etc) que tém uma propriedade especifica.
Posteriormente, a letra A de “all” sofreu uma simetria e foi usada como quantificador
universal V [para todos].

A “limpeza” da linguagem ordinaria realizada por Lima é a ideal para um matematico
tedrico porque ela o livra das ambiguidades inerentes a lingua. Mas, para o principiante,
seria uma boa alternativa?

Lima, para amenizar o impacto dessa definicdo simbdlica, aproveita para contar a
histéria de Hardy com o jogo dos adversarios, ja relatado; entretanto, logo retoma o linguajar
matematico, dizendo “Voltando a falar sério” (Lima, 1992, p. 84). Faz uma representacao
para explicar o limite da sequéncia (x,,), conforme a figura 6. Ao todo, no livro, o autor

apresenta 29 figuras.
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TR N R -

Xy, a-& a ate x,

Quando lim x, = a, fora de um intervalo (a-¢, a + ¢)
€51d0 NO MAXImO 08 LErmos X, , X, , ..., X,

Figura 7: Representacao do limite de uma sequéncia
Fonte: Lima (1992, p. 84)

Seguem-se muitos resultados importantes, entre outros o da unicidade do limite e de
operacbes com ele Tais resultados sdo sempre acompanhados pelas devidas
demonstracgoes, além de numerosos exemplos muito detalhados. O autor inclui os limites
superiores e inferiores de sequéncias. A introducéo as séries é bastante semelhante a de
Hardy.

No capitulo 6, Lima retoma o conceito de limite de uma forma mais geral que o limite
de sequéncias. A definicdo de limite de uma fungdo € apresentada numa roupagem
totalmente formalizada, admitindo que o ponto a para o qual a variavel x tende deve ser um
ponto de acumulacao. Assim, ele parte de uma funcédo f com valores reais, definida num
subconjunto X de R e escreve:

Diremos que o numero real L é o limite de f(x) quando x tende para a, e escreveremos
lim f(x) = L, para significar o seguinte: para cada numero real ¢ >0, dado
xX—a

arbitrariamente, podemos encontrar § > 0 de modo que se tenha |f(x) —L| <
0, sempre que se tenha xeX e 0 < |x — a| < ¢ (Lima, 1992, p. 153)

Embora a definigdo seja bem formalizada, o autor, assim como fez para o limite de

uma sequéncia, afirma que esta pode ser ainda abreviada. E escreve que o lim f(x) =
xX—a

L pode ser escrito como: “Ve > 036 > 0;xeX,0< |x —a| <§ = |f(x) — L] <& (Lima,
1992, p. 153).
A terceira formulacdo da mesma definicdo é apresentada usando expressdes da

topologia: “Assim lim f(x) = L significa que, para todo intervalo aberto (L — ¢, L + €), existe
x—-a

um intervalo (a — §,a + §) tal que, pondo-se V5= (X —{a}) N (a — §,a + §), vale f(V5) c
(L—¢,L+¢)" (Lima, 1992, p. 153).

ApoOs estas definigbes, faz a seguinte afirmagdo no que chamou de “linguagem
simples”, assim: “é possivel tornar f(x) arbitrariamente préoximo de L, desde que se tome

xeX suficientemente proximo de a (e diferente de a!)” (Lima, 1992, p. 153).
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Os comentarios que seguem as diferentes formulagdes da definicdo de limite séo
interessantes, pois o autor chama a atencao para particularidades que podem passar

despercebidas como: “Ao considerarmos o limite lim f(x) = L ndo exigimos que a pertenga
xX—a

ao dominio da funcao f. Nos casos mais interessantes de limite, tem-se a ¢ X” (Lima, 1992,
p. 153).

Os limites laterais, limites no infinito, limites infinitos e expressdes indeterminadas
sdo também objeto de analise pelo autor. Com muitos exemplos, ele amplia as definigbes
para chegar a valores de aderéncia de uma funcdo e aos limites superior e inferior.

Entretanto, o autor n&o usa representagdes geométricas para os importantes exemplos de
~ 1 . . . , .
fungdes como f(x) = sen(;), apenas afirma que o limite superior quando x— 0 é 1, e o limite

inferior quando x— 0 é -1.

Nos dois capitulos que abordam limites, a unica representagdo geométrica € a da
figura 7. A quase auséncia de figuras talvez seja explicada pela necessidade que o autor
teve de algebrizar esse conceito. No prefacio, Lima (1992) ressaltou a relevancia de
apelarmos a intuicdo por meio de figuras, ficando essa a cargo do leitor.

As referéncias sao apresentadas no final do livro e, praticamente, ndo ha citagdes
destes autores no corpo do texto, excecao feita a Hardy (1952). Integram as referéncias 22
autores, destes sao brasileiros apenas o préprio autor, Jacy Monteiro e Djairo Figueiredo.

Autores que escreveram mais especificamente sobre Analise, estdo no Quadro 3.

Quadro 3: Referéncias de E. L. Lima

Bartle, R. G. The elements of real analysis (1964)
Figueiredo, D. G. Andlise | (1974)

Gleason, A. M. Fundamentals of abstract analysis (1966)
Goffman, C. Introduction to real analysis (1946)
Landau, E. Analysis, | (1968)

Phillips, E. G. A course of analysis (1956)

Rudin, W. Principios de analise matematica (1971)
Spivak, M. Calculus (1967)

Fonte: elaborado pela autora a partir de Lima (1992, p. 338)

Lima reforgou, no prefacio da primeira edigéo, que as referéncias bibliograficas dizem
respeito aos assuntos tratados no livro. Entretanto, destaca: “a lista € bastante seletiva,

refletindo meu gosto pessoal [...] foram incluidos os livros que, no meu entendimento,
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servem como leitura colateral, esclarecendo, completando ou abordando sob outros
aspectos os temas estudados neste livro” (Lima, 1992, s. p.).

Sucintamente, concluo que as unidades de significado analisadas na narrativa de
Lima contemplam principalmente o mundo simbdlico e formal. Raramente, o autor traz
imagens, e mesmo afirmando que deve-se pensar intuitivamente, ndo auxilia o leitor nessa
tarefa. Os autores citados nas referéncias sdo também matematicos puros e autores de
livros didaticos para o ensino superior. A sua narrativa mostra magistralmente o seu ideal

de formalismo.

4. ANALISE COMPARATIVA DAS OBRAS

O curso de matematica pura de Hardy, de 1908, conforme Koérner afirmou no
prefacio, € um livro para iniciantes no Calculo Diferencial e Integral, isto vale dizer, um livro
destinado a um publico com pouca experiéncia em demonstracées e com reduzida fluéncia
algébrica, além de pouca experiéncia em aplicacbes a geometria e mecanica. Korner, ao
comparar, em 2008, esse livro com o livro Calculo, de Spivak — por ele considerado
excelente — dizia ser o livro de Hardy ilustrado com exemplos muito mais ricos (Korner,
2011). Na minha visdo, além disso, Hardy inaugurou um novo periodo no ensino de limites
ao utilizar amplamente o entdo recente simbolismo criado por Leathem (1905) para limites,
qual seja, a seta para indicar “tender a”. O Curso de Anélise de Lima foi escrito para alunos
detentores de alguns conhecimentos em Calculo Diferencial e Integral, portanto, com
familiaridade em aspectos computacionais e conhecedores da “interpretacéo intuitiva de
certas no¢des como limites, continuidade, derivadas, integrais e séries” (Lima, 1992, s.p.).
O quadro 4 mostra os conteudos abordados nos dois livros.

Quadro 4: Conteudos dos livros de Hardy e Lima

Hardy (1908)

Lima (1976)

Cap. 1: Variaveis reais

Cap. 2: Funcgdes de variavel real

Cap. 3: Numeros complexos

Cap. 4: Limites de fungbes de variaveis positivas

Cap. 5: Limites de funcbes de uma variavel real. Fungdes
continuas e descontinuas

Cap. 6: Derivadas e Integrais

Cap. 7: Teoremas adicionais no Calculo Diferencial e Integral
Cap. 8: A convergéncia de séries infinitas e integrais infinitas
Cap. 9: As fungbes logaritmica, exponencial e funcdes
circulares de variavel real

Cap. 10: A teoria geral dos logaritmos, exponenciais e
fungdes circulares

Cap. 1: Conjuntos e fungdes
Cap. 2:Conjuntos finitos,
enumeraveis e nao-enumeraveis
Cap. 3: Numeros reais

Cap. 4: Sequéncias e séries de
numeros reais

Cap. 5: Topologia da reta

Cap. 6: Limites de funcgoes

Cap. 7: Fungdes continuas

Cap. 8: Derivadas

Cap. 9: Integral de Riemann
Cap. 10: Sequéncias e séries de
funcbes

Fonte: Dados extraidos dos indices dos livros
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Ambos tratam praticamente dos mesmos conteudos, embora com algumas
particularidades: Hardy aborda os numeros complexos, enquanto Lima ndo trata de
variaveis complexas; Lima dedica um capitulo a topologia da reta, que esta ausente em
Hardy. Hardy dedicou 73 paginas ao conceito de limite, enquanto Lima, 83 paginas. Eles
se assemelham na ordenacgao dos conceitos: primeiro, limite de uma sequéncia; apods, limite
de uma funcao qualquer. Ambos usam amplamente a simbologia, mas ela aparece mais
fortemente em Lima; Hardy ndo usou os quantificadores. H4 em Hardy mais um apelo a
intuicdo, comegando com exemplos bem simples. Ele dialoga mais com o leitor, enquanto
a escrita de Lima é mais formalizada e dialoga menos com o leitor. Os exemplos em ambos
sdo abundantes, resolvidos e com sugestdes para resolugdo. As figuras sao mais
exploradas em Hardy, enquanto Lima as deixa para o leitor. Naturalmente, as referéncias
de Hardy ndo s&o as mesmas daquelas de Lima que, apds décadas escreveu seu livro, ja
contando com outros livros modernos. Constatei que ambos usaram referéncias de autores
contemporaneos.

Hardy e Lima foram matematicos puros, e para estes, segundo Tall (2013), o
conceito formal de limite € um divisor de aguas entre a matematica elementar e superior.
Nenhum deles fugiu ao mundo conceitual formal, mas cada um escolheu um estilo préprio
de introduzir essa formalidade: Hardy mais lentamente e intuitivamente, passando pelo
mundo corporificado e simbdlico, enquanto Lima o fez rapidamente sem apelo ao mundo
real. Ambos entenderam o papel fundamental de tal conceito na base da Analise

Matematica.

CONSIDERAGOES FINAIS

Os bons livros sao presengas teimosas do passado. Os livros de Hardy e Lima —
essas teimosias persistentes — permitiram que eu identificasse duas abordagens do
conceito de limite a luz da teoria dos mundos conceituais de Tall (2013). A apresentagao
do conceito de limite de Hardy, que usa amplamente as novas simbologias, tem em seu
amago uma dose do mundo corporificado, com um sutil apelo a intui¢do. Entretanto, ndo
se pode dizer que nao é uma apresentacao formalizada. Assim, entendi que sua abordagem
€ uma mescla dos trés mundos: corporificado e simbdlico- formalizado. Ele mostra que, no
ensino, ndo se precisa comecgar com ideias formais de limites, mas sim com ideias
corpéreas, com exemplos simples de processos que se prolongam indefinidamente. A

seguir, o simbolismo aparece mais fortemente quando ele utiliza a nova notacao introduzida
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por Leatham e por fim, a definicdo de limite com o nivel de rigor exigido para pertencer ao
mundo formal.

Por outro lado, a abordagem de Lima é predominantemente formalizada. Ele usa
amplamente as notagdes e ingressa no mundo conceitual formal sem muitos preambulos.
A definicao de limite é usada para demonstrar os teoremas que envolvem este conceito, o
que € uma caracteristica do mundo conceitual formal. O matematico brasileiro parece ter
optado por trazer o maximo de simbolizagdes matematicas e a moderna linguagem da
topologia. Aquilo que ele chama de “linguagem simples”, em sua visdo, nao € muito
apropriada para o tipo de apresentacado que pretende dar a analise. Pesquisadores como
Tall, Dubynski, Cornu, entre outros, apontam para a necessidade de repensarmos o ensino
do conceito de limites para os iniciantes considerando que este faz parte do dominio do
pensamento avancado e, quando ele é abordado a partir da sua definigdo formal, pode
causar dificuldades em termos de compreensdo. A pesquisa de Domingos (2003) revelou
que alunos apresentam dificuldades enormes quando deixam de operar com objetos
matematicos concretos e passam a operar com objetos mais abstratos, a partir de sua
definicdo simbdlica. Os livros, aqui analisados, revestidos do rigor que se espera de um
matematico analista, precisam ser lidos e usados com cautela. A intervencao do professor
em sala de aula, visando a compreensdo do conceito, precisa vir acompanhada de
diferentes representacgdes, principalmente as graficas.

A definigdo do conceito de limite, explorada neste artigo a partir da leitura e analise
de dois autores do século XX, objetiva o dialogo entre um conhecimento matematico, sua
histéria e o ensino e aprendizagem de um conceito. A tematica poderd ser mais
amplamente explorada em futuras pesquisas sobre livros didaticos de Calculo da

atualidade.
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