O Teorema de Tales: uma ligacao entre o geométrico e 0 numérico

Vincenzo Bongiovanni
e-mail: Vincenzo.bongiovanni @uol.com.br
UNIBAN-SP

Resumo

O texto trata de um estudo do teorema de Tales: quando surgiu o nome teorema de Tales no
ensino, como esse teorema ¢ enunciado em diversos paises, como Euclides o demonstra
evitando a 4rdua andlise do caso de segmentos incomensurdveis € como os alunos se
comportam diante de sua apresentagao.

Palavras-chave: Geometria euclidiana, Teorema de Tales, Prova.

Abstract

The text refers to the study of Tales theorem: when the name of this theorem came out in
teaching, how this theorem is expressed in various countries, how Euclid shows it avoiding
the laborious case analysis of the incommensurable segments and how students behave
before its presentation.
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1. Introducao
Um dos teoremas centrais no estudo da geometria plana € o chamado “Teorema de

Tales”, cujo enunciado classico é: “Se um feixe de retas paralelas € interceptado por duas
retas transversais entdo os segmentos determinados pelas paralelas sobre as transversais sao
proporcionais”. Esse teorema que encontra a sua origem na resolugdo de problemas praticos
envolvendo paralelismo e proporcionalidade estd no cerne da relagdo entre o geométrico e o
numérico. Ele tem um papel fundamental na teoria da semelhanga e conseqiientemente na
trigonometria onde justifica as definicdes de seno, co-seno e tangente de um angulo. Na
geometria espacial ele aparece no tratamento das sec¢des de um sélido por um plano
paralelo a base. Na perspectiva, ele surge quando se estudam as propriedades das figuras
geométricas que se conservam quando tracadas em um plano e projetadas em outro plano a
partir de uma fonte no infinito; dessas propriedades (conservacdo do ponto médio,
conservacdo do baricentro, conservacdo do alinhamento, etc..), a fundamental, é a
conservacao das razdes das distancias entre pontos alinhados. Na figura abaixo temos duas

representagdes de um quadrado em dois planos distintos. Os pontos A,B e C alinhados do
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primeiro quadrado e os pontos correspondentes A°, B’e C” no outro plano t€ém como

invariante fundamental a conservacao das razdes: AC/AB=A"C/A'B”

Assim, a configuracio abaixo, associada ao Teorema de Tales, pode também ser
interpretada como trés pontos de uma reta contida num plano e as suas proje¢des cilindricas

contidas num outro plano.

v/ A
5 B

e/ N

£ -

No estudo da geometria vetorial, o teorema de Tales estd “escondido” na

propriedade: o u +v)=0c.u+a.v com o€ R. As duas configuragdes abaixo correspondem
aos casos em que o > 0 e a < 0. O teorema de Tales faz-se necessdrio para justificar esta

propriedade se ndo quisermos considerad-la como axioma.
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Uma outra ligagdo importante do Teorema de Tales com outros saberes estd
relacionada com as representacdes graficas das funcdes lineares e afins. Ele justifica que
tais representacdes sao retas.

Observamos pelos exemplos dados que o Teorema de Tales corresponde a uma

situagdo didatica bastante rica em conseqiiéncias.

2. Quem foi Tales de Mileto?

Tales de Mileto foi um filésofo grego que viveu por volta de 630 a.C. Sabe-se muito
pouco a respeito de sua vida e de sua obra. “Conjectura-se ter sido ele o criador da
geometria demonstrativa. Por isto, ele é saudado como o primeiro matemdtico a dar uma
contribuicdo a organizacdo da geometria.” (Boyer). A primeira referéncia que temos de
Tales como iniciador do método dedutivo na matematica nos € dada pelo filésofo Proclus
(420-485 D.C) no seu livro Comentdrio sobre o primeiro livro dos Elementos de Euclides.
Proclus nos diz: “Tales primeiro foi ao Egito e de ld introduziu esse estudo na Grécia.
Descobriu muitas proposigdes ele proprio, e instruiu seus sucessores nos principios que
regem muitas outras, seu método de ataque sendo em certos casos mais geral, em outros
mais empiricos.” Proclus atribui a Tales haver afirmado ou demonstrado pela primeira vez
que um dngulo inscrito numa semicircunferéncia é reto; que os dngulos opostos pelo
vértice sdo iguais, que os dngulos da base de um triangulo isésceles sdo iguais; que um
circulo é dividido igualmente pelo seu diametro; que se dois triangulos sdo tais que dois
angulos e um lado de um sdo iguais respectivamente a dois dngulos e um lado do outro,

entdo os triangulos sdo congruentes.
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Cada um desses resultados certamente deveria ser necessdrio para justificar ou
resolver alguma situagcdo pratica. Encontramos em Proclus um provavel motivo pelo qual
Tales cita a ultima proposicdo (conhecido hoje como o caso ALA de congruéncia de
tridngulos). Proclus diz que “Eudemo (320a.C), no seu livro Histéria da Geometria atribui
a Tales esse teorema para determinar a distancia que um barco se encontra da costa.”

Podemos supor como Tales teria feito para medir a distancia terra-barco. A partir de
um instrumento (quadrante, duas hastes articuladas,...) Tales poderia ter medido o angulo
(Homem, barco, pé da torre). A seguir, sem mudar o angulo, poderia ter girado o
instrumento de meia-volta, pedindo a alguém que marcasse no chao do outro lado o ponto
para o qual o instrumento estaria apontado. A igualdade de visdes implicaria na igualdade
das distancias. Michel Serres comenta: “ A geometria resulta de um artificio, de um desvio,
cujo caminho indireto permite o acesso aquilo que ultrapassa uma prdtica imediata.” O
artificio, aqui, consiste em produzir um modelo reduzido. Desenham-se os triangulos HTN
e HTS para explicar e interpretar a realidade. O teorema ALA € utilizado para justificar que
os tridngulos sdo congruentes, e concluir que a medida TS conhecida € igual a medida TN

desconhecida. Diz Serres “medir o inacessivel consiste em reproduzi-lo ou imitd-lo no

acessivel.”
Tera Mar #
Torre
H
_—disténcia conhecida distineia deseonhecida—
5 T
Auguste Comte por sua vez escreve “----devemos considerar como suficientemente

verificada a impossibilidade de determinar, pela medigcdo direta, a maioria das grandezas
que desejamos conhecer. E este fato de cardter geral que necessita da formagdo da ciéncia

matemdtica. Pois ao renunciar, em quase todos os casos, a medi¢cdo imediata das

97 REVEMAT - Revista Eletronica de Educacao Matematica. V2.5, p.94-106, UFSC: 2007.



grandezas, o espirito humano teve de procurar determind-las indiretamente, e foi assim
que foi levado a criagdo das matemadticas.”

Citamos outras fontes que falam da atividade matematica realizada por Tales.

O historiador Didgenes Laércio (século III D.C) nos informa que: “Hieronimos
(discipulo de Aristételes) diz que Tales mediu as piramides pela sombra, depois de observar
o tempo que a nossa propria sombra demora a ficar igual a nossa altura.” Nesse caso, a
astucia a qual se refere Michel Serres estaria em construir uma piramide reduzida em suas

demensdes: “Para alcangar uma altura inacessivel, Tales inventa a escala.”

O historiador Plutarco (Século I D.C) d4 um outro relato a respeito da medi¢do da
altura da piramide feita por Tales. Ele diz que “...limitando-te a colocar o bastdo no limite
da sombra langada pela pirdamide, gerando o raio de sol tangente aos dois tridngulos,
demonstraste que a relagdo entre a primeira sombra e a segunda era a mesma que entre a
piramide e o bastdo.” Baseado nesse relato pode-se representar a situacdo da seguinte

maneira:

Percebe-se que este relato € mais geral que o outro.
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A pergunta que paira no ar € se esses textos que tratam da sombra da pirdmide

descrevem apenas uma aplicacio do teorema de Tales ou, pelo contririo, a sua origem?

3. O surgimento do nome ‘“Teorema de Tales”

A questdo da proporcionalidade era de grande importancia para os gregos,
principalmente na arquitetura e agrimensura. Por isso, conjectura-se que a primeira
sistematizacdo da geometria pode ter sido em torno da questdo da proporcionalidade de
segmentos determinados por um feixe de retas paralelas e outro de retas transversais. Essa
questdo durante muitos séculos foi denominada de teorema dos segmentos proporcionais.
No final do século XIX, na Franca, alguns autores denominaram esse resultado de teorema
de Tales, denominag¢do que persiste até hoje.

A primeira publica¢do de que se tem noticia e que substitui o nome de “teorema dos
segmentos proporcionais” pelo “Teorema de Tales” é o livro francés Eléments de géométrie
de Rouche e Comberousse (reedi¢do de 1883).

Em alguns paises como por exemplo a Alemanha, o nome Teorema de Tales é dado

a um outro enunciado: “todo tridngulo inscrito numa semicircunferéncia é retangulo”.

4. Outros enunciados do teorema de Tales

Na Itdlia ele ¢ chamado de Teorema de Talete e € apresentado da seguinte maneira :
“I segmenti staccati da un fascio di rette parallele su due trasversali sono direttamente
proporzionali.” (Os segmentos determinados por um feixe de retas paralelas sobre duas
transversais sdo diretamente proporcionais.)

Obs: o enunciado destaca a razdo € entre dois segmentos de uma mesma transversal.

7\
/ A\
/ \

°f/ \d
ra k)
a/b=c/d

Na Espanha temos um outro enunciado para o Teorema de Tales :
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“Si cortamos dos rectas cualesquiera, por varias retas paralelas, los segmentos
. . . . 2

correspondientes determinados en ambias, son proporcionales.

( Se cortamos duas retas quaisquer por vdrias retas paralelas, os segmentos correspondentes

determinados em ambas sdo proporcionais.)

Obs: O enunciado destaca que a razdo € entre dois segmentos correspondentes de duas retas
transversais.

7\
/ A\
/ N

o/ \d

I A
a/c=b/d

Na Alemanha o Teorema de Tales é chamado teorema dos feixes de retas
concorrentes : “se um feixe de retas concorrentes é cortado por duas retas paralelas entdo a
razdo entre as medidas dos segmentos determinados por uma reta do feixe € igual a razao
entre as medidas dos segmentos correspondentes determinados sobre qualquer outra reta do
feixe.”

Obs: O enunciado destaca, como na Itdlia, que a razdo € entre dois segmentos de
uma mesma transversal. Contudo, enquanto na Itdlia sdo duas retas transversais e um feixe
de retas paralelas, na Alemanha sdo duas retas paralelas e um feixe de retas concorrentes.

AN
//
77T

Na Franga, é comum a apresentacdo do Teorema de Tales a partir de um triangulo e

trés pontos de vista sdo considerados. No primeiro ponto de vista, a razdo é considerada

apenas entre segmentos da mesma transversal
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ADAB=AE’AC ou AD/DB=AE/EC

No segundo ponto de vista (razdo entre as projecdes), a razdo é considerada entre

um segmento € a sua projecao na outra transversal

P

- Y
B——

AD/AE=ABAC ou ADAE=DE/EC

No terceiro ponto de vista, a razdo € considerada como a razdo de homotetia entre

os dois tridngulos.

P %,

Bf———C

AIVAB=AE/AC=DEBC

Obs: Chama-se homotetia de centro O e razdo k (k real diferente de zero) a uma
transformagdo do plano em si mesmo que associa a cada ponto P do plano um ponto P’do

plano tal que OP’ = k.OP
(Dizer que OP’=k.OP implica dizer que O, P e P’ sdo alinhados)

S. A demonstrac¢io do Teorema de Tales
Em nivel do Ensino Fundamental ou Médio, uma opc¢do para demonstrar o teorema

de Tales seria a prova incompleta dos pitagéricos que supde todos os segmentos

comensuraveis.(Dois segmentos AB e CD sdo comensurdveis se existem um segmento u e
dois inteiros m e n tais que AB=m.u e CD=n.v). Em geral, os textos didaticos apresentam
essa demonstragdo “escondendo” o caso dos segmentos serem incomensurdveis visto que
nesse caso haveria necessidade da construcio da reta real e dos nimeros reais. O Exame
Nacional de Cursos realizado em 1999 apresentou uma questao especifica, relacionada com

o Teorema de Tales, para os formandos de licenciatura em matemadtica. Segue a questao:
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Questdo do Exame Nacional de cursos de 1999
Teorema de Tales
“Se trés retas paralelas r,s e t cortam duas transversais m e n nos pontos A,B,C,D,E,F,

respectivamente, entdo as razdes AB/BC e DE/EF sao iguais.” (ver figura)

A demonstracdo do Teorema de Tales usualmente encontrada nos textos para o
ensino fundamental segue duas etapas
I- Prova-se que, se AB=BC, entdao DE=EF.
II- Supondo que AB#BC, considera-se um segmento de comprimento u tal que:

AB=p.u e BC=q.u, sendo p,q € N, p#q.

Utiliza-se, entdo, o resultado da etapa I para concluir que as paralelas pelos pontos
de subdivisdo de AB e BC dividirdo também DE e EF em partes iguais (de comprimento
u’). Dai, conclui-se que: AB/BC = p/q = DE/EF
a) Este tipo de demonstracdo abrange os casos nos quais AB/BC € natural ? racional ? real
qualquer ? Justifique.

b) Cite dois exemplos de conteidos da geometria elementar cujo ensino utilize o Teorema
de Tales

O padrao de resposta esperado pela banca examinadora era:

a) Abrange o caso em que a razdo AB/BC € racional que €, exatamente, o caso tratado na
segunda parte da demonstragdo apresentada. Os casos em que AB/BC € natural sdo casos
particulares dos racionais, quando p é multiplo de q. No entanto, se AB/BC nao é racional,
ndo existird nenhum segmento que esteja contido um ndmero inteiro p de vezes em AB e
um nimero inteiro q de vezes em BC (AB e BC sdo incomensurdveis). Assim, a
demonstracdo dada ndo se aplica.

b) Exemplos:
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-Estudo de semelhanca de figuras: demonstragdo dos casos de semelhanca de tridngulos,
teorema da base média do tridngulo, etc...
-Construgdes com régua e compasso: divisdo de segmentos em partes iguais ou numa razao
dada, obtengdo da quarta proporcional, etc...
-Demonstracdes dos teoremas das bissetrizes interna e externa de um tridngulo, etc...

A primeira demonstracdo conhecida do Teorema de Tales, aparece trés séculos apos
Tales, na proposi¢do 2 do livro VI dos Elementos de Euclides (300 a.C) e se apdia na teoria
das proporcdes de Eudoxo apresentada no livro V de Euclides. O livro Geometria Moderna
de Moise Downs (vol 1, capitulo 12, pagina 307) apresenta uma demonstragdao do teorema
de Tales, a nivel elementar, pelo método das dreas. A passagem por “objetos de dimensao
2” (4reas) para estabelecer uma propriedade relacionada com “objetos de dimensdo 17
(segmentos) evita o problema da natureza dos nimeros. A demonstragao pelo método das
areas ndo segue um caminho natural mas € uma prova completa e convincente. Vale
lembrar que essa demonstragdo necessita apenas do conhecimento que a drea de um
retingulo € igual ao produto das medidas dos dois lados tomados na mesma unidade. No
entanto, deve-se ressaltar que esse resultado costuma ser postulado pois que a sua
demonstracdo € tao dificil quanto a andlise do caso dos segmentos incomensuraveis.

Segue a prova do teorema de Tales pelo método das dreas. Sejam ABC um triangulo

e D um ponto entre A e B. Tracemos pelo ponto D uma reta r paralela ao lado BC comrn

AC=1{E¢. Provemos que AD/DB=AE/EC.

A drea do tridngulo ADE pode ser calculada de duas maneiras AD.EF/2 ou AE.DG/2
Da igualdade das duas expressdes conclui-se que AD.EF=AE.DG (1)
Os triangulos BDE e CED tém éareas iguais (mesma base DE e mesma altura ). Logo

DB.EF/2=EC.DG/2 (2)
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De (1) e (2) vem: AD/AE=DB/EC ou AD/DB=AE/EC
O caso em que os segmentos AC e DF (vide figura abaixo) formam um trapézio,

recai-se no caso anterior mediante a constru¢do de uma reta paralela a AC pelo ponto D.

A/ \D
o/ B\

c/ c'f; \F
; |

»

¥

Nesse caso teremos DB/B'C’=DE/EF e como AB=DB” e BC=B'C” tem-se
AB/BC=DE/EF.

6. O ensino do teorema de Tales

Charalambos Lemonidis, no artigo “Diferentes apresentacdes matemadticas e o
comportamento dos alunos face ao Teorema de Tales” analisa a solu¢do de duas questdes
propostas a 112 alunos no inicio primeira série do Ensino Médio para examinar como o

Teorema de Tales foi ensinado no ano anterior (8" série).

Primeira questio

O croqui abaixo serve para desenhar uma figura para a qual teremos as seguintes

dimensoes: KM=3cm, KD=7cm, KC=5,5cm e ML=2cm.

ML//DC

L C

a) Achar as medidas KL e DC sem desenhar a figura.
b) O perimetro do tridngulo KDC € ..... vezes o perimetro do tridngulo KML
¢) Com a condi¢do dada ML//DC achar todas as relacdes que vocés conhecem entre os

segmentos da figura acima.
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Segunda questiao

O croqui abaixo serve para desenhar uma figura para a qual teremos as seguintes

dimensodes: NM=2cm, IM=3cm, IF=5cm e IL=4cm.

NM//FL

M L

d) Achar as medidas IN e FL sem desenhar a figura.

e) O perimetro do tridngulo IFL € ... vezes o perimetro do tridngulo IMN

f) Com a condi¢do dada NM//FL achar todas as relacdes que voc€s conhecem entre os
segmentos da figura acima

Os alunos pesquisados relacionaram quatro tipos de razdes. Apresentamos o

percentual de alunos que escreveram corretamente cada uma das razdes

KM/KD=KL/KC=ML/DC | KM/ML=KD/DC | KM/KL=MD/LC=KD/EC | KM/MD=KL/LC

Configuragdo 53.,5% 4,5% 13,5% 10,5%
tipo cone

IN/IL=IM/IF=NM/FL | IM/MN=IF/FL | IN/IM=IL/IF=NL/MF | NI/NL= MI/MF

Configuragao 43,5% 5.5% 9% 13,5%
tipo borboleta

Para a configuracio do tipo cone o erro mais freqiiente € escrever KD/KC=ML/DC
ou ML/DC=LC/MD. A pesquisa mostra que hd mais erros para as férmulas da
configuracdo tipo borboleta do que da configuracdo tipo cone. Para a configuracdo do tipo
borboleta os erros mais comuns sdo escrever as falsas relacdes: IN/IF=IM/IL ou
FL/NM=IM/IF ou IN/IL=IF/IM ou NL/NI=MF/MI=FL/NM ou FL/NM=IF/IL ou
FL/NM=MF/NL

Lemonidis conclui a pesquisa sugerindo que os professores levem em consideracao
os seguintes fatores para o ensino o Teorema de Tales:

-0 Teorema de Tales deve ser tratado simultaneamente nos trés registros: figurativo (as
diferentes configuracdes), simbdlico (férmulas de igualdade de razdes) e numérico

(substitui¢do das letras por nimeros).
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-Fazer variar o registro figurativo durante a aprendizagem do teorema de Tales
(configuragdo tipo cone e configuragdo tipo borboleta).

-as configuracdes apresentadas acima s@ao uma forma rica figurativamente pois contém
vdrios tipos de razdes e isto permite fazer a distin¢do entre elas, utilizando o registro
numérico dessas razdes. Ao contrdrio, isto ndo seria possivel com a configuracdo de duas

retas que cortam vdrias retas paralelas.
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