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Resumo

As transformacdes de representacfes em outras transformacdes semioticas estdo no coracdo da
atividade matemaética. As dificuldades dos alunos para compreender matematica surgem por
conta da diversidade e complexidade dessas transformacges. Para estudar esta complexidade, as
representacfes semioticas devem ser analisadas, ndo a partir dos objetos ou dos conceitos
matematicos que representam, mas a partir do funcionamento representacional que é proprio do
registro no qual sdo produzidas. Neste artigo, mostra-se que um registro é um campo de variacdo
de representacao semidtica em funcdo de fatores cognitivos que lhe sdo proprios. Tomam-se dois
exemplos de registro, o registro das representacdes graficas e o registro das figuras geométricas,
descrevem-se todas as variagbes que sao visualmente pertinentes para que se perceba,
respectivamente, uma funcéo afim e uma relacdo de homotetia. Toda resolucéo de problema que
mobiliza um ou outro desses objetos exige duas coisas: (1) Capacidade para produzir ou
reconhecer, espontaneamente, ndo importa qual a representacdo produzida nesses dois campos de
variacdo; (2) Coordenacao, em cada um desses campos de varia¢do, em outro campo de variacao:
0 registro da expressdo algébrica das relacdes para visualizar as funcdes ou o registro de uma
fracdo para a relacdo das configuracdes geometricas. Neste artigo, limita-se a primeira exigéncia.
Analisar, em termos de registro a ser utilizado, nas atividades matemaéticas e no funcionamento
cognitivo requerido para que o aluno seja capaz de fazer tais atividades por si mesmo, apresenta
um triplo interesse para pesquisa e para 0 ensino. Isto permite distinguir e classificar todos 0s
sistemas semidticos que sdo utilizados em matematica para fim de célculo, de raciocinio e de
exploracdo heuristica intuitiva. Na sequéncia, permite separar, na analise da resolucdo de um
problema, dois tipos de transformacdo de representacdo semidtica que sdo radicalmente
diferentes: as conversfes e o0s tratamentos. Enfim, permite ainda compreender por que o
entendimento dos objetos e dos conceitos em matematica comeca, somente, no momento em que
o0 aluno é capaz de mobilizar e de coordenar espontaneamente dois registros de representacao
para um mesmo objeto. Obtém-se, assim, as bases de um modelo cognitivo de funcionamento do
pensamento que leva em conta todos os problemas suscitados no ensino de matematica.

Esta traducdo é uma versdo revista e atualizada da publicagdo original de 2012. Disponivel
em: periodicos.ufsc.br/index.php/revemat/article/view/1981-1322.2012v7n2p266/23465

! Este texto é uma traducdo do artigo: Duval, R. Registres de représentation sémiotique et fonctionnement
cognitif de la pensée. Annales de Didactique et de Sciences Cognitives. p. 37- 64. Strasbourg: IREM -
ULP, 1993. Algumas adaptagdes de forma no texto original foram produzidas para adequar as normas da
ABNT além de novas precisdes feitas pelo autor.
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Résumé

Les transformations de représentations en d’autres représentations sémiotiques sont au cceur de
toute activité mathématique. Les difficultés des éléves pour comprendre en mathématiques
viennent de la diversité et de la complexité de ces transformations. Pour étudier cette complexité,
les représentations semiotiques doivent étre analysées non pas a partir des objets ou des concepts
mathématiques qu’elles représentent, mais a partir du fonctionnement représentationnel qui est
propre au registre dans lequel elles sont produites. Dans cet article, nous montrons qu’un registre
est un champ de variation de représentation sémiotique en fonction des facteurs cognitifs qui lui
sont propres. En prenant deux exemples de registre, celui des représentations graphiques et celui
des figures géométriques, nous décrivons toutes les variations qui sont visuellement pertinentes
pour visualiser respectivement une fonction affine et un rapport d’homothétie. Toute résolution
de probléme qui mobilise I’un ou I’autre de ces deux objets mathématiques exige deux choses (1)
Etre capable de produire ou reconnaitre spontanément n’importe quelle représentation produites
dans ces deux champs de variation. (2) Avoir coordonné chacun de ces champs de variation a un
autre champ de variation : le registre de 1’écriture symbolique des relations pour la visualisation
des fonctions, ou celui de D’écriture fractionnaire de rapports pour les configurations
géométriques. Dans cet article nous nous limitons a la premiére exigence. Analyser en termes de
registres a mobiliser les activités mathématiques et le fonctionnement cognitif requis pour étre
capable de faire ces activités par soi-méme, présente un triple intérét pour la recherche et pour
I’enseignement. Cela permet de distinguer et de classer tous les systémes sémiotiques qui sont
utilisés en mathématiques a des fins de calcul, de raisonnement ou d’une exploration heuristique
intuitive. Ensuite cela permet de séparer, dans 1’analyse de la résolution d’un probléme, deux
types de transformations de représentations sémiotiques qui sont radicalement différents : les
conversions et les traitements. Enfin cela permet de comprendre pourquoi la compréhension des
objets et des concepts en mathématique commence seulement lorsqu’un éléve est capable de
mobiliser et de coordonner spontanément deux registres de représentation pour un méme objet.
Nous obtenons ainsi les bases d'un modele cognitif du fonctionnement de la pensée qui prend en
compte tous les problémes que I’enseignement général des mathématiques souleve.

Abstract

The transformations of semiotic representations into other semiotic representations make up the
central processes of mathematical activity and thinking. The difficulties of comprehension in the
learning of mathematics stem from the diversity and complexity of these transformations. In
order to analyze this complexity, semiotic representations have to be considered not from the
mathematical objects or concepts they represent, but from the representational functioning
specific to the register in which they are produced. In this paper, we show that a register is a field
of semiotic representation variation according to the cognitive factors that are specific to it.
Using two examples of registers, the Cartesian graphs and the geometrical configurations we
describe all the variations that are visually relevant respectively to visualize any affine function
and any homothetic ratio. Any problem solving that mobilizes one or the other of these two
mathematical objects requires two things. (1) Being able to spontaneously produce or recognize
any representation in these two fields of variation. (2) To have connected each of these variation
fields to another variation field: the register of symbolic notation of algebraic relations for the



visualization of functions, and the register of fractional notations of ratios for geometric
configurations. This paper will be confined to the first requirement. The analysis of mathematical
activity and cognitive functioning required to be able to achieve it one’ self in terms of registers
to be mobilized has three advantages for educational research and teaching. First it helps to
distinguish and classify all semiotic systems used in mathematics for the purposes of calculation,
reasoning or intuitive heuristic exploration. Then it allows to separate in the analysis of the
solving process and solution to a problem two kinds of transformations of semiotic that are
radically different: conversions and treatments. Finally it explains why the understanding of
objects and concepts in mathematics begins only when a student is able to mobilize and
coordinate spontaneously two registers of representation for the same object. This gives us the
basis for a cognitive model of the functioning of thinking that takes into account all the problems
raised by the teaching of mathematics.

INTRODUCAO

H& uma palavra importante e marginal em matematica, é a palavra “representacdo”. Ela ¢, na
maioria das vezes, empregada sob a forma verbal “representar”. Uma escrita, uma notagdo, um
simbolo representam um objeto matematico: um numero, uma funcdo, um vetor... Do mesmo
modo, os tracados e figuras representam objetos matematicos: um segmento, um ponto, um
circulo. Isto quer dizer que os objetos matematicos ndo devem ser jamais confundidos com a
representacdo que se faz dele. De fato, toda confuséo acarreta, em mais ou menos a longo termo,
uma perda de compreensdo e 0s conhecimentos adquiridos tornam-se rapidamente inutilizaveis
ao longo de seu contexto de aprendizagem: seja por ndao lembrar ou porque permanecem como
representacoes “inertes” que nao sugerem nenhum tratamento. A distingdao entre um objeto e sua
representacdo €, portanto, um ponto estratégico para a compreensdo da matematica. Este ponto é
tdo importante que um dos autores de manual escolar mais sério ndo tem hesitado em fazer desta
distincdo o tema recorrente de sua obra para os alunos de quatriéme?: é o objeto representado
que importa e ndo as suas diversas representacdes semioticas possiveis (DELEDIEQ &
LASSAVEL, 1979).

N&o obstante, as diversas representagdes semioticas de um objeto matematico sdo absolutamente
necessarias. De fato, 0s objetos matematicos ndo estdo diretamente acessiveis & percepgao ou a
experiéncia intuitiva imediata, como s3o os objetos comumente ditos “reais” ou “fisicos”. E
preciso, portanto, dar representantes. E por outro lado, a possibilidade de efetuar tratamentos

sobre 0s objetos matematicos depende diretamente do sistema de representacdo semiotico

2 N. T. As séries sixiéme, cinquieme, quatrieme e troisieme do sistema de ensino francés correspondem,
nesta ordem, aproximadamente as quatro séries finais do ensino fundamental no Brasil, alunos com idade
de 11 a 14 anos.



utilizado. Basta considerar o caso do calculo numérico para se convencer disso: 0S
procedimentos, o seu custo, dependem do sistema de escrita escolhido. As representagdes
semioticas desempenham um papel fundamental na atividade matematica.

Estamos, portanto, na presenca do que poderia ser chamado de paradoxo cognitivo do
pensamento matematico: de um lado, a apreensdo dos objetos matematicos que nao pode ser
mais do que uma apreensao conceitual e, por outro lado, é somente por meio de representagdes
semioticas que a atividade sobre objetos matematicos se torna possivel. Este paradoxo pode
constituir-se num grande circulo para a aprendizagem. Como 0s sujeitos em aprendizagem
poderiam ndo confundir os objetos matematicos com as suas representacées semioticas, se eles
podem tratar apenas com as representacdes semiéticas? A impossibilidade de um acesso direto
aos objetos matematicos, fora de toda representacdo semidtica, torna a confusdo quase inevitavel.
E, de modo inverso, como 0s sujeitos podem adquirir o dominio de tratamentos matematicos,
necessariamente ligados as representacdes semioticas, se eles ndo tém uma apreensao conceitual
dos objetos representados? Este paradoxo é tdo mais forte quando se identifica atividade
matematica e atividade conceitual, e que se considera as representacdes semiodticas como
secundarias ou extrinsecas.

A este paradoxo cognitivo do pensamento matematico no ensino ndo é dado muita atencéo,
simplesmente porque se confere muito mais importancia as representagdes mentais do que as
representacfes semioticas. As representacdes mentais recobrem o conjunto de imagens e, mais
globalmente, as conceitualizacbes que um individuo pode ter sobre um objeto, sobre uma
situacdo e sobre o que lhe € associado. As representacdes semidticas sdo producdes constituidas
pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representagdes que tém inconvenientes
préprios de significacdo e de funcionamento. Uma figura geométrica, um enunciado em lingua
natural, uma férmula algébrica, um grafico sdo representacdes semioticas que exibem sistemas
semidticos diferentes. Consideram-se, geralmente, as representacbes semidticas como um
simples meio de exteriorizagdo de representacdes mentais para fins de comunicacgéo, quer dizer
para torné-las visiveis ou acessiveis a outrem. Ora, este ponto de vista é ardiloso: as
representacfes ndo sdo somente necessarias para fins de comunicagdo, elas sdo igualmente
essenciais a atividade cognitiva do pensamento. De fato, elas desempenham um papel

primordial:



- No desenvolvimento das representacdes mentais: estas dependem de uma interiorizacdo de
representacfes semidticas, do mesmo modo que as representacbes mentais sdo uma
interiorizagdo daquilo que é percebido (VYGOTSKY, 1962; PIAGET, 1968);

- Na realizacdo de diferentes fungdes cognitivas: a funcdo de objetivacdo (expressdo particular)
que ¢ independente da funcdo de comunicacédo (expressao para outrem), e a fungéo de tratamento
que n&o pode ser preenchida pelas representagfes mentais (algumas atividades de tratamento séo
diretamente ligadas a utilizacdo de sistemas semioéticos, por exemplo, o célculo);

- A producdo de conhecimentos: as representacbes semidticas permitem representacoes
radicalmente diferentes de um mesmo objeto, na medida em que elas podem atender sistemas
semidticos totalmente diferentes (BENVENISTE, 1979; BRESSON, 1978). Assim, o0
desenvolvimento das ciéncias esté ligado a um desenvolvimento de sistemas semiéticos cada vez
mais especificos e independentes da lingua natural (GRANGER, 1979).

N&o € possivel, portanto, fingir como se as representacGes semidticas fossem simplesmente
subordinadas as representacdes mentais, pois o desenvolvimento da segunda depende de uma
interiorizacdo da primeira e somente as representagdes semioticas permitem preencher algumas
funcBes cognitivas essenciais como a de tratamento. O funcionamento cognitivo do pensamento
humano se revela inseparavel da existéncia de uma diversidade de registros semiéticos de
representacdo. Se é chamada “semiose™® a apreensdo ou a producdo de uma representacio
semiotica, e “noesis™ a apreensdo conceitual de um objeto, é preciso afirmar que a noesis é

inseparavel da semiose.

% onuetov: signo, marca distintiva. onueiwoic: agdo de marcar um signo. Kristeva emprega este termo
para designar as producdes ligadas a préaticas significantes (art. Semiologia na Enciclopédia Universalis).
Assim como U. Eco em Semiologia e Filosofia da linguagem, 1988.

4 vonoic: inteleccdo. Platdo emprega este termo para evocar as coisas que sdo proprias em despertar o ato
de conceber pelo pensamento. Ndo deve ser confundido com dwavota, traduzido por “pensamento”
(Republica, VII 524 d5, 523 d9 — €9, 523 bl). Aristételes 0 emprega igualmente para designar o ato de
compreensdo conceitual. (yoynclll, 427 b17, 430 a26: “a intelec¢do dos indivisiveis (nogdes simples e
primeiras) relaciona-se com tudo o que exclui o risco de errar”. Foi transcrito em “noesis” por Husserl
para designar os pensamentos e os vividos intencionais (Idéias diretrizes para uma Fenomenologia).
Evitamos, aqui, a intengdo ao termo “compreensdo” porque pode cobrir uma ou outra das duas formas de
apreensdo (onueimwotlg, vonoilg) ou mesmo a sua fusdo. Evita-se, também o termo “abstra¢do”, porque
toda semiose pode ser considerada como uma abstragdo do mesmo modo que a noesis. Em alguns
aspectos, relacionados a “conceitualizagdo” poderia ser aceito. Mas, a sua aceitagdo dominante é mais
ligada a formacdo e a aquisicdo de um conceito do que a sua mobilizacdo ativa em um passo do
pensamento.



O paradoxo cognitivo do pensamento matematico e as dificuldades que resultam para sua
aprendizagem se da pelo fato de que ndo ha noesis sem semiose enquanto houver vontade de
ensinar matematica, como se a semiose fosse uma operacao desprezivel em relacdo a noesis. No
entanto, é essencial, na atividade matematica, poder mobilizar muitos registros de representacédo
semidtica (figuras, gréaficos, escrituras simbdlicas, lingua natural etc...) no decorrer de um
mesmo passo, poder escolher um registro no lugar de outro. E, independentemente de toda
comodidade de tratamento, 0 recurso a muitos registros parece mesmo uma condi¢ao
necessaria para que o0s objetos matematicos ndo sejam confundidos com suas
representaces e que possam também ser reconhecidos em cada uma de suas
representacdes. A coordenacdo de muitos registros de representagdo semidtica aparece,
fundamentalmente, para uma apreensdo conceitual de objetos: é preciso que o objeto ndo seja
confundido com suas representacdes e que seja reconhecido em cada uma de suas representacées
possiveis. E nestas duas condicBes que uma representacdo funciona verdadeiramente como
representacdo, quer dizer, ela da acesso ao objeto representado.

E esta forte ligagdo entre semiose e noesis, no funcionamento cognitivo do pensamento, que se
tenta evidenciar no presente trabalho. A aprendizagem da matematica constitui-se de um campo
privilegiado de estudo.

Por isto, sucessivas analises serdo apresentadas: as diferentes atividades cognitivas constitutivas
da semiose; as razbes pelas quais a apreensdo conceitual implica coordenacdo de muitos
registros de representacdo; enfim, as condicdes requisitadas para favorecer esta coordenacédo e

para organizar um ensino que leve em conta esta ligacéo forte entre semiose e noesis.

I SEMIOSE E REGISTROS DE REPRESENTACAO

Para que um sistema semidtico possa ser um registro de representacdo, deve permitir as trés
atividades cognitivas fundamentais ligadas a semiose.

I.1. A formacéo de uma representacéo identificavel como uma representacdo de um registro
dado: enunciagédo de uma frase (compreensivel em uma lingua natural dada), composi¢do de um
texto, desenho de uma figura geométrica, elaboragdo de um esquema, expressdo de uma formula
etc.

Esta formacéo implica selecdo de relacBes e de dados no conteido a representar. Esta selecdo se

faz em funcdo de unidades e de regras de formacdo que sdo proprias do registro cognitivo no



qual a representacdo € produto. Desta maneira, a formacdo de uma representacdo poderia ser
comparada a realizagdo de uma tarefa de descrigéo.

Esta formacdo deve respeitar regras (gramaticais para as linguas naturais, regras de formacéo
num sistema formal, entraves de construcdo para as figuras...)®. A funcio destas regras é de
assegurar, em primeiro lugar, as condi¢cbes de identificacdo e de reconhecimento da
representacdo e, em segundo lugar, a possibilidade de sua utilizagdo para tratamentos. S&o
regras de conformidade, ndo sé@o regras de producao efetiva por um sujeito. Isto quer dizer
que o conhecimento de regras de conformidade ndo esta relacionado a competéncia para formar
representacdes, mas somente para reconhecé-las.

.2. O tratamento de uma representacdo é a transformacgdo desta representacdo no mesmo
registro onde ela foi formada. O tratamento é uma transformac&o interna a um registro.

A paréfrase e a inferéncia sdo formas de tratamento em lingua natural. O calculo é uma forma
de tratamento proprio das expressdes simbolicas (calculo numeérico, célculo algébrico, célculo
proposicional...). A reconfiguragdo é um tipo de tratamento particular para as figuras
geométricas: € uma das numerosas operacGes que da ao registro das figuras o seu papel
heuristico. A anamorfose é uma forma de tratamento que se aplica a toda representacao figural.
Ha&, naturalmente, regras de tratamento proprio a cada registro. Sua natureza e seu numero
variam consideravelmente de um registro a outro: regras de derivacdo, de coeréncia tematica,
associativas de contiguidade e de similitude. No registro da lingua natural ha, paradoxalmente,
um numero elevado de regras de conformidade, e poucas regras de tratamento para a expansao

discursiva de um enunciado completo.

1.3. A conversdo de uma representacdo é a transformacdo desta representacdo em uma
representacdo em outro registro, conservando a totalidade ou uma parte somente do conteudo

da representacdo inicial. A conservacdo é uma transformacdo externa ao registro de inicio (o

5 As respostas requeridas por questionarios do tipo QCM (questionario com questdes de multipla escolha) ndo
exigem atividade de formacdo de representacdo, excecdo feita as situacdes de alguma escolha binaria
diante da palavra (fazer uma cruz, escrever “sim” ou “ndo”, colocar “1” ou “0”). A interpretacdo dos
acertos a um QCM depende da escolha das respostas que sdo propostas em cada questdo. Para que um
QCM forneca dados pertinentes, no quadro de uma pesquisa ou mesmo de uma avaliacdo, ndo somente as
diferentes questdes devem ser escolhidas em fungéo das variaveis cognitivas, mas igualmente as respostas
propostas em cada questao. Um QMC permite, assim, explorar sistematicamente o reconhecimento dos
objetos matematicos sob suas diferentes representac@es possiveis em funcdo das situacGes, assim como, a
capacidade do aluno mobilizar diferentes representagdes de um mesmo objeto. Toda resolucdo de
problema em matematica pressup@e, implicitamente ou explicitamente, esta capacidade de mobilizacéo.



registro da representacdo a converter). A ilustracdo é a conversdo de uma representacao
linguistica em uma representacdo figural. A traducdo é a conversdo de uma representacdo
linguistica numa lingua dada, em uma representacdo linguistica de uma outra lingua ou de um
outro tipo de linguagem. A descricdo é a conversdo de uma representacdo nao verbal (esquema,
figura, grafico) em uma representacdo linguistica. (Importa, neste propdsito, ndo confundir esta
situacdo com a descricdo de um objeto ou de uma situagcdo que ndo sdo ainda semioticamente
representados: a selecdo de tragos ndo obedece aos mesmos entraves).

A conversdo é uma atividade cognitiva diferente e independente do tratamento. Isto pode
facilmente ser observado na seguinte situacdo muito simples: o calculo numérico. Alunos
podem, muito bem, efetuar a adicdo de dois nimeros com sua expressdo decimal e com sua
expressdo fraciondria e podem ndo pensar em converter, se isto for necessério, a expresséo
decimal de um ndmero em sua expressdo fracionaria (e reciprocamente), ou mesmo ndo
conseguir efetuar a conversdo. Muitas vezes é este tipo de exemplo que é colocado para explicar
porque os alunos chegam ao ensino médio e nio sabem calcular. E esquecer que a expressio
decimal, a expressao fracionéria e a expressdo com expoente constituem trés registros diferentes
de representacdo de numeros. A conversdo requer que se perceba a diferenca entre o que Frege
(1971) chamaria de sentido e referéncia dos simbolos ou dos signos. Para a expressao de um
namero € preciso, de fato, distinguir a significacdo operatoria ligada ao significante, em virtude
das regras do sistema de expressao escrita (esta significacdo operatoria ndo ¢ a mesma para 0,25,
1/4 e 25.107%: ndo sdo os mesmos tratamentos que devem ser considerados para efetuar as
adicbes 0,25 + 0,25 = 0,5, 1/4 +1/4 = 1/2 e 25.102 + 25.102 = 50.102 e o numero
representado que ndo é o significante 0,25, nem o significante 1/4 e nem o significante
25.1072. Cada uma destas trés expressoes tem uma significacdo operatéria, mas representa o
mesmo numero.

A conversdo ndo deve ser confundida com duas atividades que estdo, no entanto, proximas: a
codificacdo e a interpretacao.

O que ¢ geralmente chamado de “interpretacdo” requer uma mudanca de quadro tedrico ou uma
mudanca de contexto. Esta mudanca ndo implica mudanga de registro. A “codificagéo” ¢ a
“transcri¢do” de uma representagdo em outro sistema semioético diferente daquele em que é dado
inicialmente. Esta transcrigdo ¢ efetuada “em meio a uma série de substituigdes”, aplicando

regras de correspondéncia ou utilizando listas de substitui¢Bes inicialmente estabelecidas (ECO,



1988, p. 249-252). Estas substituicbes sdo efetuadas diretamente sobre os significantes que
compdem a representacdo, sem considerar a organizagdo da representacdo, nem o que ela
representa.

Bem que a atividade cognitiva de conversdo de uma representacdo possa, muitas vezes, parecer
ser estreitamente ligada a uma interpretacdo ou a um codigo, ela lhe é irredutivel, porque, por
um lado, ela ndo se funda sobre alguma analogia, como no caso da interpretacdo e, por outro
lado, a conversdo néo pode ser obtida pela aplicacédo de regras de codificagdo. Nao existe e ndo
pode existir regras de conversdo como existe regras de conformidade e regras de tratamento.
Para ilustrar este ponto, € tomado o exemplo de conversdo de representacdo, que pode parecer
com um cddigo: aquele entre a expressdo algébrica de uma relacdo (coluna Il da Tabela 1 a
seguir) e sua representacao gréfica cartesiana (coluna Il da Tabela 1).

Tabela 1: conversdo entre a expressdo algébrica de uma relacdo (coluna Il) e sua representacao
grafica cartesiana (coluna Ill).

| I i 1> 11 =1l
escolher a
Hachurar expressio
y
1......0 conjunto de pontos que tem uma x >0 g 67% 51%
abscissa positiva X
y
0, 0,
2......que tem uma ordenada negativa y<0 i‘~>x 67% 61%
y
3......cuja abscissa e ordenada tem o Xy >0 « 56% 25%
mesmo sinal
y
4 Xy <0 F - 23%
5......cuja ordenada é superior a abscissa H 0
(aretay = x sendo ja tragada no grafico) | Y~ X % 38% 38%
6......cuja ordenada € superior a abscissa -
(aretay = x ndo sendo tragada no grafico) | y > x % 19% 25%
y
. . . = 0,
7.....cuja ordenada é igual a abscissa y=X 7 x 60% "%
8......cuja ordenada € oposta a abscissa y=-x > yf 34% 58%

Fonte: Duval (2011, p. 108)C.

® N. T. Esta referéncia é a traducdo do artigo: DUVAL, R. Graphiques et équations: L’articulation de
deux registres. Annalles de Didactiques et de Sciences Cognitives. v.1. Strasbourg: ULP — IREM, 1988.



Nesta tabela estdo os resultados obtidos com 105 alunos. Para a conversao Il1—Il, havia apenas
uma escolha entre varias expressdes que correspondia ao grafico hachurado: y =X,y >x, x>0,y

»T em um

= - X, Xy <0, etc. Para uma enquete feita em escala de todos os alunos do “seconde
estabelecimento ver Leford & alii, 1990.

Este exemplo € interessante porque o sistema semiotico de representacdo grafica permite definir
uma regra de codificacdo: um ponto corresponde uma dupla de numeros. Portanto, ndo importa
qual dupla de nimeros, codifica um ponto do plano.

Ora esta regra de codificacfo ndo é suficiente para mudar de registro, para passar, por exemplo,
da expressdo algébrica de uma relagdo (y = X, y = x?) a representacéo grafica correspondente. Ela
permite marcar tantos pontos quanto desejado, mas néo de tracar o traco continuo de uma reta ou
uma parabola®. Por isso é preciso interpolar e aceitar a Lei da Gestalt de Continuidade.

A impossibilidade torna-se flagrante na conversdo inversa da representacdo gréafica para a
expressao algébrica (exceto o caso da simples leitura de pontos do grafico). Esta converséo exige
que as unidades significantes propostas para cada registro sejam bem descriminadas. Em outros
termos, é preciso identificar bem as variaveis visuais pertinentes com seus diferentes valores no
registro grafico, e na expressao algébrica da relacéo as diferentes oposicdes paradigmaticas que
ddo uma significacdo, e ndo somente um objeto aos simbolos utilizados (ver Tabelas 2, 3 e 4 a
sequir).

A regra de codificacdo permite ndo mais do que duas coisas: a leitura de uma dupla de niameros
sobre o gréfico, a partir de um ponto designado, ou a designacdo de um ponto, a partir de uma
dupla de nimeros. A repeticdo dessas duas operacOes elementares ndo € suficiente para a
conversdo de representacdes entre os dois registros. Os resultados registrados em turmas de
seconde®, mesmo ap6s um ensino de funcgdes afins e um trabalho sobre diferentes registros, sdo
impressionantes: menos de dois ter¢os dos alunos tém éxito em reconhecer y = x e y = - X nas
duas representacdes graficas correspondentes e, menos de um terco tém éxito em reconhecer y =
2xey =2 +Xx. (DUVAL, 2011; LEFORT & alii, 1990).

" N. T. No sistema de ensino francés, as séries de seconde, premier e terminale correspondem, nesta
ordem, aproximadamente as trés séries do ensino médio no Brasil, alunos com idade de 15 a 17 anos.

8 Ha alunos que aplicam perfeitamente a regra de codificacdo, mas que se recusam a ligar todos os pontos
obtidos por um traco continuo para fazer aparecer uma reta ou uma parabola.

® Ver nota de rodapé 7.
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Tabela 2: Valores e variaveis visuais para

= ax + b no plano cartesiano.

Variaveis visuais Valores Unidades simbélicas correspondentes
Sentido da inclinacdo |ascendente coeficiente >0 auséncia de sinal
descendente coeficiente <0 presenca do sinal —

Angulo com 0s eixos

particdo simétrica
angulo menor

coefic. variavel = 1
coefic. variavel <1

nao héa coefic. escrito
ha coefic. escrito

corta na origem

sem correc¢do aditiva

angulo maior coefic. variavel >1 ha coefic. escrito
Posigdo sobre 0 eixo | corta acima acresc. constante sinal +
corta abaixo subtrai-se constante sinal —

auséncia de sinal

Fonte: Duval (2011, p. 101)

Tabela 3: Identificacdo e integracdo, com exemplos, de 18 representacdes de variaveis visuais.

Sentido da inclinagao  angulo Posi¢ao (da reta) Exemplos
(na origem) y=X
=1 = + (acima da origem) y=x+1
\ - -
- (abaixo da origem) y=x-1
(na origem) y=2x
>0——— > 1  aitl + (acima da origem) y=2x+1
\ - -
- (abaixo da origem) y=2x-1
(na origem) y=(1/2) x
==l | ™ + (acima da origem) y=(1/2)x+1
TS . .
- (abaixo da origem) y=(1/2)x-1
<0

Fonte: Duval (2011, p. 101)

Tabela 4: Caracteristicas visuais de

representacdo no plano cartesiano.

Variaveis visuais Valores Unidades simbdlicas correspondentes
- implantacéo da tarefa - zona > <
(0 que se destaca como
figura sobre o fundo). - linha -
- forma da tarefa
(a linha tragada delelta ou | -linha reta expoente da variavel = 1
nao uma zona aberta ou | _jinpa curva expoente da variavel > 1
fechada).

Fonte: Duval (2011, p. 102)
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Em Duval (2011), essas tabelas mostram as varia¢es que comandaram a constru¢do dos QCM
(questionario com questdes de multipla escolha). Esses QMC, assim construidos, forneceram
diferencas espetaculares que podem ser observadas em questdes que tratam de um mesmo objeto
matematico, no caso em tela, as func@es afins. Mas, o resultado principal desta pesquisa ndo esta
nas observacdes que permitiram estudar as dificuldades da maioria dos alunos para compreender
e utilizar as representacGes afins, esta na escolha das variaveis que permitiram a construcdo do
QMC e que levou a evidéncia de um fendbmeno cuja caracteristica crucial ndo havia sido
remarcada: a conversdo das representacbes semidticas € a primeira fonte de dificuldade a
compreensdo em matematica.

Neste artigo, essas tabelas sdo retomadas como verdadeiro resultado de pesquisa apresentado em
Duval (2011, p. 101, 102), uma vez que elas constituem a primeira descri¢cdo do funcionamento
de um registro de representacdo semiotica, o registro das representacGes graficas cartesianas cuja
utilizacdo esta longe de ser simples e evidente como se supbe no ensino. Essas tabelas
estabelecem, deste modo, um exemplo de ajuda a compreensdo, ndo somente do que € um
registro de representacdo semiotica, mas de como aplicar um tipo de analise para todos 0s
registros utilizados em matematica, incluindo-se ai, a lingua natural. Tal analise fornece as
variaveis semiocognitivas a serem levadas em conta para, ndo somente organizar as sequéncias
de atividades em sala de aula, mas para tornar os alunos capazes de resolver problemas,
quaisquer que sejam as situacBes e quaisquer que sejam o0s objetos matematicos estudados.

A Tabela 2 apresenta as variagdes para um dos casos da figura da Tabela 4: o trago reto. A tabela
3 explicita os casos das figuras correspondentes as variacfes descritas na tabela 2 unicamente
para o traco ascendente. Vé-se que, para as retas ndo paralelas aos eixos, hd somente 18
representacdes graficas que sdo visualmente diferentes de modo significativo. No caso do
paralelismo a um dos eixos, desaparece a variavel de referéncia a este eixo.

Das trés atividades cognitivas ligadas a semiose, somente as duas primeiras - a formacdo e o
tratamento séo levados em conta no ensino, mesmo em se tratando da organizacao de sequéncias
de aprendizagem ou da construcdo de questionarios de validacao.

Considera-se, geralmente, que:

- A conversdo das representacOes acontece por si mesma desde que haja capacidade de formar

representagdes nos registros diferentes e efetuar tratamentos sobre as representacOes, por
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exemplo, construir um grafico ou uma expressdo e substituir, na expressao, valores numeéricos
nas variaveis;

- A conversdao ndo tem nenhuma importancia real para a compreensdo dos objetos ou dos
conteudos representados, pois o seu resultado se limita a uma mudancga de registro.

Este ponto de vista ¢ justificado desde que uma certa “autonomia” seja atingida no que concerne
a atividade matematica. Mas, mascara a caracteristica fundamental desta atividade para a noesis
e, de maneira mais geral, para a compreensdo. Além disso, negligencia o fato de que na
aprendizagem a conversdo desempenha um papel essencial na conceitualizacdo e, para melhor

percebé-la, examine-se o0 quanto a diversidade de registros de representacdo engloba.

Il NOESIS E COORDENACAO DE REGISTROS DE REPRESENTACAQO

A que corresponde a existéncia de muitos registros de representacdo e qual € o interesse de sua
coordenacao para o funcionamento do pensamento humano?

Antes de examinar as diferentes respostas possiveis a esta questdo, ndo serd demasiado lembrar-
se de duas situacGes que mostram o que é fundamental na ligacdo noesis/semiose:

- A utilizacdo de muitos registros de representacdo parece ser caracteristica do pensamento
humano, se comparado com a inteligéncia animal ou com a inteligéncia artificial. O que
caracteriza o funcionamento do pensamento humano em relacéo a inteligéncia animal ndo é tanto
0 recurso a um sistema semiético para comunicar (uma lingua), mas o recurso a muitos sistemas
de representacdo: linguagem e imagem gréafica (desenho, pintura, ...). E, no que concerne a
inteligéncia artificial, sublinha-se que um de seus limites é a dificuldade “em ultrapassar a
rigidez funcional que impede a especializacdo do modo de representacdo” (LEISER, 1987, p.
1869). A especializacdo do modo de representacdo reduz-se a um sO sistema semidtico: o da
expressao booleana.

- O progresso dos conhecimentos é sempre acompanhado da cria¢do e do desenvolvimento de
sistemas semidticos novos e especificos que mais ou menos coexistem com o primeiro entre eles,
o sistema da lingua natural (GRANGER, 1979).

Duas respostas sdo geralmente propostas para explicar esta necessidade, tendo e vista a
diversidade de registros no funcionamento do pensamento humano. Elas estdo centradas nos

custos de tratamento e nas limitagdes representativas especificas a cada registro. Propfe-se uma
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terceira, centrada na condicdo necessaria de uma diferenciacdo entre representante e
representado.

Estas repostas ndo se excluem, mas é importante ver que elas se situam em niveis de descri¢ao
diferentes da atividade cognitiva. A primeira resposta, centrada sobre os custos de tratamento,
sustenta-se em uma situacdo de descricdo superficial. Ela se refere ao funcionamento de cada
registro tal como é conscientemente vivido no tratamento das representacfes. A segunda reposta,
mais semidtica, supfe uma comparacdo de diferentes modos de representacdo de um mesmo
objeto. Esta comparagdo requer uma analise de aspectos que sdo levados em conta e daqueles
que ndo o sdo em cada registro. A terceira resposta € menos imediatamente acessivel, ela supde
uma abordagem desenvolvimentista da atividade cognitiva nas disciplinas em que 0 recurso a
uma pluralidade de registros é fundamental. Ela supde, além disso, que se substituam, no estudo
das aquisig¢oes, critérios de “maturidade” (rapidez de tratamento, espontaneidade das conversdes,

poténcia das transferéncias) no lugar de simples critérios de éxitos (obtengao da “boa” resposta):

- Primeira resposta: a economia de tratamento

A existéncia de muitos registros permite a mudanca de um deles e a mudanca de registro tem por
objetivo permitir a realizacdo de tratamentos de uma maneira mais econémica e mais
potencializada. Parece que esta resposta foi explicitamente colocada pela primeira vez por
Condillac em A Linguagem dos Calculos, a propdésito da expressdo dos numeros e das notacoes
algébricas. Esta resposta mostra, em termos de custo em memoria, os limites muito rapidamente
atingidos no registro da lingua natural para os tratamentos do tipo calculo. Tal reposta pode,
evidentemente, ser estendida a outros tratamentos: as relacbes entre objetos podem ser
representadas de maneira mais rapida e mais simples para compreender por formulas literais do
que por frases, como € o caso, por exemplo, para 0s enunciados do Livro V dos Elementos sobre
as proposicoes (Euclides). Em um manual renomado proposto para alunos de quatriéme®® é
possivel encontrar uma ilustracdo mais recente. Um quadro exposto de maneira sindptica, trés
apresentacdes diferentes de uma mesma igualdade: uma frase, uma expressao literal e um

esquema. Este quadro é fornecido com o comentario seguinte:

10 N. T. As séries sixiéme, cinquieme, quatriéme e troisieme do sistema de ensino francés correspondem,
nesta ordem, aproximadamente as quatro séries finais do ensino fundamental no Brasil, alunos com idade
entre 11 e 14 anos.

14



Com um pouco de habito (e tu comegas a ter), ¢ mais facil “compreender”
uma expressdo literal do que uma frase descrevendo um calculo em
francés. Muitas vezes, um esquema descrevendo um calculo é
interessante, mas por outro lado, ele toma mais lugar do que uma
expressao literal e, mais ainda, ele nido se “transforma” facilmente. Qual
linguagem tu preferes? (DELEDICQ & LASSAVEL, 1979, p. 80).

Em matematica, em geral, a economia de tratamento (perceptivo ou algoritmico) é mais
avancada do que em lingua natural. A desconfianca latente com respeito a lingua natural na

matematica encontra ai a sua verdadeira origem.

Segunda resposta: a complementaridade dos registros

Esta resposta, que é mais centrada sobre as possibilidades proprias de cada sistema semiotico,
cresceu mais recentemente (BRESSON, 1987). Podendo ser formulada da seguinte forma: a
natureza do registro semidtico que é escolhido para representar um contetdo (objeto, conceito ou
situacdo) impde uma selecdo de elementos significativos ou informacionais do conteldo que
representa. Esta escolha é feita em funcdo das possibilidades e dos inconvenientes semi6ticos do
registro escolhido. Uma linguagem ndo oferece as mesmas possibilidades de representacdo que
uma figura ou um diagrama. Isto quer dizer que toda representacéo € cognitivamente parcial em
relacdo ao que ela representa, e que de um registro a outro ndo estdo os mesmos aspectos do
contetido de uma situacdo que estao representados.

Assim, as figuras e, de maneira geral, todas as representacfes analdgicas, podem representar
somente estados, configuraces ou produtos de operacGes, ndo acbes ou transformacdes
(BRESSON, 1987, p. 943). Para representar operacGes € preciso um registro que tenha as
propriedades de uma lingua: lingua natural ou algebra (BRESSON, 1987, p. 939). Por outro lado,
as figuras permitem representar a totalidade de relacbes entre os elementos que constituem o
objeto ou a situacdo (LARKIN & SIMON, 1987).

Terceira resposta: a conceitualizacdo implica coordenacao de registros de representagdo

Ha uma ideia que € geralmente admitida, sendo possivel formula-la da maneira seguinte:

- Hipotese 1: se o registro de representacdo é bem escolhido, as representagdes destes registros

sdo suficientes para permitir a compreensao do contetdo conceitual representado.
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Esta hipotese parece, alids, justificada pela estrutura mesmo da representacdo tal como

apresentada habitualmente, em fungéo da estrutura da significagéo dos signos:

Figura 1: estrutura diddica e triadica das significancias dos signos

Objeto
Significado . Representagdo
Referéncia -
Significagdo | |  Jreeseeesee P> - Objeto
. Significante
Significante
Estrutura triadica da .Est.rutura _dizidica.da
significancia dos signos significancia dos signos

Nesta figura, os diferentes elementos constitutivos da significagdo dos signos estdo em negrito, e
as relacdes entre eles estdo em italico.

Com isso, € possivel avaliar a oposicao entre dois tipos de signos. Aqueles da estrutura triadica,
como os signos linguisticos (ou mesmo as figuras). Para este tipo de signo, a relacdo de
referéncia apresenta duas caracteristicas: por um lado, a relacdo com um objeto depende de uma
relacdo de significacdo, esta Gltima sendo determinada pelo sistema da lingua (SAUSSURE,
1973, p. 159, 163) (ou pelas leis da percepcdo visual). Por outro lado, a relacdo com o objeto “é
uma possibilidade que s6 é assegurada no plano do discurso” (BENVENISTE, 1966, p. 129-131;
1979, p. 64-66) (ou no plano de interpretacdo para as figuras). Os signos de estrutura diadica, tais
como algumas nocBes matematicas (notacbes de funcgdes, vetores, operadores...), ndo tém
significacdo e sdo constituidos por uma relacdo instituida a um objeto. Geralmente estas duas
estruturas de significacdo ndo sdo distinguidas. Mas, distinguidas ou ndo, ndo se duvida que o
emprego de signos ou de representacOes de apenas um registro seja suficiente para que a sua
significacdo funcione cognitivamente nos sujeitos que aprendem. Dito de outro modo, a
significacdo é postulada como sendo de imediato trans registro, e como consequéncia as
operacbes de conversdo de representacdo de um registro a outro parecem evidentes e
negligenciadas em relacédo as operacdes de formacéo ou de tratamento das representacoes.

A compreensdo, segundo a qual a atividade de conversdo ndo causa dificuldades maiores,

decorre diretamente desta hipotese 1 e da concepcéao que se faz da estrutura de representacéo.
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Esta hipotese parece suficiente se referida apenas aos sujeitos que tém um bom dominio da
atividade matematica (os pesquisadores em matematica ou os professores, por exemplo), mas
ndo é mais suficiente referida aos sujeitos em curso de aprendizagem, alunos do ensino
fundamental e médio. Ela ndo permite imaginar que a conversdo de representacdes de um
registro a outro possa ser uma fonte importante de dificuldades ou de insucessos. No quadro de
tal hipotese, muitas vezes admitida como uma evidéncia, as dificuldades e insucessos observados

podem somente sugerir noesis e ndo semiose.

- Hipotese 2: A compreensdo (integral) de um contetdo conceitual repousa sobre a coordenacao
de ao menos dois registros de representacdo, e esta coordenacdo se manifesta pela rapidez e a
espontaneidade da atividade cognitiva de conversao. Esta hipotese apela para outra descri¢do da

estrutura de representacGes semidticas e de seu funcionamento:

Figura 2: hipétese fundamental de aprendizagem: estrutura da representacdo em funcdo de

conceitualizagao. ‘ . N
Conceito, objeto cognitivo

representado
~ AC \ 3
1
Representante > Representante
no registro A < ” em outro registro
T 1 ZT
Tratamento em Tratamento em

No esquema desta figura, as flechas 1 e 2 correspondem as transformacdes internas a um registro
e as flechas 3 e 4 as transformacdes externas, quer dizer, mudanca de registro por conversdes. A
flecha C corresponde a compreenséo integral de uma representacédo: ela supde uma coordenagéo
de dois registros. As flechas pontilhadas marcam a distingcdo classica entre representante e
representado. Naturalmente, o esquema encara 0 caso mais simples de coordenacdo entre dois
registros: em alguns dominios, como a algebra linear, uma coordenacao entre trés registros, pelo
menos, pode ser requisitada. Da mesma forma é possivel ver uma das possibilidades importantes
da estrutura da representacdo: o representante de um registro pode ser considerado como 0

representante de outro registro, como € o caso em uma relacdo entre texto e imagem. Enfim,
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ndo ha ai flechas para os tratamentos préprios a cada registro. Isto ndo exclui os casos de
congruéncia ou de “equivaléncia computacional”, mas o interesse de mudangas de registro
depende do fato que cada registro tem tratamentos que Ihes sdo proprios.

Esta coordenacdo esta longe de ser natural. E ela ndo parece poder realizar-se no quadro de um
ensino, principalmente determinado por contetdos conceituais. Pode-se observar, em todos 0s
niveis de ensino, na grande maioria dos alunos, um enclausuramento de registros de
representacdo. Estes ndo reconhecem o mesmo objeto nas representacfes que sdo dadas em
sistemas semidticos diferentes: a expressao algébrica de uma relacdo e sua representacdo grafica
(ver, por exemplo, a Tabela 1); a expressdo numeérica de uma relacdo e sua representacéo
geométrica sobre uma reta ou no plano (LEMONIDIS, 1990); o enunciado de uma formula em
francés e a expressdo desta formula na forma literal; a descricdo de uma situacao e a sua equagao
matematica correspondente; etc. Este isolamento subsiste, mesmo apds um ensino de conteudos
matematicos que tenha tido estes diferentes registros amplamente utilizados.

Naturalmente, a auséncia de coordenac¢do ndo impede toda compreensdo. Mas esta compreensao,
limitada ao contexto semiédtico de um registro apenas, nao favorece em nada as transferéncias e
as aprendizagens ulteriores: torna os conhecimentos adquiridos pouco ou ndo utilizaveis em
outras situacdes aonde deveriam realmente ser utilizados. Em definitivo, esta compreensdo mono
registro conduz a um trabalho as cegas, sem possibilidade de controle do “sentido” daquilo que é
feito.

A coordenacdo das imagens (mentais) e da lingua natural em seu emprego corrente, que é
estudada por certos psicologos (PAIVO, 1986), ndo é mais suficiente para assegurar a
coordenacdo dos multiplos registros semioticos de representacdo mobilizados em matematica e
em outras disciplinas.

Muitas razdes podem explicar a amplitude e a profundidade deste fenébmeno de enclausuramento
de registros de representacdo. Mencionaremos, neste trabalho, ndo mais do que uma, inerente a

variedade heterogénea de registros: a ndo congruéncia. Quando ha congruéncia' entre a

11 Os trés critérios de congruéncia sao:

- a possibilidade de uma correspondéncia “semantica” de elementos significantes: a cada unidade
significante simples de uma das representagdes pode-se associar uma unidade elementar;

- A univocidade “semantica” terminal: a cada unidade significante elementar da representagdo de partida,
corresponde a uma Unica unidade significante elementar no registro da representacao de chegada;

- A organizacdo das unidades significantes: as organizacOes respectivas das unidades significantes de
duas representagBes comparadas, conduzem apreender as unidades em correspondéncia semantica,
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representacdo de partida e a representacdo de chegada, a conversao é trivial e poderia quase ser
considerada, intuitivamente, como um simples cédigo. Quando ndo h& congruéncia, ndo somente
a conversdo torna-se custosa em termos de tempo de tratamento, mas pode criar um problema
diante do qual o sujeito se sente desarmado e a possibilidade de conversdo ndo vem mais a
mente.

N&o existe regra alguma que possa determinar, a priori, todos os casos de ndo congruéncia entre
as representacOes de dois registros determinados. As dificuldades ligadas ao fendmeno de néo
congruéncia ndo sao dificuldades ndo conceituais.

A coordenacdo de muitos registros (Hipotese 2 e Figura 2) é, portanto, uma condicdo
absolutamente necesséria para que o esquema diddico de representacdo habitualmente admitido
(Hipdtese 1 e Figura 1) corresponda a um funcionamento cognitivo efetivo no sujeito e, para que,
apenas superficialmente, o recurso a apenas um registro de representacdo parecesse suficiente.
Ora, numerosas observacdes, nos diferentes niveis de escolaridade, mostram que a coordenacao
ndo se efetua espontaneamente para a maior parte dos sujeitos e que ndo se pode esperar a
conscientizacao por parte de um professor que desconhece a forte ligagcéo existente entre noesis e

semiose.

I AS CONDIC;()ES DE UMA APRENDIZAGEM QUE LEVA EM CONTA A SEMIOSE
Se a conceitualizacdo implica coordenacao de registros de representacdo, o principal caminho
das aprendizagens de base matematica ndo pode ser somente a automatizacdo de certos
tratamentos ou a compreensdo de noc¢des, mas deve ser a coordenacgédo de diferentes registros de
representacdo, necessariamente mobilizados por estes tratamentos ou para esta compreensdo. A
coordenacao de registros aparece como condicdo fundamental para todas as aprendizagens de
base, a0 menos nos dominios em que os Unicos dados que sdo utilizados sdo as representacfes
semidticas, como em matematica e em francés.

De fato, 0 ensino de matematica € em geral organizado como se a coordenacdo de diferentes

registros de representacbes introduzidas ou utilizadas fossem efetuadas rapidamente e

segundo a mesma ordem nas duas representacdes. Este critério de correspondéncia, na ordem do
arranjamento das unidades que comp6em cada uma das duas representacdes, é pertinente apenas quando
estas apresentam o mesmo numero de dimens&o.

Estes trés critérios permitem determinar o carater congruente ou ndo congruente da conversao a ser
efetuada entre duas representacGes semidticas diferentes, e que representam, a0 menos parcialmente, o
mesmo contetdo. Permitem, igualmente, determinar um grau de ndo congruéncia. (Duval, 1993).
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espontaneamente, como se 0s problemas e custos ligados a ndo congruéncia ndo existissem.
Definitivamente, o que é importante ndo é a mudancga de registro a ser efetuada, mas os
tratamentos que poderdo ser realizados na representacdo obtida apds a mudanca de registro. A
coordenacao de registro de representacdo nao parece, portanto, se impor como um dos objetivos
principais de ensino de sixiéme!? ao seconde'®. Basta olhar como s&o introduzidos os novos
registros: representages gréficas, figuras geométricas, escrita simbolica do célculo de
predicados (quantificadores) para constatar a auséncia de tal objetivo - prende-se a algumas
correspondéncias locais, geralmente mais para o caso da congruéncia e regras de emprego ou de
conformidade.

E evidente que esta auséncia, que ndo leva em conta a coordenacgio de registros, ndo é por acaso
ou por negligéncia. A falta quase completa de regras que pudessem contribuir para a atividade
cognitiva de conversdo, poderia ser suficiente para explicar.

Além disso, ndo é certo que propor exercicios locais de conversdo favoreceria esta coordenacao,
a qual parece estar ligada a uma conscientizacdo e objetivacdo mais globais do que o que permite
o0 trabalho em cada representacdo em particular. Uma aprendizagem que leve em consideragédo a
ligacdo estreita que existe entre a noesis e semiose deve, entdo, elevar os alunos a uma condicao
de tomada de conscientizacdo mais global e, para tal, sdo necessarias atividades de ensino mais
especificas. Nesta perspectiva, trés tipos de atividade extremamente diferentes impdem-se
(apresenta-se, aqui, uma caracterizacdo bastante breve de cada uma delas): o primeiro tipo
concerne a apreensdo das representacdes semioticas; o segundo, a aprendizagem de tratamentos
préprios de uma certa categoria de registros e; o terceiro tipo concerne 0 modo de producdo de

representacdes complexas.

1.1 ATIVIDADES DE VARIACOES COMPARATIVAS RELATIVAS A
SIGNIFICACAO DAS REPRESENTACOES

A apreensdo das representacfes semioticas supde a discriminagdo das unidades significantes
no registro ou onde a representacdo é produzida. O Unico modo de discriminar as unidades

significantes de uma representacdo é realizar a observacdo, por um lado, variacbes de

12N. T. As séries sixiéme, cinquiéme, quatrieme e troisiéme do sistema de ensino francés correspondem,
nesta ordem, aproximadamente as quatro séries finais do ensino fundamental no Brasil, alunos com idade
entre 11 e 14 anos.

3 'N. T. No sistema de ensino francés, as séries de seconde, premier e terminale correspondem, nesta
ordem, aproximadamente as trés séries do ensino médio no Brasil, alunos com idade entre 15 e 17 anos.
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representacdes sistematicamente efetuadas em um registro e, por outro lado, as variac6es
concomitantes de representacdo em outro registro. Isto significa dizer que a discriminagéo
das unidades significantes que constituem uma representagdo em um registro esta estreitamente
ligada a atividade de conversdo. Isto quer dizer, ainda, que a conversdo de uma representacao
ndo é separavel da percepcdo das variagdes proprias ao registro de partida e de chegada.
Naturalmente, fazendo variar uma representacdo, muda-se de contetdo representado: a escolha,
entre diversas representacfes possiveis em um registro de chegada, com aquela que corresponde
a representacdo modificada no registro de partida permite, deste modo, identificar as variacdes
das unidades significantes em cada registro de representacdo. Isto pressupbe que se tenha
previamente identificado todos os fatores de variagdo pertinente de uma representagdo em um
registro. Sem isso, ndo se pode propor uma situacdo de variacdo sistematica. Concretamente,
para poder propor tais atividades de variacdo comparativa, é preciso, inicialmente, dispor de
analises como aquelas apresentadas anteriormente nas Tabelas 2, 3 e 4. E somente tendo por base
esses tipos de anélises que se pode elaborar tais atividades, além de construir uma avaliacao

adequada das aquisigdes dos alunos.

1.2 ATIVIDADES DE ACOPLAMENTO OU DEESACOPLAMENTO ENTRE
TRATAMENTOS NAO SEMIOTICOS E TRATAMENTOS SEMIOTICOS

Tem-se a ideia de que o ensino de matematica trata, em grande parte, a aprendizagem de
tratamentos que sdo especificos a cada registro de representacdo: calculo numérico, resolucéo de
equacdes, construcdo e leitura de gréficos, construcdo de figuras geométricas, etc. Ora, um
exame atento mostra que nao é nada disso. Uma aprendizagem dos tratamentos especificos em
um registro de representacdo € proposta ndo mais do que para 0S registros em que 0S
tratamentos sdo unicamente do tipo de célculo e ndo para o caso dos tratamentos que nédo
sdo de célculo. O exemplo mais impressionante é o das figuras geométricas.

Em geral, prende-se ou ao tratamento perceptivo ou ao tratamento matematico (Tabela 5 a
seguir).

A importancia legitima dada as atividades de construcdo de figuras é, neste ponto de vista,
reveladora. As atividades de construcao de figura s&o atividades que privilegiam a formacao de
representacdo de um objeto matematico ou de uma situacdo matematica no registro figurativo:
elas ndo respeitam a significacdo perceptiva das diferentes unidades figurais, mas a subordinam

aos elementos conceituais presentes na definicdo dos objetos. Essas atividades levam, deste
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modo, a considerar as figuras geométricas como figuras matematicas, que dizer, como
representacdes onde € a denotacdo que conta e ndo a significacdo propriamente perceptiva ou
operatdria (ver esquemas da reta nas Tabelas 2, 3 e 4). Pode-se dizer, nestas condi¢fes, que as
atividades de construcdo “ensinam a ver”, isto €, permitem descobrir, mobilizar e controlar a
produtividade heuristica das figuras.

Os tratamentos que constituem a produtividade heuristica das figuras geométricas combinam
operacgdes que ndo se mostram ser nem do tipo de apreensdo puramente perceptiva, nem do tipo
conceitual. Em certos casos, os fatores proprios a apreensdo perceptiva podem favorecer estas
operacbes e, em outros casos, ao contrario, inibi-las. Além disso, estas operagdes sdo
independentes de todo raciocinio dedutivo e do emprego de definigdes.

Por isso a importancia de distinguir esta apreensdo operatéria das figuras da apreenséao
perceptiva, da apreensao discursiva e teorica (Tabela 5).

Os tratamentos figurais sdo operacdes que podem ser efetuadas materialmente ou mentalmente
sobre as unidades figurais em uma figura geométrica, para obter uma modificacdo configural
desta figura. Estes tratamentos podem ser efetuados independentemente de toda definigéo
explicita e implicita do objeto mateméatico. Uma figura geométrica permite diferentes
tratamentos figurais. Segundo a maneira de apreensao que se privilegia, uma figura geométrica
pode aparecer com uma estrutura triddica ou diadica. Uma das violéncias semidticas da
matematica, desde Hilbert, consiste em querer considerar as figuras segundo uma estrutura
diadica e ndo triadica: desconhece-se, deste modo, a nocdo de unidade figural, tendo uma
significacdo prépria e que pode, dependendo do caso, denotar objetos diferentes. Dessa forma,
impossibilita uma analise melhor sobre a produtividade heuristica das figuras geométricas, as
quais sdo constituidas de ao menos duas unidades figurais.

As atividades de construcdo de figuras introduzem, nesta apreensdo discursiva e teorica,
dificuldades particulares no momento de se dar conta delas, e dificuldades relacionadas aos
instrumentos de construgdo. E por isso que as figuras revelam um quarto modo de apreensio.
Naturalmente, a utilizacdo matematica das figuras mobiliza esses quatro modos de apreensao.
Mas, os tratamentos que sdo reveladores de uma apreensdo operatdria, querem dizer, 0s
tratamentos puramente figurais, tém uma importancia muito particular na medida em que eles
sdo decisivos para a utilizacdo heuristica da figura. Mas, quais seriam as condi¢des de tal

aprendizagem? E seria verdadeiramente possivel?
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Tabela 5: As apreensdes em geometria

Apreensdo Apreensao operatoria de uma figura Apreenséo Apreensdo
perceptiva (Estrutura diadica da representacéo) sequencial discursiva
(Estrutura (segundo a
diadica) defini¢do dos
objetos)
Integracdo de OperacBes que | Fatores internos que Fatores Variacgdes de
estimulos Tipos de modificama | disparam ou inibema | externos que congruéncia entre
(contrastes | modificacbes | figura: processo | visibilidade destas intervém na as modificacdes
bruscos de figurais. heuristico. operacdes. construcdo da | figurais visiveis e
brilho) em figura. deducéo.
uma figura.
Leis de - reconfiguracdo | - particdo em diversas Grau de - As unidades
agrupamento Uma figura se sub-figuras congruéncia figurais
de estimulos decompde em pertinentes; entre as elementares e 0s
(simplicidade, diferentes - convexidade ou ndo unidades objetos
fechamento, | Mereolégica unidades das sub-figuras; figurais matematicos
proximidade, (relacdo figurais: elas | - complemetariedade; possiveis e utilizados pelo
e parte/todo). podem ser - duplicagéo; aquelas raciocinio dedutivo
identificacdo combinadas em permitidas tém ou ndo o
de formas. outra figura ou pelos mesmo ndmero de
em diferentes instrumentos dimensdes.
sub-figuras; utilizados.
- a mesma - a mesma orientacdo
formae das figuras (objeto e
orientacdo no imagem);
plano fronto- - as linhas de
Indicadores de paralelo, mas | perspectiva sdo todas - em fungdo das
profundidade com variacdo de | distintas dos lados hip6teses dadas, ha
e de distancia tamanho: das duas figuras; congruéncia ou ndo
(tamanho, superposicdo em | - centro de homotetia entre o tratamento
superposicao, Otico. profundidade de no interior ou no figural heuristico e
perspectiva duas figuras exterior do contorno a ordem nos passos
em relacdo a semelhantes; convexo envolvendo da deducéo.
um ponto de - variagdo do as duas figuras.
fuga, plano em
inclinacdo em relacdo ao plano
relagdo a um fronto-paralelo
plano fronto- (variacéo de
parelelo) e formae
ndmero de constancia de
dimensdes: forma e de
2D ou 3D tamanho).
orientagéo no O mesmo - pregnéncia das
plano fronto- tamanho e direcOes vertical e
paralelo. forma, mas com horizontal.
De posicéo. variacdo de
orientac&o,
rotacéo,
translacéo, ...
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Uma aprendizagem dos tratamentos propriamente figurais deve ser uma aprendizagem centrada
na apreensdo operatoria das figuras e ndo nas apreensfes sequenciais e discursivas. Deve levar
em consideracdo todos os fatores que mexem com a visibilidade de uma operacao, quer dizer, 0s
fatores de organizacdo perceptiva de uma figura que podem contribuir para a mobilizacdo
espontanea desta operacdo ou, ao contrario, inibi-la. Uma experiéncia de tal aprendizagem foi
realizada para o caso da operagdo de reconfiguracdo, por Padilla (1992). Contudo, a proposta é
ater-se a uma pesquisa que trata de outra operagdo: superposicdo em profundidade, que é um
tratamento figural que pode ser usado para a representacdo de situacdes de homotetia
(LEMONIDIS, 1990).

A tabela 6, a seguir, extraida do trabalho de Lémonidis (1990, p. 58, 59), mostra uma
classificacdo sisteméatica dos diferentes casos de figuras na representacdo de situacdes de
homotetia no plano.

Esta classificacdo foi estabelecida em funcdo dos parametros seguintes (LEMONIDIS, 1990, p.
50-57):

- Existéncia (figura a esquerda em cada coluna) ou ndo (figura a direita em cada linha) de uma
simetria interior;

- Relacdo positiva (coluna C1) ou negativa (coluna C2) da configura¢do homotética;

- NUmero de pontos remarcaveis (pontos que aparecem como particulares) em cada figura;

- Posicdo respectiva de cada figura, uma em relacdo a outra: algum ponto em comum (primeira
linha), interseccdo reduzida a um ponto (segunda linha), figuras contiguas (terceira linha),
figuras que se sobrepbem (a fronteira de uma entra na outra), figura em que uma € regido
limitrofe da outra, e figuras em situacdo de inclusdo completa;

- NUmero de tragos (reta que une um ponto a sua imagem) que ligam os pontos remarcaveis das
figuras homotéticas.

Uma vez estabelecida esta classificacdo, observa-se que certas configuracdes sao percebidas, em
um primeiro olhar, em profundidade, outras somente no plano e outras ainda s&o
perceptivamente ambiguas, que podem ser muito bem-vistas tanto em profundidade quanto no

plano.
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Tabela 6: classificacdo de homotetia no plano.

G F G, F,
b /N /N
\ A%
C; F, G, F,
b W\
G F3 C, F3
a 4
b

Fonte: Lémonidis (1990, p. 58, 59) com a inclusdo da coluna a esquerda das linhas a e b.
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(Continuacéo)

Ci F4 G, F4
\
a
\
| /%\ l/
CIFS CZF
" /(\
C] F6 C2 F6
b
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1 - As configuracdes que sdo espontaneamente percebidas em profundidade séo aquelas para
as quais as figuras possuem a mesma orientacdo e aquelas em que os tragos, quer dizer, as retas
que unem um ponto da figura objeto ao ponto da figura imagem, séo distintas dos lados das
figuras homotéticas.

Dois fatores determinam a orientacdo de uma figura homotética: a orientacdo das formas das
duas figuras (objeto e imagem) em relacdo ao plano fronto-paralelo (ou nas bordas do quadro
do material de suporte), e a posi¢ao do centro de homotetia em relagéo ao envelope convexo que
reuni a figura objeto e a figura imagem (quando o centro esta no exterior, a relacdo numeérica é
positiva e quando esta no interior a relagdo numérica ¢ negativa). Quando o centro ¢ “interior”,
ha a inversdo da figura imagem em relacéo a figura objeto. Deste modo, duas figuras podem ter
a mesma orientacdo de forma no plano fronto-paralelo e ndo ter a mesma orientacao

homotética: por exemplo, a configuracdo C2F1 na Tabela 6.

Quando estas duas condi¢des sdo preenchidas (a mesma orientagéo e tragos distintos dos lados),
pode-se ver o centro de homotetia como um ponto de fuga: as configuracdes C1F1, C1F2,
C1F3a, mas ndo C1F3b.

2 - As configuracBes perceptivamente ambiguas para a percep¢do em profundidade sao
aquelas:

- para as quais todos os tracos ndo sao distintos: C1F4b.

A representacdo figural de objetos impossiveis repousa nas construcdes nas quais certos tracos
séo distintos e outros séo confundidos:

- Para os quais todos o0s tracos sdo distintos, mas eles parecem se distribuir como “raios”, a partir
do centro C2F1a (comparar com C2F5a) (LEMONIDIS, 1990, p. 54, 60, 73).

As configuragdes ambiguas ndo podem ser confundidas com as configuracfes totalmente ndo
interpretaveis. Estas configuracdes sdo aquelas pelas quais € impossivel distinguir o centro
percebido como “interior” ou como “exterior”. Estas sdo as configuracGes para as quais ha
inclusdo completa da figura objeto e da figura imagem (F6 na tabela 6). Estas configuragdes
estdo em oposicdo aquelas em que as figuras objeto e imagem ndo possuem algum ponto em
comum e sdo simétricas: para estas figuras, pode-se distinguir visualmente um centro “interior” e

um centro “exterior” (LEMONIDIS, 1990, p. 50). Em todos estes casos, a materializacdo dos
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tracos ou a denominacdo dos pontos homologos (quer dizer, o recurso a uma apreensdo
discursiva) torna-se necessario.

Todas as configuracdes homotéticas planas podem ser reagrupadas em trés classes, segundo o
grau de exposicdo que elas oferecem para a operacdo de superposicdo em profundidade. Isto
permite que se organize uma aprendizagem de tipo de tratamento figural. Pode-se, de fato,
apresentar todos os tipos de configuragdes homotéticas distinguidas na classificacdo de
Lémonidis (1990), de acordo com a ordem seguinte: as configuracbes que prestam a
superposicdo em profundidade!®, em seguida aquelas que sio perceptivamente ambiguas e,
enfim, somente aquelas que sdo irredutivelmente planas. Para o caso das figuras percebidas em
perspectiva, tem-se a possibilidade de uma combinagdo de tratamento puramente figural e
tratamento matemaético. Para estas figuras que sdo somente percebidas de forma plana (C1F®6,
C2F6), o desmembramento se impde.

Pode-se, deste modo, elaborar um ensino da homotetia que leve o aluno a se apropriar dos meios
de tratamento da representagéo figural, e esta apropriagdo se mostra eficaz ndo somente para a
compreensdo da homotetia, mas para 0 seu ingresso na abordagem de outras no¢Ges como a
noc&o de baricentro (LEMONIDIS, 1990).

1.3 ATIVIDADES DE DUPLA PRODUCAO PARA AS REPRESENTAQ()ES
SEMIOTICAS COMPLEXAS

Chama-se representacdo complexa toda representacao que “expde um procedimento”: um texto,
um calculo com diversas etapas, um raciocinio.

E essencial, quando estas producgdes sio feitas em um registro em que a organizagio semidtica é
linear, que se solicite previamente uma producdo em um registro onde a organizacdo semidtica
ndo seja linear (grafico, esquema, etc.), e solicitar, em seguida, a producdo no registro de
organizacdo semidtica linear uma descricdo da primeira producdo. Esta dupla producdo se
mostrou decisiva para a aprendizagem do raciocinio dedutivo (DUVAL, 1991) e pode ser

igualmente fecunda para a compreenséo de texto.

14 Separam-se, cuidadosamente, na apresentacdo, as configuraces de centro interior das de centro
exterior. Uma vez que para as configuragdes de centro interior ha inversdo da figura imagem, se bem que
elas podem ser espontaneamente percebidas em perspectiva. Este fator de variacdo deve ser levado em
conta.
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A GUISA DE CONCLUSAO

Esta abordagem abre um vasto campo de pesquisas no tocante a diversidade das representacfes
utilizadas em matematica (gréaficos, figuras, esquema, escrita simbdlica). As primeiras pesquisas
efetuadas nesta perspectiva, até o presente momento, mostraram-se frutuosas para a
aprendizagem matematica (GUZMAN RETAMAL, 1990; LEMONIDIS, 1990; PADILLA,
1992). As pesquisas que se apresentam como as mais complexas tratam, naturalmente, da
atividade de conversdo na qual a representacdo de partida € um enunciado em lingua natural ou
um texto.

Todos os problemas de “matematizacao”, quer dizer, aqueles que visam descobrir a aplicagao de
tratamentos matematicos ja adquiridos em questdes que estdo mergulhadas em situaces nédo
matematica cotidianas ou profissionais, como é o caso dos problemas aditivos, problemas de
“mistura”, problemas de determinacdo de equacdo etc., sdo exemplos dos mais elementares. A
resolucdo deste tipo de problemas depende, inicialmente, da compreensdo do enunciado do
problema e das conversdes das informacGes pertinentes que sdo apresentadas: trata-se de passar
de uma descrigédo discursiva dos objetos relevantes no enunciado da questdo para a expressao
simbdlica (numérica ou literal), de suas relagcdes que sdo marcadas linguisticamente, geralmente
de modo muito variavel no texto do enunciado. E somente a partir desta expressdo simbolica
matematica (operacdes aritméticas, regras das médias, resolucdo de um sistema, etc.) que 0s
tratamentos podem ser aplicados. Ora, a efetuacdo desta passagem ndo depende do conhecimento
destes tratamentos ou de férmulas que os inicializam, uma vez que ndo sdo 0s nimeros que
importam no enunciado de tais problemas, mas os sintagmas nominais ou verbais que Ihes déao
sentidos relacionais.

Ha ainda, mais amplamente a ser considerado, o raciocinio em suas formas mais elaboradas: a
argumentacdo e a deducdo. A argumentacdo é evidentemente uma forma de raciocinio que nao
pode estar desvinculada do registro da lingua natural. Do mesmo modo a dedugdo, uma vez que
se refere as definicdes, aos axiomas e aos teoremas que sdo enunciados em lingua natural, como
é 0 caso da geometria. A conversao em outro registro pode, entdo, parecer inutil do ponto de
vista do tratamento e pode mesmo se tornar uma fonte de dificuldades suplementares. E
suficiente lembrar aqui todas as dificuldades as quais se depara um professor de l6gica para se
dar conta de que a passagem de um registro em escrita simbolica, na conducao de um raciocinio

dedutivo, parece de fato excluida, quando a entrada do aluno na aprendizagem da demonstragao.
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Pode-se, entdo, considerar o registro em lingua natural como um registro de partida no que
concerne o raciocinio? A importancia da semiose na noesis convida a responder afirmativamente.
A lingua natural deve ser considerada, ao mesmo tempo, como um registro de partida e
como um registro de chegada. Mas, é ai que estd o ponto importante: esta conversao
interna nao é feita diretamente, ela passa por representacoes intermediarias nao discursiva.
A explicitacdo de representacdes intermediérias ndo discursivas aparece como uma condicao
necessaria a aprendizagem do raciocinio dedutivo, como no caso do controle de uma
argumentacdo (DUVAL, 1992; DUVAL e EGRET, 1993). Néo se trata de uma condicdo que se
imporia somente para o raciocinio ou para as situacbes em que a lingua natural constitui um
registro de chegada, parece ser igualmente requisitada para o desenvolvimento da compreensao
de texto a passagem de um texto a outro (resumo, comentério, explicacdo etc.) que exprime
compreensdo, ndo pode ter uma passagem direta (DUVAL, 1993). Do mesmo modo, a conversdo
de um enunciado do registro em lingua natural para um registro em escrita simbolica requer o
desvio as representacfes intermediarias. As dificuldades do ensino da ldgica e, mais
particularmente, a aprendizagem da manipulagéo conjunta da negacéo e dos quantificadores tém,
em grande parte, a ilusdo de uma passagem direta.

Naturalmente, o tipo de representacdo intermediaria ndo discursiva a ser mobilizada quando o
registro de partida é a lingua natural, muda de acordo com o registro de chegada e de acordo com
o0 tipo de resolucdo a ser efetuado: resolucdo de um problema de matematizacdo, raciocinio,
resumo, conversao em um registro simbolico etc., encontra outras analises mais particulares que
vao além do objetivo deste artigo (ver DAMM, 1992).

Em todo caso, ndo é possivel negligenciar ou descartar a lingua natural no ambito do ensino da
matematica, ela € um registro tdo fundamental quanto os outros registros, particularmente
aqueles em que os tratamentos de calculo sdo possiveis. Mas, inversamente, ndo é mais possivel
ser omisso ou mesmo descartar os registros de representacao discursiva no ambito do ensino de
francés, na medida em que o desenvolvimento e a compreensdo de textos constituem um dos
objetivos prioritarios deste ensino. E por isso que nestas duas disciplinas nio pode haver
verdadeiramente aprendizagem, na medida em que as situagdes e atividades propostas ndo levam
em conta a necessidade de varios registros de representacdo para o funcionamento cognitivo do

pensamento humano e o caréater central da atividade de conversao.
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