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Resumo

Neste trabalho apresentamos os resultados de um estudo de caso, cujo objetivo foi investigar as concepgdes de
transformagdo linear entre espacos vetoriais reais de estudantes de licenciatura em matemdtica em EAD. A
andlise das concep¢des foi realizada sob a 6tica da teoria APOS desenvolvida por Asila et al. (2004).
Concluimos que o curso realizado pelos sujeitos lhes possibilitou apenas iniciar o caminho da construgdo da
concepgio agdo. Tal resultado ndo almeja desencorajar a inclusdo de Algebra Linear em cursos em EAD, ao
contrdrio, pela importancia do assunto na formagdo do professor, pretendemos lancar um desafio aos
responsdveis pela implantacdo de AL nessa modalidade de curso, que é o de criar estratégias de aprendizagem
que incorporadas as vantagens de um curso em EAD tenham condi¢des de desenvolver concepgdes proprias para
os principais objetos de Algebra Linear.

Palavras-chave: Algebra linear. Transformacdo linear. Concepgao. Licenciatura em EAD.

Abstract

This paper presents the results of a case study aimed to investigate the conceptions of linear transformation in
students’ real vectorial spaces from an Online Distance Education course. The analysis of the conceptions was
based on APOS theory by Asila et al.(2004). We concluded that the course taken by the subjects enabled them to
start the way to build the action conception. This result aims to encourage Linear Algebra in ODE courses,
because it is a very important subject to form a teacher. We would like to challenge the people in charge of the
implementation of Linear Algebra in this type of course to create learning strategies (with the advantages of an
ODE course) that will help people to develop their own conceptions to the main objects of Linear Algebra.
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Introducao

Pesquisas em Educacdo Matemadtica, especificamente sobre o ensino e a aprendizagem de
Algebra Linear (AL), apontam a grande dificuldade que os estudantes enfrentam em adquirir
os conhecimentos basicos do assunto. Uma das no¢des elementares de AL mais importantes €
a nocao de transformacdo linear entre espacos vetoriais sobre um corpo. A concepc¢ao dos
estudantes sobre essa nocdo foi explorada por vdrios pesquisadores dos quais destacamos:

Molina e Oktag (2007); Harel (1999), Karrer (2006), Machado e Bianchini (2009).

Embora a AL provoque dificuldades apontadas pelas pesquisas, ela constitui um assunto
essencial para a formacdo do professor de matemadtica. Sua aprendizagem fornece uma
poderosa ferramenta para a matemdtica superior, desenvolve a capacidade e habilidade de
demonstracdes matemadticas, explicita e exemplifica a ligacdo entre dlgebra e geometria, entre
outras coisas. E importante lembrar que os conhecimentos dos conceitos basicos de Algebra
Linear ddo ao professor subsidios para a compreensdo da importancia de certos temas

abordados na Educac¢do Bésica como matrizes, sistemas de equacdes, etc.

Concordamos com o seguinte comentéario de Libaneo (2010, p. 22) sobre a importancia da
avaliacdo de cursos do tipo Ensino a Distancia — EAD —: Os educadores precisariam
acompanhar de perto e criticamente propostas de formacdo de professores e de programas
tipo “ensino a distdncia” aventados pelo Ministério de Educacdo. Isso se torna premente,
dado o crescente aumento de cursos de licenciatura em matematica na modalidade EAD,
(quarenta e nove no Brasil®), exigindo um acompanhamento e avaliacdo dessa modalidade de

ensino.

Neste artigo, apresentamos os resultados de uma pesquisa cujo objetivo foi investigar as
concepcoes de transformacdo linear entre espagos vetoriais reais construidas por estudantes de
uma licenciatura em matemaética que concluiram um curso de Algebra Linear em Educacdo a

Distancia - EAD.

O curso realizado pelos sujeitos da pesquisa se da principalmente por interacdes entre
professores, tutores e estudantes via internet e tecnologias associadas. Essas interagdes dao-se
utilizando interfaces como salas de bate-papo, videoconferéncias e féruns, o que o caracteriza

como curso de EAD, de acordo com Borba, Malheiros e Amaral (2011).

3 Dado obtido no Guia de EAD. Sdo Paulo: Ed. Segmento, ano10 n° 10, 2012.
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Aportes metodoldgicos e tedricos

A pesquisa € qualitativa com as caracteristicas de um estudo de caso, pois o foco principal foi
em uma investigacdo sobre a concepcdo de transformacao linear de duas estudantes de um

mesmo curso de AL em EAD.

A producdo analisada consta tanto do que pudemos obter sobre atividades e avaliacdes feitas
pelas entrevistadas e cedidas as pesquisadoras pelo tutor, quanto também dos protocolos

escritos e gravagdes em dudio obtidas durante as entrevistas.

Inicialmente, analisamos a disciplina de AL, disponivel no ambiente virtual do curso de
licenciatura e algumas atividades postadas pelas estudantes e arquivadas pelo tutor para a

- . . . 4
elaboracdo do roteiro da entrevista semiestruturada’.

Selecionamos duas estudantes que terminaram um primeiro curso de AL e se prontificaram a

participar da entrevista. Elas serdo ficticiamente denominadas aqui de Marta e Lia.

Para analisarmos as concepgdes sobre transformacao linear, buscamos embasamento na teoria
APOS’ - acdo, processo, objeto e esquema - desenvolvida por Asiala et al.(2004), cujas ideias

principais resumimos e exemplificamos a seguir.

A teoria APOS, elaborada por integrantes do grupo de pesquisa RUMEC (Research in
. . ., 6 .
Undergraduate Mathematics Education Community”), fundamentou-se na necessidade de
[...] considerar os processos mentais pelos quais novos conceitos abstratos siao
adquiridos. [...] Essa necessidade ocorreu pela percep¢do dos autores, de que o
professor ao tentar ensinar uma nova nocdo estd, na verdade, induzindo o

desenvolvimento cognitivo de seu aluno. (DUBINSKY e LEWIN, 1986, traducdo

nossa).

No desenvolvimento dessa teoria, os autores partiram da ideia de abstragdo reflexionante de
. . , oy ~ 7 . .. .
Piaget, pois, segundo eles, é a forma de equilibracdo’ mais poderosa e cognitivamente mais
interessante, porque € nela que uma estrutura cognitiva se reequilibra de um disturbio,

sofrendo um maior ou menor grau de reconstrugao.

* Roteiro da entrevista em anexo.

3 APOS - Action, process, object, scheme.

® Pesquisa da Comunidade de Educagdo Matemdtica do Ensino Superior (tradugdo nossa)

7 Equilibragdo: tipo de pensamento ou atividade “auto-retificante” que, ao resolver uma contradicdo, ajuda a
crianga a atingir um novo estagio de desenvolvimento cognitivo. (SYLVA e LUNT, 1994, p.342).
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Do ponto de vista da teoria APOS®, a constru¢do do conhecimento matemético € desenvolvida
em etapas denominadas de agdo, processo, objeto e esquema que ndo ocorrem

obrigatoriamente nessa ordem.

A acfio é uma mudanca’ executada pelo individuo sobre um objeto matemdtico. Esse tipo de
mudanca é percebido como algo exterior ao préprio individuo, ou seja, a mudanga € uma
reacdo a indicacdes que fornecem informacgdes precisas sobre os procedimentos a serem
realizados. Um exemplo de acdo € a do estudante que, para decidir se uma transformagao do
plano dada no registro gréfico € linear, verifica se a imagem de uma reta é uma reta que passa

pela origem.

Um sujeito pode ndo se limitar a executar uma agdo, porém, se ele limita sua compreensao de
uma dada nocao a realizacao de acdes, dizemos que ele demonstra uma concep¢ao acao sobre

€ssa no¢ao.

O processo se caracteriza por uma constru¢do interna que permite ao sujeito realizar uma
acdo ndo necessariamente conduzida por estimulos externos. O estudante tem o controle da
mudanca realizada sobre o objeto matemaético e consegue descrever o procedimento envolvido
na mudanga, além de, se preciso, conseguir inverté-lo. Um exemplo de processo € o de um
estudante que apresenta o registro algébrico de transformacao linear do plano, apresentada no
registro grafico, e a valida. Se um individuo, ao resolver um problema, d4 indicios de utilizar
mudancas do tipo processo, interpretamos que ele mostra ter uma concep¢ao processo sobre

a nog¢ao estudada.

O individuo que estd consciente do processo como uma totalidade converte um processo
(dindmico) em um objeto (estitico). Uma transformacdo linear entre espagos vetoriais
constitui um exemplo de objeto da Algebra Linear. Se um estudante reflete sobre um processo
e transforma o processo em objeto, interpretamos que ele demonstra ter uma concep¢ao

objeto sobre aquela nocao.

Conforme se referem Asiala et al. (1996, p. 12), “uma colecdo de processos e objetos pode ser
organizada de uma maneira estruturada formando um esquema. Os préprios esquemas podem
ser tratados como objetos e serem incluidos na organizacdo de um esquema de nivel

superior”’. Como os estudantes ao serem entrevistados haviam participado de um curso de AL

¥ As explicagdes sobre acdo, processo, objeto e esquema estido baseadas em Prado (2010).
? Usamos a palavra mudanca para indicar o que na teoria APOS é denominada transformacdo. O intuito foi de
evitar confusdo com o termo matematico transformagao no sentido de fungdo.
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de um semestre, restrito a exemplos do R" , para n = 1, 2 e 3, com espagos vetoriais reais, o
esquema possibilitado pelos estudos seria limitado as transformacdes lineares entre os espagos

vetoriais ja trabalhados.

Sobre a disciplina de Algebra Linear do Curso de Licenciatura em Mateméatica na
modalidade EAD

A Licenciatura em Matematica na modalidade EAD, cursada pelas estudantes entrevistadas,
tem 2800 horas. Na plataforma de EAD as ferramentas virtuais disponibilizadas aos
estudantes sdo as seguintes: chat (conversa agendada entre o tutor e os alunos), férum
(questdes propostas pelo tutor), converse com o professor (cada estudante propde uma questao

ao tutor).

Os encontros presenciais ocorrem nas seguintes ocasides: no inicio de cada semestre, quando
ha uma reunido para explicacdo e familiarizagdo do estudante com o ambiente virtual e nas

provas finais de cada semestre.

A disciplina de Algebra Linear dessa Licenciatura tem a duragio de 150 horas-aula das 2800
horas previstas. A disciplina versa sobre os espacos vetoriais R" sobre R, sendo que R
representa o conjunto dos nimeros reais. Da-se prioridade aos conceitos basicos de espacos
vetoriais reais, dentre os quais: espaco vetorial e subespaco vetorial, base, dimensao,

transformac@o linear e autovetor e autovalor.

N

Anteriormente a abordagem do conceito de transformacdo linear, sdo estudadas as

transformagdes do plano, isto €, as transformagdes do tipo T: R%> R? lineares e nio lineares.

Para fins de pesquisa académica, tivemos acesso as atividades propostas pela disciplina de AL
sobre transformacdo do plano e transformacdo linear, entregues na plataforma virtual pelas
duas estudantes entrevistadas. A andlise desse material revela uma predominancia de
exercicios de verificacdo da linearidade de diversas transformagdes, o que indica énfase na

acao, fase explicitada na teoria APOS em relacdo a compreensdo do conceito.

E possivel observar que, algumas vezes, as estudantes registram no proprio exercicio suas
davidas quanto a exatidao da resolug¢do apresentada, o que parece evidenciar uma falta de

autonomia das mesmas.

A andlise desse material permite perceber a dificuldade das estudantes com a notagdo

algébrica, o que € apontado em pesquisas anteriores do proprio GPEA (Grupo de Pesquisa em
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Educagdo Algébrica da PUC/SP), que explicitam a dificil apropriagdo pelos estudantes da
simbologia e dos varios conceitos introduzidos em um primeiro curso de Algebra Linear.
Exemplificando, uma das entrevistadas desconsidera a condicdo de linearidade da
transformacgao linear, relativa a multiplicagdo por escalar, verificando somente a condi¢do

relativa a soma de dois vetores do espago vetorial.

O material disponibilizado pela plataforma propicia que os estudantes facam conversdes entre
diferentes registros de representagdo semiodtica, fato que segundo Duval (2011), é condic@o

necessdria para que um individuo compreenda um conceito matematico.

As figuras produzidas pelas estudantes sdo todas apresentadas por meio de programas

graficos, o que permite inferir que ambas dominam algum programa grafico.

A elaborag¢ao do roteiro da entrevista semiestruturada foi embasada nas anélises acima.

Sobre as entrevistas

Para a realizagdo das entrevistas reservamos uma sala que se mostrou um local adequado, pois
era agradavel e tranquila, sem interrupcdo de nenhuma ordem. Em cada entrevista estavam
presentes na sala as duas pesquisadoras e uma estudante. Apds a apresentagao inicial nas duas
entrevistas, obtivemos a concordancia das alunas sobre a gravacdo em dudio e em video e a
assinatura no termo de compromisso. Em tal termo consta a autorizacdo do uso do material
coletado durante a entrevista e o compromisso das pesquisadoras na manuten¢do do sigilo

sobre a identidade dos sujeitos e da Instituicdo.

A primeira entrevista foi realizada com Marta, e uma semana depois realizamos a entrevista
com Lia. A seguir apresentamos as ocorréncias e falas significativas das entrevistas com

nossas analises.

Iniciamos o encontro, com cada um dos sujeitos, explicando o objetivo de nossa pesquisa e o
papel das entrevistas nessa investigacdo. Apds o que, entabulamos uma conversa sobre o
interesse de cada uma das entrevistadas pelo curso de Licenciatura em Matemadtica na
modalidade em EAD e as experiéncias decorrentes da participagcdo delas nesse curso. Somente
depois dessa conversa inicial, criado um ambiente de camaradagem entre os presentes,
passamos a entrega da atividade que possibilitaria compreendermos a concep¢do sobre

transformacao linear construida pelas entrevistadas.
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Essa atividade consta de resolu¢des de quatro estudantes diferentes de AL para um mesmo

problema, que foi elaborada com o propdsito de provocar comentdrios sobre tais resolucoes.

Depois da conversa inicial com Marta, lhe entregamos as quatro atividades de uma sé vez.
Isso significou que Marta teve a oportunidade de observar e comparar, a0 mesmo tempo, as
quatro resolucdes dos alunos para, somente depois, fazer os comentdrios sobre cada uma

delas.

Ap6s 4 minutos de observacdo, Marta, sem tocar na caneta a sua disposi¢ao para verificar a

corre¢ao das resolugdes dadas, iniciou o seguinte didlogo:

Marta - Na verdade, o que eu estou observando... Eu acho que elas
(as resolugdes) estdo corretas, so que cada uma foi pensada de uma

maneira diferente (fazendo mencao de devolver os protocolos).

P — Vocé indicaria mais alguma coisa sobre a forma que eles
fizeram? (Apontando uma das resolu¢des) Olha aqui... Quando a
gente corrige... Vocé acha que falta alguma coisa? Vocé sugeriria

alguma coisa, ou ela estd completa?

Conforme se constata pelo didlogo acima, foi necessdria a intervencdo de uma das
pesquisadoras para que Marta retomasse o enunciado da questdo proposta e pudesse refletir
sobre cada uma das quatro resolucdes separadamente. Esse fato motivou a mudar a estratégia
da segunda entrevista. Entdo, com Lia, a segunda entrevistada, decidimos entregar uma
resolucdo por vez para sua apreciagdo, isto ocasionou que, somente apds a entrega do quarto

protocolo Lia teve a oportunidade de comparar as quatro resolugdes.
Logo apés a conversa inicial com Lia, uma das pesquisadoras lhe explicou o seguinte:

P: - Selecionamos quatro tipos de resolucdo apresentadas por alunos
de um curso de Algebra Linear, e gostariamos que vocé, como futura
professora, analisasse e comentasse livremente as mesmas. Queremos
saber como vocés estdo enxergando, avaliando a produgdo de alunos.
Eu vou te entregar um a um quatro tipos de resolucdo de alunos. E
importante que vocé leia e observe. Aqui tem caneta e pode escrever

se quiser.
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Lia, observando a primeira resolucdo do aluno André, pergunta:
Lia: - Aqui é para ver as resolucoes?

P: - Comentar como ele resolveu... Essa foi a resposta dele para essa

questdo.

A proposta de observar e comentar as diferentes resolu¢des de um mesmo problema
matematico, pelo exposto acima, causou estranheza em ambos os sujeitos. Isso parece ter
rompido o contrato diddtico' habitual vivenciado pelas entrevistadas: a transgressio estd em

refletir e comentar a resolugdo de outrem.

A seguir apresentamos a questdo que provocou as quatro resolugdes dos alunos denominados

por André, Jilia, Janudrio e Rosa.

A questdo proposta aos alunos é:

Construa uma transformacao linear entre dois espacos vetoriais sobre R.

A partir deste topico passamos a descrever a resolu¢ao de cada um dos quatro alunos, seguida

dos comentarios das entrevistadas, e finalizamos com a andlise da concepcao evidenciada.

A primeira resolucdo apresentada as entrevistadas foi a do aluno denominado André, cujo

protocolo retrata o que segue: T(x) = (x, x).

Marta, apds a insisténcia de uma das pesquisadoras para que comentasse a resolucdo de
André, disse: - Eu acho que ele deveria colocar uma resposta diferente. Ele colocou os dois

vetores iguais?

Isso foi o que Marta julgou suficiente observar, pois passou a comentar outra resolugdo

imediatamente.

Marta, apds insisténcia da pesquisadora, parece ter discordado de sua primeira “impressao”,
de que todas as resolucdes estavam corretas. A razdo de sua discordincia da resolucdo

apresentada por André pode ter se baseado em: 1. Na interpretacdo das componentes do vetor

19 Contrato didético é o conjunto de regras e convencdes estabelecidas na relagio entre professor e alunos. Essas
regras e convencdes sdo quase sempre implicitas, e se tornam explicitas quando sdo transgredidas. (SILVA,
2010)
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(x, x) do R?, como sendo dois vetores; 2. Na interpretacdo de que a transformacdo deveria ter

a imagem de x, diferente de x.

Qualquer que seja o fundamento de seu comentario, Marta deu indicios de ter uma concepg¢do

acdo de transformacao linear, pois mostrou perceber a covariacdo necessdria entre as variaveis

dos dois espagos vetoriais.
Lia, observando a mesma resolucao de André, entabulou o seguinte didlogo:

Lia: - Ele deu um exemplo simples de uma transformacdo linear,

pegou ai... que é (x,x).

P:-xéigualay?

Lia: - E, x é igual a y. Ele poderia ter explorado mais, ndo é?
P: - Por exemplo...

Lia: - Poderia ter feito uma representacdo grdfica?

P:- Bom, vamos supor que vocé recebeu essa prova. Olhando essa
questdo, o que vocé diria para André? Ou vocé acha que falta alguma
coisa? Vocé ja falou que é uma transformacdo linear. O que a mais
vocé acha que o aluno deveria ter registrado para indicar que é uma

transformagdo linear?

Lia: Bom, eu ndo... Eu acho que seria necessdrio construir uma
transformagdo linear sobre esses dois espacos vetoriais sobre R. Seria

necessdrio um grdfico?

Lia, em um primeiro momento, mostra seguranca ao afirmar que André apresenta uma
transformagdo linear, embora ndo tenha sentido necessidade de verificar se o exemplo dado
era realmente uma transformacao linear. No entanto, acrescenta que ele poderia ter explorado
mais, e apds a intervencdo da pesquisadora, explicita que a “exploracao” citada se refere a
apresentacdo do grifico da transformacgdo linear dada por André, somente no registro
algébrico. Lia também ndo sentiu necessidade de esbogar tal grifico. Como Lia somente
sugeriu explorar mais o exemplo, ndo avaliamos essa fala como uma rejei¢ao a defini¢do de
transformacgao linear e, embora ela ndo tenha comentado a falta de quantificadores e da

explicitacdo algébrica dos R-espagos vetoriais correspondentes ao dominio e contradominio
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da transformacdo linear, julgamos que Lia mostrou uma concep¢do processo sobre

transformacio linear.

A segunda resolucdo comentada pelas entrevistadas foi a da aluna denominada Jilia, cujo

protocolo retrata o seguinte: F': R’ 9R2, F(a, b) = (a, b+1).

Embora Marta, em um primeiro momento, tenha afirmado que considerava todas as
resolucdes corretas, ao voltar a observar a resolugdo de Jdlia quanto a imagem de F,
comentou: - Aqui acho que ela ndo tinha necessidade de colocar o um. Apesar de ter sido
arguida sobre como pensava que deveria ser a imagem do vetor (a ,b), a entrevistada

permaneceu longo tempo em siléncio, em seguida, passou a analisar outro protocolo.

O comentdrio de Marta evidencia seu estranhamento sobre a imagem da transformacdo
apresentada por Judlia, pois tal imagem representa uma translagdo e, portanto, nao constitui
uma transformacao linear. No entanto, Marta ndo soube argumentar sobre seu estranhamento,
embora tenha sido arguida sobre isso. Isso parece reforcar que Marta apresenta uma

concepcao acdo de transformacio linear ainda em constituicio.

Ao observar a resolucao de Jilia, Lia inicia o seguinte didlogo:

Lia: - A resolucdo da Julia estd melhor representada, porque aqui ela
indica os espagos vetoriais (F:R*>R?), aqui a relacdo entre os
elementos da transformacgdo linear (F(a,b) =(a,b+1)) Para que eu
pudesse fazer uma corre¢do mais completa, seria interessante também

representar as regras para ser uma transformacdo linear.
P: - Vocé quer escrever para a gente como vocé faria?

Lia: - Provar se é uma transformagdo linear, ndo é? Vou chamar essa

transformagdo de F. (escrevendo no papel).

Figura 1 — Protocolo de Lia

Lia: - Entdo, eu acho que seria legal, interessante, o aluno também

envolver as propriedades de uma transformacdo linear.

P: - Vocé olhando, é uma transformagdo ou ndo?
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Lia:- (a, b) em (a, b+1)? Sim, é uma transformacdo linear.

A fala - melhor representada - revela que Lia, comparando a apresentacdo do exemplo dado
por Julia com o anterior, de André, percebe a necessidade de localizar os vetores nos espacos
vetoriais relativos ao dominio e ao contradominio de uma transformagdo. Por seu comentério
- as regras para ser uma transformagdo linear - inferimos que ela conhece a definicdo de
transformagdo linear, embora tenha apresentado sem os quantificadores as condi¢des de
linearidade que chama de regras, (cf. figura 1). Mesmo instada, ela ndo verifica a linearidade
da transformacgdo apresentada por Jilia, dando certeza no final, de que se trata de uma
transformacdo linear. Neste caso, Lia apresenta uma defini¢do de transformacao linear a qual
aparentemente nao da significado, uma vez que, nao a aplica para decidir se F(a, b) = (a, b+1)
¢ uma transformacdo linear. Assim, em um primeiro momento, Lia revela uma concepc¢ao
objeto sobre transformacdo linear a qual € contrariada pelo fato da entrevistada ndo conseguir
verificar sua afirmativa de que se tratava de uma transformacdo linear. Concluimos que ela
possui uma informacgdo: a definicdo de transformacgdo linear, porém ainda niao chegou a
organiza-la para poder usd-la. Assim ela demonstrou por seus comentdrios sobre a resolugcdo

de Julia, que parece estar em vias de organizar a informagao para a etapa da acao.

A terceira resolug@o apresentada as entrevistadas foi a do aluno denominado Januario, cujo

protocolo retrata o que segue:

Figura 2 — resolu¢ao de Januério

Janudario fez a figura abaixo e explicou que a

transformacdo linear transforma a reta @ na reta b
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Marta, ao observar a resolucdo de Janudrio, estabelece o seguinte didlogo:

Marta: — Aqui eu pediria para ele colocar diregdo e sentido.

P — Nas retas?

A entrevistada aponta as retas a e b e entrega o protocolo a pesquisadora.

O comentério de Marta: colocar direcdo e sentido (nas retas) indica que ela ndo d4 significado
a direcdo, pois a reta apresentada ja se constitui em direcdo e ndo possui sentido. Ela falou
reta, mas pensou em um vetor ao citar dire¢ao e sentido. Tal confusao foi também observada
na pesquisa de Molina e Oktag¢ (2007, p.271), na qual consideram que o estudante confunde a
transformacgdo linear com um vetor transformado, fazendo com que o estudante enfoque os
vetores envolvidos e ndo a relacdo implicita (a transformagdo linear). Neste caso nao foi

possivel situd-la em algum tipo de concepcao definida pela teoria APOS.
Depois de uns minutos de observacgdo sobre a resoluc@o de Janudrio, Lia diz:
Lia: - £ uma transformacao linear também.
P,: - Por qué?

Lia: - Nos temos (a reta) a e ela foi so transportada para (a reta) b.

Aqui, para outra posicdo da reta.

Lia, neste caso, descreve a transformacdo do plano, a translacdo, como sendo uma
transformagao linear. Como no caso da resolucdo de Jilia, por ela anteriormente analisada, a
entrevistada ndo sente necessidade de verificar a veracidade. Isso parece indicar que ela
assimilou que a propriedade “levar reta em reta” de um operador linear do R", condigdo
somente necessaria, € também suficiente. Dessa forma, ela utilizou um “teorema em agﬁo”“

para justificar sua decisdo. Neste caso, ela revela uma concep¢ao acao sobre transformacao

linear.

""" Teorema-em-a¢do é uma proposi¢io tida por verdadeira (por um sujeito) em um determinado dominio.
(VERGNAUD, 1995 apud FRANCHI, 2010, p.208).
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A quarta resolucdo da atividade apresentada as entrevistadas foi a de Rosa, conforme segue:

Rosa: explica no inicio que a transformacdo serd de R® em

R, exemplificando: F(x, y, z) =y

Marta comenta: — Aqui eu ia perguntar... Porque ela colocou (F(x,y,z)) igual a y. E,
imediatamente, entrega o protocolo a pesquisadora aparentando cansaco. Mostrando com esse

gesto, implicitamente, que considerava a entrevista encerrada.

E importante destacar que no inicio da entrevista, ao observar o conjunto dos quatro
protocolos, Marta afirmou que todos os exemplos dados pelos alunos eram de transformacdes
lineares. Isso nos leva a pensar que seu estranhamento parece indicar somente uma
curiosidade na escolha do y entre as trés varidveis x, y e z. Assim, Marta revela neste caso
uma concepcao “quase’ objeto, o quase é devido a falta de certeza sobre o que provocou sua
“curiosidade”. Esta ultima pode ter sido provocada pela escolha do y entre as trés varidveis ou

por outra razdo qualquer.

Lia, depois de um tempo observando o protocolo de Resa, diz:- £ (uma transformacéo

linear), é de R’ emR.

Embora tenha dito isso, permaneceu observando o protocolo, 0 que provocou o seguinte
didlogo:
P - Vocé lembra como foi abordado o topico de transformagdo linear
em Algebra Linear?
Lia: Sim.
P: Se vocé tivesse que explicar para um aluno o que afinal é uma

transformagdo linear, o que vocé diria?

Lia: Ela leva um conjunto de vetores, no caso, um conjunto
algébrico... s6 que é uma funcdo, na verdade... Transformagdo linear

é uma fungdo, so que existem algumas regras.
P: - Vocé se lembra das “regras”?

Lia: - Sim, que a soma das imagens tem que ser igual a fungdo da

soma.
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P: - Se vocé escrever fica mais fdcil.

Nesse momento Lia pega a caneta e escreve:

Figura 3: “Regras”, segundo Lia

a0 mesmo tempo em que se inicia o seguinte didlogo:
Lia:- Um f de alfa mais um f de beta tem que ser a f de alfa mais beta.

E se eu tiver um escalar multiplicando um f de x tem que ser igual ao f

deste escalar vezes o x, essas sdo as propriedades.
P: - Mas onde estariam este alfa e este beta?

Lia:- Estes alfa e beta poderiam ser vetores. A funcdo, a

transformagdo linear que “diria” o que eu faria com alfa e beta.

As observacoes de Lia sobre a resolucdo de Rosa permitem concluir o seguinte: 1. Mais uma
vez ela mostra conhecer, sem a formalidade matemadtica, a definicdo algébrica de uma
transformacdo linear, o que nao a impede de julgar desnecessdrio verificar se a transformacgdo
dada por Rosa € linear; 2. Tanto no registro escrito quanto no oral, ela omite a denominac¢do
de vetor para alfa e beta na soma de vetores e para x na multiplicacdo do escalar alfa pela
transformagdo F aplicada ao vetor x; 3. Lia ndo sente necessidade de indicar os
quantificadores; em seus comentdrios sobre a resolu¢do de Rosa, Lia reproduz a mesma forma

de pensar sobre transformacao linear que usou ao observar a resolug¢do de Julia.

Dessa forma, Lia parece ter gravado em sua memdria a seguinte definicao de transformacao

linear:
F: R"> R™, é uma transformacéo linear se
Fu+v) =Fu)+ F(v) e

aF(u) =F(au)
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. . ~ 12 - . . .
sem os quantificadores, revelando um conceito-em-ac¢do ~, que em seu caso ndo foi suficiente

para impulsiond-la a aplicéd-lo na verificagdo da pertinéncia do exemplo dado.

Isto nos leva a concluir que Lia dissocia a defini¢do de transformacdo linear da agdo de
verificar se um dado exemplo satisfaz a definicdo. Qual seja, ela ndo deu mostras de sua
capacidade de deducdo. Assim, nao obtivemos indicios de sua concepcdo sobre transformagdo

linear.

Consideracoes Finais

Este trabalho teve o objetivo de apresentar os resultados de um estudo de caso, para
investigar, por meio de entrevistas semiestruturadas, as concepgdes de transformacgdo linear
entre espacos vetoriais reais, construidas por duas estudantes de uma licenciatura em

matematica em EAD. Tais licenciandas haviam concluido o curso de Algebra Linear.

Para a andlise sobre concepcdes de transformacdo linear das estudantes nos embasamos na

teoria APOS.

Nossas andlises preliminares do material entregue no ambiente virtual pelas licenciandas, ao
cursarem AL, indicaram que ambas estdo habituadas a utilizar ao menos um programa grafico
virtual, pois todas as figuras requeridas pelas atividades propostas foram apresentadas por

meio de programas graficos.

A atividade proposta as entrevistadas consta da apresentacdo de resolucoes feitas por quatro
estudantes de um curso de AL, quando instados a dar exemplo de uma transformacao linear

entre espagos vetoriais reais.

Pela descricdo e andlise da entrevista com Marta, concluimos que o fato da entrevistada,
espontaneamente ou instada a tal, ndo ter esbocado qualquer registro escrito durante toda a
entrevista, revela sua inseguranga sobre o assunto tratado. Além disso, embora dos quatro
exemplos de transformacdo linear, o de Julia e de Janudrio ndo se configurarem como tal,
Marta nao percebeu ou apontou no que os exemplos falhavam. Por outro lado, a licencianda
estranhou as resolucdes de Juilia e de Rosa por razdes alheias ao conceito de transformagdo

linear. Outro fato que aponta a inseguran¢a de Marta, ndo apenas quanto a transformacao

"2 Um conceito-em-agdo é um conceito (objeto ou predicado) implicitamente tido por pertinente (pelo sujeito).
(VERGNAUD, 1995 apud FRANCHI, 2010, p.208).
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linear, mas quanto a outros conceitos da Algebra Linear, é a de confundir o grafico de uma
funcdo afim (reta b) e o grafico de um subespago vetorial (reta a) com um vetor da geometria

analitica.

A andlise global das observacdes e comentdrios de Marta sobre as quatro resolugdes
apresentadas nos leva a considerar que, na época da entrevista, Marta apresentava indicios de

ter uma concep¢ao acao em constituicao sobre transformacao linear.

A descricdo e a andlise das consideragdes de Lia, durante a entrevista, evidenciam que a
licencianda considerou os quatro exemplos como transformacao linear, sem sentir necessidade

de demonstrar sua afirmacao por meio de uma representacao algébrica.

A entrevistada expressou teoremas e conceitos em acdo que ndo se sustentam, como oS
seguintes conceitos em acao: ndo basta o registro algébrico para definir uma transformagdo
linear; e o de que para que um operador do R’ seja linear basta que em seu registro grdfico
uma reta se transforme em outra reta, isto €, omite a necessidade de que a reta transformada

passe pela origem.

Lia registra no protocolo a defini¢do incompleta de transformacgdo linear, pois omite os
quantificadores. Porém, aparentemente, nao d4 significado a definicdo registrada, uma vez
que, ndo a usa para justificar suas decisdes sobre a veracidade dos exemplos examinados.
Portanto, concluimos que, embora essa entrevistada tenha memorizado uma definicdo de
transformacdo linear, isso ndo foi suficiente para impulsiond-la a aplica-la na verificacdo da
pertinéncia dos exemplos dados. Isto nos leva a concluir que Lia dissocia a defini¢cdo de
transformacao linear da agcdo de verificar se um dado exemplo satisfaz a defini¢dao. Qual seja,
ela ndo dé estatuto de objeto matemético a uma definicdo. Assim, ndo obtivemos indicios de

sua concepg¢ao sobre transformacao linear.

Pelas consideragdes acima, chegamos a conclusdo que o curso realizado pelas entrevistadas
lhes possibilitou apenas iniciar o caminho da construcdo da concepcao agdo. Isso pode estar
relacionado ao apontado nas andlises do material, que revelou predominincia em exercicios
de verificacdo da linearidade de diversas transformacdes, indicando €nfase na fase da acao,

explicitada na teoria APOS em relacdo a compreensao do conceito.

Outro fato explicitado nas andlises do material foi o de que, algumas vezes, as licenciandas
registravam, na propria resoluc¢do do exercicio enviado ao tutor, duvidas quanto a exatiddo da

resolugdo apresentada, o que parece evidenciar uma falta de autonomia das mesmas e
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dependéncia dos professores, sugerindo que encaram a aprendizagem como um processo
passivo. Sobre esse assunto Alarcio (2004) afirma:
[...] a capacidade de continuar a aprender autonomamente ¢ fundamental. [...] E
preciso saber o que procurar € onde procurar. Uma vez conectado € preciso

distinguir entre o que € relevante e irrelevante, sério e fraudulento, para reter o

importante e dispensar o que ndo serve ou nio se adapta. (p. 24-25)

Essa falta de autonomia mostrada pelas entrevistadas vai de encontro ao que pesquisadores de
educagdo matemadtica, como Alarcdo, consideram importante na formacdo inicial de um
professor, que é a constru¢do de sua autonomia, isto €, saber onde encontrar e quais das

informacdes encontradas sdo pertinentes para responder suas questoes.

A proposta de observar e comentar as diferentes resolucdes de um mesmo problema
matematico causou estranheza em ambas entrevistadas. Isso parece ter rompido o contrato
diddtico habitual vivenciado pelas entrevistadas: a transgressao estd em refletir e comentar a
resolucao de outrem. A importancia desse tipo de atividade j foi invocada em Alarcdo (2004)
A formacdo de base deveria proporcionar ao sujeito a capacidade de se adaptar a
situacdes reais de seu cotidiano, segundo sua vontade e convic¢do, sem se deixar

manipular e expressando sua critica sempre que necessdrio. Quem seria capaz de o

fazer sem a competéncia adquirida pelo pensamento e pela informagao? (p. 23)

Além dessa competéncia, a ser adquirida durante a formacao, € preciso salientar que situagdes
desse tipo sdo comuns em provas do Exame Nacional de Desempenho de Estudantes
(Enade)". O que d4 mais forca a esse tipo de atividade, que é a avaliacdo da produgdo de

alunos.

Essas conclusdes nos levam a considerar que € importante uma avaliagdo continua sobre as
concepgdes propiciadas aos estudantes de cursos de Algebra Linear em EAD. Pois, conforme
inimeras pesquisas de educacdo matemadtica como as de Dorier (2000), Harel (1999),
Sierpinska (2000), Molina e Okta¢ (2007) e Bianchini, Machado (no prelo), uma caracteristica

dos conceitos de AL ¢ a exigé€ncia de um alto nivel de abstra¢do para sua compreensdo. Isso

" Enade integra o Sistema Nacional de Avaliacdo da Educacdio Superior, com o objetivo de aferir o rendimento
dos alunos dos cursos de graduacdo em relagdo aos conteiidos programdticos, suas habilidades e competéncias
(www.inep.gov.br).
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provoca a dificuldade apresentada por muitos estudantes em entendé-la, expressada pelas
formas de automatismo e de interpretacdes pessoais. Ora, se essas dificuldades foram
apontadas principalmente em cursos presenciais, considerando o que diz o especialista em
EAD, Litto (2009): Hd, no Brasil, uma caréncia de bons autores, ou conteudistas, para
cursos superiores de EAD (p. 16), é provével que essas dificuldades sejam ampliadas no caso

dos cursos de EAD.

As consideracdes feitas ndo almejam desencorajar a inclusdo de Algebra Linear em cursos em
EAD, pelo contrario, elas pretendem langar o desafio aos responsdveis pela implementacao de
AL nesses cursos, de criar estratégias de aprendizagem que incorporarem as vantagens da
EAD, por exemplo, o acesso a vérios softwares de geometria dinAmica gratuitos, a existéncia
dos chats e féruns para provocar discussdes que envolvam a construcdo dos conceitos em

geral e, especificamente, de transformacao linear.
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Anexo 1

Roteiro da entrevista

Esse roteiro foi elaborado primeiramente com a inten¢do de criar uma situacdo de
familiarizagdo entre os pesquisadores e o entrevistado, de maneira que este se sentisse a
vontade ao adentrar a segunda parte da entrevista quando trataremos da nog¢do de

transformacao linear entre espacos vetoriais sobre R e das no¢des subjacentes a essa.

Primeiro momento

Agradecemos a disponibilidade do aluno em nos conceder a entrevista e solicitamos
que nos autorize por escrito a divulgar os resultados em producdo académica cientifica. Dada
a autorizagdo, aproveitamos a ocasido para retomar algumas das informagdes ja dadas quando
da marcagdo da entrevista. Explicamos entdo, que se trata de uma pesquisa que visa investigar
como os alunos que jd terminaram um curso de Algebra Linear concebem algumas de suas
nog¢des elementares. Garantimos que o anonimato do curso e de seu nome serd preservado e

solicitamos a permissdo para gravar em dudio e imagem a entrevista.

Perguntamos entdo o que o motivou a fazer o curso de licenciatura em matemadtica e

porque o curso em EAD.

Segundo momento

Com a finalidade de obtermos a concep¢ao do aluno sobre transformagao linear entre
espacos vetoriais sobre o conjunto dos nimeros reais, propomos a ele uma atividade. Essa
atividade versa sobre a resolucdo de uma questdo de prova de Algebra Linear por quatro

diferentes alunos, na qual se solicita que o entrevistado comente as diferentes resolugdes.

Cada uma das quatro resolugdes estd impressa em uma folha ndo pautada branca com
espaco suficiente para os eventuais registros pelo entrevistado e s@o entregues uma por vez,

isto é, apOs comentar a primeira, entregamos a segunda e assim por diante.
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Anexo 2
A atividade:

A seguir apresentamos algumas resolucdes de uma questao proposta a alunos de um primeiro

curso de Algebra Linear.

Analise cada uma das quatro respostas isoladamente, como se vocé fosse o professor. Imagine
agora que voce estd escrevendo suas observagdes sobre o protocolo para seu aluno em cada

um dos casos.

A questdo proposta aos alunos é: Construa uma transformacdo linear entre dois espacos

vetoriais sobre R.

André: T(x)= (x,X)

Julia: F: R> > R®, F(a,b) = (a, b+1)

Januadrio: Fez a figura abaixo e explicou que a transformacao linear transforma a reta @ na

reta b

Rosa: explica no inicio que a transformagdo serd de R* em R exemplificando:

F(x,y.z)=y
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