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Resumen

El presente articulo es el primero de dos articulos vinculados en los cuales presentamos los resultados de
una investigacidn durante la cual se diseid y aplicé un instrumento para explorar y caracterizar una de las
facetas del conocimiento didactico-matemdtico sobre la derivada de futuros profesores de
secundaria/bachillerato. En esta primera parte se presenta el proceso de disefio del instrumento,
abordando tanto las consideraciones tedricas y metodolégicas contempladas para su disefio, como las
caracteristicas y conocimientos que se pretenden con cada una de las tareas que lo conforman. El
instrumento resultante puede significar un aporte para los formadores de profesores que deseen explorar y
potenciar la faceta del conocimiento sobre la derivada que aqui abordamos. La metodologia empleada se
prevé como una metodologia pertinente para aquellos interesados en el disefio de instrumentos orientados
a explorar aspectos del conocimiento diddctico-matemadtico de los profesores.
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Resumo

O presente artigo é o primeiro de dois artigos vinculados nos quais apresentamos os resultados de uma
investigacdo durante a qual se desenhou e implementou um instrumento para explorar e caracterizar uma
das facetas do conhecimento didatico-matematico acerca da derivada de futuros professores do ensino
secunddrio/bacharelado. Na primeira parte apresenta-se o processo de desenho do instrumento, abordando
tanto os aspectos tedricos e metodoldgicos contemplados para seu desenho, como as caracteristicas e
conhecimentos que se pretendem com cada uma das tarefas que o conformam. O instrumento resultante
pode significar uma contribui¢io para os formadores de professores que desejam explorar e potencializar
a faceta do conhecimento sobre a derivada que aqui abordamos. A metodologia empregada se antevé
como uma metodologia relevante para aqueles interessados no desenho de instrumentos orientados a
explorar aspectos do conhecimento didatico-matemadtico dos professores.

Palavras-chave: Formacdo de professores. Conhecimento do professor. Conhecimento didético-
matematico. Desenho de questiondrio. Enfoque ontossemiético. Derivada.

1. Introduccion

La formacién matematica y didactica de los futuros profesores constituye un campo de
investigacion que ha llamado la atencién, desde hace décadas, tanto de la comunidad de
investigadores en Didédctica de las Matemdticas, como de las administraciones
educativas. La principal razén es que el desarrollo del pensamiento y competencias
matemadticas de los estudiantes dependen esencialmente de los conocimientos,
competencias, habilidades, de sus profesores. Muestra del creciente interés que se le ha
otorgado a este tema, queda reflejado en el incremento notable de investigaciones sobre
la formaciéon de profesores de matematicas incluidas en los “handbooks” de
investigaciéon en educacion matemadtica (Bishop et. al., 2003; English et al., 2002;
Llinares y Krainer, 2006; Hill y cols, 2007; Franke y cols, 2007; Sowder, 2007), y en la

publicacién de revistas especificas como el Journal of Mathematics Teacher Education.

Una de las problemadticas que ha generado un gran interés, es la identificacion del
conocimiento didactico-matematico requerido por los futuros profesores para la
ensefanza de las matematicas. En este sentido, una gran cantidad de investigaciones han
sido orientadas a la identificacion de los componentes del complejo de conocimientos
que un profesor deberia tener con el fin de desarrollar eficientemente su practica y asi,
facilitar el aprendizaje de sus estudiantes. Por ejemplo, los trabajos de Shulman (1986,
1987), Fennema y Franke (1992) y Ball (2000), muestran una visién multifacética sobre
la construccidn de los conocimientos requeridos para la enseflanza. Investigaciones mas
recientes tales como las de Ball, Lubienski y Mewborn (2001), Hill, Schilling y Ball
(2004), Ball, Hill y Bass (2005), Llinares y Krainer (2006), Ponte y Chapman (2006),
Philipp (2007), Sowder (2007), Ball, Thames y Phelps (2008), Hill, Ball y Schilling
(2008), Sullivan y Wood (2008), Ball y Bass (2009), nos muestran que no existe un
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acuerdo universal sobre un marco tedrico para describir el conocimiento de los

profesores de mateméticas (Rowland y Ruthven, 2011).

En las investigaciones referidas anteriormente, enmarcadas en el campo de
investigacion de Didactica de las Matemadticas, se realizan diversas propuestas de
modelos que tratan de determinar y describir los elementos que componen el
conocimiento que los profesores de matematicas. La cuestion inmediata que surge a
partir de la diversidad de modelos del conocimiento del profesor planteados es, ;como
determinar tal conocimiento didictico-matemadtico sobre la derivada tomando como
referencia modelos que incluyen categorias demasiado “globales” y hasta cierto punto
disjuntas? Y es que a pesar de los avances que suponen los modelos propuestos para la
caracterizacion de los conocimientos que requieren los profesores de matemdticas para
la ensefanza efectiva de topicos concretos como el de la derivada, atin no se disponen
de criterios que permitan analizar y reconocer con profundidad dichos conocimientos,
criterios que posteriormente orienten a los investigadores y formadores de profesores

mediante pautas para el desarrollo y potenciacion de estos conocimientos.

El presente articulo es el primero de dos articulos vinculados en los cuales presentamos
los resultados de una investigacion de cuatro afios, durante los cuales hemos tratado de
avanzar y realizar aportes sobre la identificacion de criterios y pautas que permitan
analizar y caracterizar el conocimiento didactico-matematico de los futuros profesores.
Para ello se disefi6 y aplicé un instrumento, con base en el modelo para la evaluacién y
desarrollo del conocimiento didictico-matemadtico (modelo CDM) propuesto en el
marco del Enfoque Onto-Semiético (Godino, 2009; Godino y Pino-Fan, 2013), para
explorar y caracterizar aspectos relevantes de los conocimientos didactico-matematicos
sobre la derivada de futuros profesores de secundaria/bachillerato. Debido a la amplitud
y la dificultad que conllevaria explorar cada una de las facetas y componentes del
conocimiento de los futuros profesores de bachillerato sobre el objeto derivada, nos
propusimos realizar una primera aproximacion a dicho conocimiento mediante la

exploracion de una de las facetas clave en el CDM: la faceta epistémica.

La faceta epistémica incluye, en congruencia con el modelo de Ball y colaboradores
(Ball, Lubienski y Mewborn, 2001; Hill, Ball y Schilling, 2008) tres tipos de
conocimiento: conocimiento comun del contenido, aspectos del conocimiento
especializado del contenido y conocimiento ampliado del contenido. En este articulo

presentamos el proceso de disefio del instrumento, abordando tanto las consideraciones
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tedricas y metodoldgicas contempladas para su disefio, como las caracteristicas y
conocimientos que se pretenden con cada una de las tareas que lo conforman.
Primeramente se describe y discute el disefio de la version “piloto” del instrumento.
Con base en los resultados obtenidos de la “aplicacién piloto” y del estudio de la
valoracién emitida por expertos en didactica del célculo diferencial, se presenta y
describe la version definitiva del instrumento, presentando un andlisis a priori de los

conocimientos esperados por cada una de las tareas que lo componen.

2. Marco teorico y metodologico

El andlisis didactico de los procesos de enseflanza y aprendizaje de contenidos
matematicos se realiza en el Enfoque Onto-Semidtico (EOS) del conocimiento y la
instruccién matemadtica, distinguiendo en los mismos seis facetas o dimensiones:
epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecoldgica (Godino,
Batanero y Font, 2007). Para cada faceta se distinguen distintas componentes y se han
desarrollado diversas herramientas que permiten su andlisis. En este trabajo tenemos en
cuenta la faceta epistémica del andlisis didactico basado en el EOS. La faceta epistémica
de un proceso de estudio matemadtico refiere a los significados institucionales puestos en
juego en cada una de las fases de dicho proceso (preliminar, disefio, implementacion y
evaluacion). Tales significados son interpretados en términos de sistemas de practicas y

configuraciones de objetos y procesos.

En Godino (2009) se han aplicado estas herramientas de andlisis diddctico para elaborar
un sistema de categorias de los conocimientos del profesor de matematicas que designa
como modelo de Conocimiento Diddctico-Matemdtico (CDM). Cuando el foco de
atencién son los conocimientos que el profesor de matematicas debe poner en juego
como organizador y gestor de un proceso de enseflanza y aprendizaje tales
conocimientos incluyen los relativos a cada una de las seis facetas implicadas en tales
procesos. Asi, cuando se habla de la faceta epistémica del CDM se refiere al
conocimiento que tiene o debe tener el profesor sobre el contenido matematico como

objeto institucional cuya ensenanza se planifica, implementa o evalda.

Esta modelizacién de los conocimientos del profesor de matematicas es la que hemos
utilizado para disefiar un cuestionario cuyo objetivo es la evaluacion de los

conocimientos de una muestra de futuros profesores de Bachillerato sobre la derivada,
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restringida tal evaluaciéon a aspectos relevantes de la faceta epistémica de dichos
conocimientos. Una evaluacion mds completa requeriria elaborar varios instrumentos
que cubrieran los diferentes aspectos del tema, lo cual no formaba parte de nuestros

objetivos.

Los supuestos antropoldgicos y ontosemidticos en los cuales se basa el EOS, y las
herramientas analiticas elaboradas, proporcionan criterios para caracterizar el tipo de
conocimiento especializado sobre el contenido que debe tener el profesor de
matemadticas para una ensefianza de alta idoneidad epistémica. En primer lugar, la
relatividad institucional y personal de los significados de los objetos matematicos
conlleva que el profesor de matemadticas conozca la pluralidad de tales significados,
seglin los marcos institucionales y contextos de uso, la diversidad de configuraciones de
objetos y procesos inherentes a tales significados y las necesarias articulares entre los

mismos.

En las investigaciones sobre formacion de profesores de matemdticas esta recibiendo
una atencion especial el modelo conocido como MKT (Mathematical Knowledge for
Teaching) desarrollado por Ball y colabores (Ball, Lubienski y Mewborn, 2001; Hill,
Ball y Schilling, 2008). En este modelo, para el conocimiento relativo al contenido
matemadtico —que se corresponde con la faceta epistémica en el modelo CDM-—, se
distinguen tres categorias de conocimiento, comun, en el horizonte matemético y
especializado. Este desglose lo consideramos ttil en el disefio de planes de formacion de
profesores de matemadticas, aunque no deja de ser conflictivo como sefialan diversos
trabajos presentados en el grupo “From a study of teaching practices to issues in teacher

education” del CERME &.

En nuestro caso, para los profesores de Bachillerato, interpretamos el conocimiento
comun como el conocimiento del contenido (e.g., la derivada) que las orientaciones
curriculares y libros de texto proponen para el Bachillerato. Cualquier conocimiento
sobre la derivada que no se pretenda en dicho nivel, sino para otros cursos
universitarios, lo consideramos como conocimiento ampliado (o en el horizonte
matematico). Es claro que el profesor de matemadticas de Bachillerato deberd tener
ademds del conocimiento comun una cierta dosis de conocimiento ampliado. Tanto
sobre del conocimiento comuin como sobre del ampliado el profesor deberad tener un

conocimiento especializado.
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Ahora bien, ;cudl es la naturaleza de este conocimiento especializado? Una respuesta
operativa a esta cuestion la podemos encontrar en el modelo del Conocimiento
Didéctico-Matematico (CDM), planteado inicialmente en Godino (2009) y afinado en
Godino y Pino-Fan (2013), el cual propone que el conocimiento especializado debe
incluir la pluralidad de significados del objeto, la diversidad de configuraciones de
objetos y procesos inherentes a tales significados y las necesarias articulares inherentes
entre los mismos. Asi, el modelo CDM (Godino 2009, Godino y Pino-Fan, 2013)
propone tres categorias globales de conocimiento sobre el contenido matemaético,
categorias que, si bien son similares a las del MKT, reestructuran y redefinen su
nociones. Estas categorias son: 1) conocimiento comiin del contenido; 2) conocimiento
ampliado del contenido; y 3) conocimiento especializado, el cual incluye a su vez
cuatro subcategorias a saber: 3.1) conocimiento del contenido especializado; 3.2)
conocimiento del contenido en relacion con los estudiantes; 3.3) conocimiento del
contenido en relacion con la ensefianza; y 3.4) conocimiento del contenido en relacion
con el curriculo y el contexto en el que se desarrolla la prictica de ensehanza y

aprendizaje.

La aplicaciéon de las herramientas analiticas del EOS, en particular la nocién de
configuracion de objetos y procesos (en nuestro caso utilizaremos esta nocién en su
version epistémica), permite indagar con mas detalle los elementos constituyentes de las
categorias 1) conocimientos comun del contenido; 2) conocimiento ampliado del
contenido; y 3.1) conocimiento del contenido especializado. Las otras categorias se
operativizan y analizan con las herramientas tedricas y metodolégicas proporcionadas
por el EOS para cada una de las siguientes facetas (Figura 1): 3.2) conocimiento del
contenido-estudiantes (facetas cognitiva y afectiva); 3.3) conocimiento del contenido-
enseflanza (facetas interaccional y mediacional); y 3.4) conocimiento del contenido-

curriculo-contexto (facetas ecoldgica y epistémica).

Son seis los objetos matemdticos primarios que conforman una configuracién4 de
objetos a saber: problemas, elementos lingiiisticos, conceptos/definiciones,
proposiciones, procedimientos y argumentos). Entonces una configuracion epistémica
es el sistema de objetos matemdticos primarios que, desde el punto de vista

institucional, estdn involucrados en las précticas matemdticas llevadas a cabo para

* En el EOS las configuraciones de objetos matematicos primarios pueden ser vistas desde un punto de
vista institucional (configuracién epistémica) o personal (configuracién cognitiva).

REVEMAT. eISSN 1981-1322. Florianépolis (SC), v. 08, n. 2, p. 1-49, 2013.



resolver un problema especifico. Godino, Font, Wilhelmi y Lurduy (2011) sefalan que
los objetos matemdticos primarios, pueden ser analizados desde una perspectiva
proceso—producto, lo que conlleva a considerar los procesos de Institucionalizacién —
Personalizacién, Generalizacion - Particularizaciéon, Descomposicion/Andlisis —
Composicion/Reificacién, Materializacion —  Idealizacién, Representaciéon —
Significacion. En una practica matemadtica, existen procesos que cobran mds relevancia
que otros. En nuestro estudio hemos considerado los procesos pertinentes a cada tarea

contenida en el instrumento disefiado.

Figura 1 — Componentes del Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM)

CONTENIDO MATEMATICO

/ CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO \

i 1
| Facetas epistémica y ecolégica 1
| |
| 1

CONOCIMIENTO (Significados institucionales y conexiones)
COMUN

: Facetas cognitiva y afectiva
(Significados personales)

CONOCIMIENTO | . . | =5 == %= T emlisne Snis e nsdines e 1
Facetas interaccional y mediacional 1
(Patrones de interaccion y recursos) ]

|

AMPLIADO

El modelo ontolégico y epistemoldgico propuesto por el EOS pone de manifiesto la
complejidad inherente de los conocimientos institucionales y personales involucrados
en la enseflanza y aprendizaje de las mateméaticas. Como resultado de esta complejidad,
se requiere de una variedad de instrumentos para evaluar los diferentes aspectos del
conocimiento didactico-matemadtico que los profesores de matemdticas necesitan
comprender y dominar con el fin de ofrecer una instruccion eficaz. Como lo hemos
mencionado, el presente estudio se centra en aspecto clave de la faceta epistémica del
CDM de futuros profesores en relacion a un objeto matematico especifico, la derivada.
Con este fin, hemos desarrollado el instrumento que se describe en las siguientes

secciones. En el apartado 3 abordamos las fases del disefio del instrumento y en la
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seccion 4 las caracteristicas de cada una de las tareas que se contemplaron en el

cuestionario.

3. Diseno del instrumento

En este apartado describimos cada una de las fases que se siguieron para el desarrollo de
un cuestionario al que hemos denominado FE-CDM-Derivada. Este cuestionario se
pensO para una muestra de futuros profesores de matemadticas quienes en su historial
académico, hayan cursado materias de andlisis matemdtico (cdlculo diferencial, cdlculo
integral, ecuaciones diferenciales, célculo vectorial,...) y sobre la didictica de las
matematicas (didactica del célculo, desarrollo conceptual, teorias del aprendizaje, ...).
En el segundo articulo se describiran las caracteristicas especificas de la poblacién a la

que se le aplicé finalmente el instrumento.

Los resultados obtenidos en cada una de las fases también se presentan y discuten en los

siguientes sub-apartados.

3.1. Fases del diserio
Fase 1. ;Qué es la derivada? ; Cudles son sus significados?

Si nuestra intencién es explorar el Conocimiento Did4ctico-Matemético (CDM) de los
futuros profesores sobre un objeto matemdtico concreto, en nuestro caso la derivada,
una pregunta inherente que surge de manera inmediata a nuestro estudio es Jqué es la
derivada?, es decir, ;cudles son sus significados? Responder a estas preguntas es
primordial si lo que se quiere es comprender lo que conocen los futuros profesores
sobre dicho objeto matematico. Conocer el significado holistico de los objetos
matematico es de suma importancia puesto que es a partir de dicho significado que la
institucién y/o el profesor, como representante de la institucion educativa, determina
cudl o cudles serdn los significados pretendidos, los efectivamente implementados y los
evaluados, en el proceso de instrucciéon de un tépico matemdtico especifico. La
determinacion de dicho significado global u holistico requiere de la realizacién de un
estudio historico-epistemoldgico sobre el origen y evolucién del objeto en cuestion, en

nuestro caso concreto, sobre el origen y la evolucién de la derivada (Pino-Fan, Godino y
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Font, 2011). Asi mismo se deben tener en cuenta la diversidad de contextos de uso

donde se pone en juego dicho objeto matematico.

Asi, como primer paso para el disefio del cuestionario, desarrollamos un estudio
histérico-epistemoldgico sobre el origen y la evolucion de la derivada, el cual nos
permitié realizar la reconstruccién de su significado holistico. Nuestro esfuerzo por la
reconstrucciéon de un significado global para la derivada, ha resultado en la
identificacién de nueve sistemas de précticas los cuales llevan asociados, cada uno a su
vez, una configuracién epistémica y constituyen un significado parcial de la derivada. A
estas nueve configuraciones, respectivamente asociadas a los sistemas de précticas, las
hemos denominado™: 1) la tangente en la matemdtica griega; 2) sobre la variacion en la
edad media; 3) métodos algebraicos para hallar tangentes; 4) concepciones cineméticas
para el trazado de tangentes; 5) las ideas intuitivas de limite para el cdlculo de maximos
y minimos; 6) métodos infinitesimales en el cédlculo de tangentes; 7) el cdlculo de
fluxiones; 8) el cdlculo de diferencias, y 9) la derivada como limite. Nuestra propuesta
de reconstruccion del significado global de la derivada resulta especialmente importante
puesto que el disefio, implementacion y evaluacién de planes de formacién matemaética
y de procesos instruccionales sobre un contenido matemaético especifico, requieren un
estudio en profundidad sobre el significado de los objetos matematicos que componen
dicho contenido. Tal estudio debe aportar criterios para seleccionar los problemas y
practicas matemadticas a incluir en los planes y procesos de formacién, segin las

necesidades sociales y profesionales del grupo de personas a quien se dirigen.

Fase 2. Estudio de la literatura en diddctica del cdlculo diferencial

Un segundo paso necesario para la especificacion de criterios que nos ayuden a
seleccionar las tareas que compondridn nuestro cuestionario es el estudio de qué es lo
que nos aportan las investigaciones realizadas en el campo especifico de didactica del
célculo. De esta forma, mediante un estudio de la literatura se evidencié que la derivada
es uno de los conceptos fundamentales para el estudio del calculo, pero frecuentemente
el tratamiento que se le da a este concepto en la institucion escolar, se enfoca al manejo

y aplicaciéon de férmulas y recursos algebraicos, lo que puede provocar en los

> Un andlisis detallado de los sistemas de précticas y la descripcién de las configuraciones epistémicas
que de ellas emergen y que dan paso a estos nueve significados de la derivada, puede encontrarse en Pino-
Fan, Godino y Font (2011).
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estudiantes dificultades para la comprension de este concepto. Esto es sefialado por
Artigue (1995), cuando advierte que aunque se puede ensefiar a los alumnos a realizar
de forma mds o menos mecdnica algunos cdlculos de derivadas y a resolver algunos
problemas estdndar, se encuentran grandes dificultades para que los estudiantes logren
alcanzar una comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento que

conforman el centro de este campo de las matematicas.

En general, la derivada, ha sido objeto de especial atencion desde distintas
aproximaciones tedricas, particularmente las cuestiones de indole cognitiva
(concepciones de los estudiantes, esquemas cognitivos, tipos de errores...) e
instruccionales (estrategias y alternativas para la ensefianza de la derivada), tal y como
se muestra en Artigue, Batanero y Kent (2007) o en Sdnchez, Garcia y Llinares (2008).
Nuestro estudio de las aportaciones que se tienen en el campo de investigacion de la
educacion matemdtica referentes a la problemdtica que conlleva la ensefianza y el
aprendizaje de la derivada, los organizamos en tres grandes bloques: 1) estudios sobre
los aspectos epistémicos que dificultan el aprendizaje de la derivada; 2) estudios que
versan sobre el tipo de representaciones idoneas para la enseflanza y el aprendizaje de la
derivada; y 3) estudios sobre el impacto que tienen los aspectos discursivos en la

ensefianza y aprendizaje de la derivada.

Para el disefio de nuestro estudio son de relevancia las aportaciones realizadas en los
bloques 1 y 2. Como resumen de estos dos bloques podemos mencionar a Font (2008)
quien sefiala que el interés por buscar alternativas a la definicién de la funcién derivada
por limites que presenten menos complejidad semidtica que ésta, le llevo a plantearse la
cuestion sobre como conseguir la emergencia de f'(x) a partir de f(x), la cual se
concreta en como calcular f'(x) a partir de f(x). Font (1999) considera que las
diferentes representaciones ostensivas de los objetos matemdticos y las traducciones
entre ellas son un elemento fundamental para la comprensiéon y, por tanto, para la
ensefianza y aprendizaje de la derivada. Asi, de acuerdo con Font, el célculo de f'(x) a
partir de f(x) en el aula, se puede interpretar como un proceso en el que, a su vez, se
han de considerar tres subprocesos:
1. Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f(x).

2. El paso de una representacién de f(x) a una forma de representacién de f'(x).
3. Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f ' (x).
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De esta forma, entender el célculo de la funcién derivada como un proceso en el que
intervienen tres subprocesos, en cada uno de los cuales se pueden utilizar diferentes
representaciones, permite ampliar el “abanico” de técnicas de cdlculo de la funcidén
derivada que no se restrinja al cdlculo por limites o al uso de reglas de derivacién. Font
(2008) sefiala que dichas técnicas pueden ser sugeridas por las posibilidades de los
graficadores de funciones, la historia de las matematicas, etc.; y que la incorporacion de
graficadores en la enseflanza de la derivada produce efectos metaféricos que
condicionan la comprension de los alumnos, por lo que se deberian contemplar, ademas
de las representaciones, otros aspectos tales como las metdforas y las argumentacién
utilizadas en el discurso de los profesores y alumnos, para estructurar dicha

comprension.

Fase 3. Elaboracion de un banco de tareas sobre derivadas

Una vez concluidas las fases 1 y 2, nos propusimos una vez mds revisar la literatura en
busca de tareas contempladas en las investigaciones sobre didactica del célculo y asi,
construir un banco de tareas sobre derivadas. Nuestro banco conté con 54 tareas, todas
ellas abordadas en diversas investigaciones. Sin embargo, nuestro instrumento no podia
ser demasiado pretencioso, por lo que habria que determinar criterios para la seleccion

de las tareas que finalmente conformarian el cuestionario.

Fase 4. Criterios para la seleccion de tareas

La primera version del instrumento (version piloto), que hemos denominado
Cuestionario sobre la Faceta Epistémica del Conocimiento Diddctico-Matemdtico de la
Derivada (Cuestionario FE-CDM-Derivada), consté de 11 tareas y fue disefiado con
base en el modelo para la evaluaciéon y desarrollo del conocimiento didéactico-
matemadtico propuesto por Godino descrito en la seccién 2. Como vimos, dicho modelo
propone pautas para categorizar y analizar los conocimientos didactico-matematicos del
profesor mediante la aplicaciéon del Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la

instruccion matemadtica (EOS) (Godino, Batanero y Font, 2007).

Con base en los resultados de las fases anteriores, en el proceso de construccion del
cuestionario se consideraron tres criterios para la seleccion de las tareas que lo

conforman. El primer criterio considera que las tareas deben proporcionar informacion
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sobre el grado de ajuste del significado personal de los futuros profesores respecto del
significado global u holistico del objeto derivada (Pino-Fan, Godino y Font, 2011). Para
lograrlo, se incluyeron items que activan distintos sentidos para el objeto derivada
(pendiente de la recta tangente, razon instantinea de cambio y tasa instantdnea de
variacién). El segundo criterio fue que los items seleccionados respondan a los
diferentes tipos de representaciones activadas en los tres subprocesos, que segiin Font
(1999), intervienen en el célculo de la funcién derivada:
1. Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f(x)

2. El paso de una representacién de f(x) a una forma de representacién de f'(x)
3. Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f'(x)

En este sentido, las tareas incluidas en el cuestionario ponen en juego los diferentes
tipos de representaciones que intervienen en estos tres subprocesos: descripcion verbal,

gréfica, formula (simbdlica) y tabular; tanto para la funcién como para su derivada.

El tercer criterio, que se refiere al conocimiento didactico-matematico de los futuros
profesores, considera la inclusién de tres tipos de tareas: (1) aquellas que piden poner en
juego el conocimiento comiin (resolver la tarea matematica propia de las matematicas de
bachillerato); (2) aquellas que requieren de aspectos relevantes del conocimiento
especializado relacionado con el contenido matematico (usar distintas representaciones,
distintos significados parciales de un objeto matemaético, resolver el problema mediante
diversos procedimientos, dar diversas argumentaciones vadlidas, identificar los
conocimientos puestos en juego durante la resolucién de una tarea matemadtica, etc.); y
(3) aquellas que requieren del conocimiento ampliado (generalizar tareas sobre
conocimiento comun o realizar conexiones con objetos matematicos mas avanzados en

el curriculo).

De esta forma, y dada la complejidad que tiene el planteamiento de una tarea que
satisfaga o evalue los tres criterios descritos anteriormente al mismo tiempo, las tareas
fueron seleccionadas de tal manera que, a lo largo del cuestionario FE-CDM-Derivada,

las tareas se complementaban para evaluar dichos criterios.

Fase 5. Andlisis a priori de las tareas

Una vez seleccionadas las 11 tareas, y antes de aplicar el cuestionario, se realiz6 un

andlisis pormenorizado de los contenidos y conocimientos que se evaldan con cada una
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de ellas®. El anlisis a priori, o andlisis epistémico en términos de nuestro marco tedrico,
consistié en la solucién de las 11 tareas y encontrar la mayor cantidad de soluciones
plausibles a cada una de ellas. Una vez halladas estas soluciones, se realiz6 el andlisis
detallado del contenido evaluado por cada tarea mediante un andlisis “ontosemidtico”
(Godino 2002) el cual se obtuvo mediante la aplicacion de las herramientas presentadas
en la seccién 2, concretamente, los tipos de objetos matemadticos primarios (elementos
lingiiisticos, conceptos/definiciones, proposiciones/propiedades, procedimientos Yy

argumentos), sus significados y los procesos involucrados en las practicas matemaéticas.

Cabe destacar que las soluciones plausibles de las tareas, fueron encontradas tanto por
los autores de este articulo como por tres investigadores invitados, del drea de didactica

del cédlculo, ajenos a esta investigacion.

Fase 6. Aplicacion piloto y evaluacion de expertos

Realizado el andlisis a priori de la primera version del cuestionario (“version piloto”), se
aplic6 a una muestra de 53 futuros profesores de bachillerato en una universidad en
Meéxico. Estos futuros profesores cumplian con las caracteristicas deseables descritas al
principio de la seccion 3. Los resultados de esta aplicacidon se mostrardn con detalle en
la segunda parte de este articulo, dado que aqui pretendemos discutir sobre el disefio y
las caracteristicas epistémicas de las tareas. Sin embargo, en la siguiente seccion (3.2) si
daremos unos detalles relevantes que contribuyeron a la construccion de la “version

final” del mismo.

Paralelamente, a la aplicacion de la primera version del cuestionario, o “aplicacion
piloto”, se realiz6 un estudio mediante el juicio de 8 expertos. En esta investigacion
consideramos ‘“‘experto” a un investigador en el drea, en nuestro caso didactica del
calculo, con una trayectoria considerable reflejada en investigaciones publicadas en

revistas de impacto.

A partir de los resultados de estos dos estudios, anélisis de los resultados obtenidos de la
primera aplicacién del cuestionario y estudio de la valoraciéon de los expertos, se
modifico el cuestionario obteniendo la “version final”. En el siguiente apartado, 3.2, se

presentan los resultados de estos dos estudios.

® Un andlisis menos detallado se realizé con las 54 tareas del banco de tareas creado para la seleccién de
las 11 tareas de la version piloto.
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3.2. Dos estudios paralelos: “pilotaje” y triangulacion de expertos

La prueba piloto se aplicé a una muestra de 53 estudiantes de los dltimos cursos (sexto
y octavo semestre) de la Licenciatura en Ensefianza de las Matemdticas que se imparte
en la Facultad de Matematicas de la Universidad Auténoma de Yucatan (UADY) en
México. Dicha licenciatura tiene una duraciéon de cuatro afios (8 semestres). Los
egresados de dicha licenciatura, segin el plan de estudios, estdn preparados para dar
clases de bachillerato y universidad. Los 53 estudiantes a los que se les aplico el
cuestionario piloto, habian cursado cdlculo diferencial en el primer semestre de la
licenciatura y, a lo largo de ella, tomaron otros cursos relacionados con el andlisis
matemadtico (calculo integral, cdlculo vectorial, ecuaciones diferenciales, etc.). También

habian cursado materias relacionadas con las matemadticas y su didéctica.

La prueba piloto se aplicé a dos grupos de estudiantes para profesores de bachillerato:
31 estudiantes del octavo semestre (dltimo semestre de la licenciatura, Grupo 1) y 22
estudiantes del sexto semestre (Grupo 2). De acuerdo a las puntuaciones que
establecimos para el grado de correccion de las tareas (2-correcta, 1-parcialmente
correcta, y O-incorrecta), un estudiante podria obtener una puntuacién méxima de 28
puntos. Para nuestro estudio consideramos la muestra de 53 estudiantes como tnica ya
que, como se muestra en la Tabla 1, no se encontraron diferencias significativas entre
las puntuaciones obtenidas por ambos grupos. Para ello, utilizamos el paquete
estadistico Statgraphics centurion para realizar un comparacion entre dos muestras

independientes.

Tabla 1 — Resumen estadistico para la puntuacién total por grupos.

Grupol Grupo 2

Recuento 31 22
Promedio 13,16 12,64
Desviacion Estandar 5,54 4,79
Coeficiente de Variaciéon 42,08% 37,96%
Minimo 0,0 2,0
Maximo 23,0 20,0
Rango 23,0 18,0
Sesgo Estandarizado -1,16 -0,25
Curtosis Estandarizada -0,18 -0,35

La Tabla 1 contiene el resumen estadistico para las dos muestras de datos. De particular
interés son el sesgo estandarizado y la curtosis estandarizada que pueden usarse para

comparar si las muestras provienen de distribuciones normales. Valores de estos
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estadisticos fuera del rango de -2 a +2 indican desviaciones significativas de la
normalidad, lo que tenderia a invalidar las pruebas que comparan las desviaciones
estdndar. En este caso, tanto los valores del sesgo estandarizado como los de la curtosis
estandarizada (para ambos grupos), se encuentran dentro del rango esperado, por lo que
no existen diferencias significativas entre los grupos 1 y 2. Esto se comprob6 también,
mediante una prueba-f para comparar medias que nos arrojé que no hay diferencia
significativa entre las medias de las dos muestras de datos, con un nivel de confianza del

95,0%.

La Tabla 2 muestra las frecuencias de las puntuaciones obtenidas por los 53 futuros
profesores dividiendo el rango de puntuacion total (28 puntos) en intervalos del mismo
ancho, y contando el nimero de datos en cada intervalo. Las frecuencias muestran el
nimero de datos en cada intervalo, mientras que las frecuencias relativas muestran las
proporciones en cada intervalo. Es posible apreciar en la Tabla 2 que 28 de los
estudiantes (52,8%, clases 4, 5, 6 y 7) obtuvieron una puntuacién superior a los 12
puntos de los 28 puntos posibles. De estos 28 estudiantes, 13 (24,5%) tuvieron
puntuaciones dentro de la clase 4 que contiene a la puntuacién media, 14 (26,4%)
obtuvieron una puntuacién entre 16 y 20 puntos (clase 5) y solamente uno (1,9%)
obtuvo una puntuacién entre 20 y 24 puntos (clase 6). Lo anterior evidencia que més de

50% de los estudiantes presentaron dificultades para resolver las tareas del cuestionario.

Tabla 2 — Frecuencias para la puntuacién total

Clase Limite Limite Punto Medio Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuencia
Inferior Superior Relativa ~ Acumulada Rel. Acum.
menor o igual 0,0 1 0,0189 1 0,0189
1 0,0 4,0 2,0 2 0,0377 3 0,0566
2 4,0 8,0 6,0 6 0,1132 9 0,1698
3 8,0 12,0 10,0 16 0,3019 25 0,4717
4 12,0 16,0 14,0 13 0,2453 38 0,7170
5 16,0 20,0 18,0 14 0,2642 52 0,9811
6 20,0 24.0 22,0 1 0,0189 53 1,0000
7 24.0 28,0 26,0 0 0,0000 53 1,0000
mayor de 28,0 0 0,0000 53 1,0000

Media = 12,9434 Desviacion Estandar = 5,20139

En general, el cuestionario FE-CDM-Derivada aplicado a futuros profesores de

bachillerato, tuvo una dificultad media tal y como se ilustra en la Tabla 3. Los ftems’

7 Para efectos de este trabajo, los items refieren a los incisos que contiene cada tarea. Por ejemplo, la tarea
6 contiene dos items a) y b).
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del cuestionario que les resultaron mads dificiles de resolver fueron el 2-d y la tarea 7. La

tarea uno y los items 2-a, 3-a y 4-a, fueron los que tuvieron mds respuestas correctas.

Tabla 3 — Indice de dificultad de los items del cuestionario CDM-Derivada

ftem Indice de dificultad %

1 I 0,8679 86,79
2 1I-2a 0,7547 75,47
3 I2b 0,6038 60,38
4 I-2c 0,6415 64,15
5 I-2d 0,1321 13,21
6 I-3a 0,8491 84,91
7 1-3b 0,5660 56,60
8 I-4a 0,7547 75,47
9 TI4b 0,5849 58,49
10 I-5 0,5283 52,83
11 I-6a 0,5660 56,60
12 I-6b 0,4528 45,28
13 17 0,4528 45,28
14 1I-8 0,1132 11,32
Media: 0,56

Un aspecto que es importante destacar es que para las tareas 9, 10 y 11, de la primera
version del cuestionario, no se obtuvieron respuestas por parte de los estudiantes. Los
resultados de las Tablas 1, 2 y 3, se presentan sin contemplar dichas tareas. Mas
adelante se verd como con los resultados del estudio mediante expertos, se confirma la

intencion inicial de los autores de suprimir estas tareas.

Con la finalidad de afianzar la fiabilidad y la validez del Cuestionario FE-CDM-
Derivada, realizamos un estudio en el cual se someti6 a revision mediante el juicio de
expertos la version piloto previamente elaborada. Este estudio se llevé a cabo,
concretamente, para indagar el grado de relevancia con el que los ftems evalian cada
uno de los siguientes aspectos: distintos significados del objeto derivada, las
representaciones activadas tanto en los enunciados como en las posibles soluciones y el
tipo de conocimiento didictico-matemadtico en lo referente a la faceta epistémica. Asi
mismo, se estudié la ausencia de algin contenido relevante, y la redaccién y
comprension de los enunciados, lo que contribuyé a la mejora de las caracteristicas y a

la adecuacion del nivel de dificultad de nuestro instrumento.

Para el estudio se contacté a doce expertos en el drea de didactica del célculo y se les

envio, via correo electrénico, una encuesta en la cual podian plasmar su juicio sobre el
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cuestionario. Para facilitar la labor de los expertos, en la contestacién de la encuesta,
también se les hizo llegar a manera de anexo el Cuestionario FE-CDM-Derivada con
soluciones esperadas (soluciones plausibles). De los doce expertos a los que les
enviamos la encuesta, ocho la respondieron e hicieron llegar sugerencias y
observaciones adicionales tanto del cuestionario como de las respuestas esperadas. Los
8 expertos que respondieron a la encuesta se encontraban adscritos a las siguientes
universidades o centros de investigacion: uno de la Universidad de Sonora, México
(experto E1); dos del Centro de Investigaciéon y de Estudios Avanzados, Cinvestav,
Meéxico (expertos E2 y E3); dos de la Universidad de Jaén, Espaiia (expertos E4 y E5);
uno de la Universidad de Sevilla, Espafia (experto E6); uno de la Universitat de
Barcelona, Espana (experto E7); y uno de la Universitat Autdbnoma de Barcelona,

Espafia (experto ES).

En general, la valoracién que recibi6 el Cuestionario FE-CDM-Derivada por parte de
los expertos fue positiva, pues se obtuvieron para las 8 tareas puntuaciones de 4 o 5
(dentro de una escala de 0 a 5) respecto al grado de relevancia con la que las tareas
evaludan los criterios mencionados en el apartado anterior. Tres de los investigadores lo

sefalan de la siguiente manera:

“Creo que es un cuestionario muy completo. Habrd que tener en cuenta que no
solo se miden los conocimientos sino la forma en que se han adquirido. Me
refiero a un aprendizaje muy mecdnico o rutinario o un aprendizaje
significativo donde la derivada en un punto tiene varias representaciones”
(experto E7).

“...me gustaria resaltar que las tareas que se proponen son ricas y variadas y
si permiten medir el conocimiento diddctico-matemdtico de la derivada de
futuros profesores de bachillerato. Igualmente, me gustaria resaltar la
importancia de los criterios definidos para la seleccion de las tareas: distintos
significados del objeto derivada; el uso de diferentes representaciones
activadas en el enunciado y la solucion de cada uno de los items y las tres
componentes del conocimiento diddctico-matemdtico de los futuros profesores
(comiin del contenido, conocimiento especializado y ampliado)” (experto ES8).

“Considero que las tareas incluidas hacen un buen recorrido por los distintos
significados de la derivada y considerando las distintas representaciones.
Ademds, son simples, en tanto que no requieren cdlculos pesados lo que
enturbiaria el contenido que se pretende investigar” (experto E4).

A partir de los resultados obtenidos de la aplicacién piloto del cuestionario, y de los
comentarios que realizaron los expertos respecto de las tareas 9, 10 y 11, se tomo la

decision de suprimirlas del cuestionario original (Figuras 2, 3 y 4), ya que éstas no
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fueron respondidas por ninguno de los profesores en formacion inicial a los que se le
aplicé la prueba piloto. Podriamos inferir hipdtesis para tratar de responder a este
suceso, por ejemplo la falta de tiempo, la complejidad de las tareas y de los items que
las componen (aspecto sefialado por los expertos 2 y 6), o la falta de conocimiento
especializado y, en particular, avanzado que faculta a los profesores resolver tareas con
esas caracteristicas. Sin embargo, debido a la falta de datos, no es posible responder o
confirmar alguna de nuestras hipétesis. Debido a que las tres tareas evaluaban aspectos
del conocimiento especializado y avanzado con mayor nivel de dificultad, y dado que
estos tipos de conocimiento se evaliian en las otras tareas, decidimos suprimirlas tanto

de la version piloto como de la version definitiva.

Figura 2 — Tarea 9 suprimida de la version piloto del Cuestionario

9. Sea f: R — R una funcion diferenciable y x, € R. Entonces

f(x0) — f(x0 — 3h)

lim h = f"(xo)

a) Justifica graficamente la proposicion anterior.
b) Prueba la proposicion mediante el uso de la definicion de derivada.

Figura 3 — Tarea 10 suprimida de la version piloto del Cuestionario

10. Haciendo uso de la definicion de derivada, demuestra que:
a) Sig(x) = f(x+c)entonces g'(x) = f'(x + ¢)
b) Sih(x) = f(x) + c entonces h'(x) = f'(x)
c) Interpreta ambas afirmaciones graficamente.

Figura 4 — Tarea 11 suprimida de la version piloto del Cuestionario

11. Se desea construir un tanque de acero con la forma de un cilindro circular recto y semiesferas en los
extremos para almacenar gas propano. El costo por metro cuadrado de los extremos semiesféricos es el
doble que el de la parte cilindrica. ;Qué dimensiones minimizan el costo si la capacidad deseada es de

3, 4 .
10m m’? Recuerda que el volumen de la esfera es ;m‘3 y su area es 4mr?.
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Asi mismo se proporcionaron diversas observaciones para cada una de las tareas que
componen el cuestionario. Entre las que podemos destacar, por su especial relevancia en
la inclusion de las tareas que conformaron la version definitiva del cuestionario, se

encuentran las siguientes:

“Puede haber alumnos que vengan de temas de economia y empresa y ahi la
derivada estd asociada a conceptos como el de marginalidad donde la
derivada aparece como la funcion de utilidad marginal... Falta alguna
cuestion que relacione la derivada con la economia, ya que si no el

cuestionario estd muy volcado a una unica aplicacion de otras ciencias (la
Fisica)” (ES).

“...es que es necesario incluir actividades que se relacionan con la
modelacion. Entre ellas estdn los problemas de optimizacion y los de razon
instantdnea de cambio. Asimismo me parece que deberia incluirse algin
problema en el que las expresiones verbales jueguen un papel mds importante.
Por ejemplo algiin enunciado que diga cosas como el siguiente: “La energia
cinética de un objeto es directamente proporcional al cuadrado de su
velocidad y se ha encontrado experimentalmente que la constante de
proporcionalidad es un medio de su masa. ;Cudl es la rapidez de cambio de la
energia cinética con respecto a la velocidad cuando v = 2 m/seg?” (E1).

Las observaciones anteriores de los expertos ES y El, respectivamente, nos dieron
pautas para incluir las tareas que se presentan en la Figura 5. El andlisis epistémico las

tareas que componen la version final del cuestionario, se presenta en la seccion 4.

Figura 5 — Tareas incluidas en la version final del Cuestionario FE-CDM-Derivada

9. En una empresa el coste total de producir ¢ unidades viene dado por la funcion C(q) = §q3 —12¢% +

150q + 2304.
a) Halla las funciones que determinan el coste total medio y el coste marginal.
b) Determina el coste marginal y el coste total medio cuando la produccion es de 3 y de 6 unidades.

10.La energia cinética de un objeto es directamente proporcional al cuadrado de su velocidad y se ha
encontrado experimentalmente que la constante de proporcionalidad es un medio de su masa. ;jCual es la
rapidez de cambio de la energia cinética con respecto a la velocidad cuando v = 0 mtS/ seg? Justifica tu

respuesta.

11. ;Es posible encontrar dos niimeros cuya suma sea 120 y el producto del primero por el cuadrado del
segundo sea maximo? Si es asi, jcudles serian dichos nimeros? Explica tu razonamiento.

Uno de los expertos, E8, propone incluir 5 tareas para profundizar mas en la variedad de

representaciones. No obstante, estamos de acuerdo con el experto E7 cuando senala:

“Mads que afiadir otras tareas me parece que seria conveniente completar con
entrevistas que permitieran profundizar en las respuestas. Tareas, claro que se
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pueden ariiadir, pero no es realista proponer un cuestionario demasiado
largo”.

Otras observaciones fueron realizadas por cada uno de los expertos, que participaron en
la evaluaciéon de nuestro instrumento, de manera general. Estas referian a aspectos de
redaccion de algunas de las tareas. Dichas sugerencia las hemos considerado para la

version final de nuestro instrumento.

4. Analisis epistémico de las tareas del cuestionario

A continuacién presentamos, para cada una de las tareas incluidas en la “versién final”
del instrumento FE-CDM-Derivada, el andlisis detallado del contenido que evaldan.
Para realizar dicho andlisis presentamos para cada tarea, primeramente, una descripcién
“general” de los aspectos que evaldan, atendiendo a los tres criterios mencionados en la
fase 4 del apartado 3.1. Luego presentamos de manera detallada el andlisis del
contenido evaluado aplicando las herramientas tedricas que proporciona el Enfoque
Ontosemidtico; concretamente, los objetos matemadticos primarios, sus significados y
los procesos involucrados en las practicas matemadticas realizadas respecto de las tareas
sobre derivadas. Para la realizaciéon del anélisis del contenido proponemos algunas

soluciones plausibles de cada una de las tareas®.

4.1. Tarea Uno: Significados de la derivada

La tarea 1 (Figura 6), es una pregunta cldsica que se ha realizado en diversas
investigaciones (Badillo, 2003; Hiahkioniemi, 2006; Habre y Abboud, 2006; Bingolbali
y Monaghan, 2008, Badillo, Azcarate y Font, 2011), para explorar los significados que
conocen los estudiantes sobre la derivada. Al tratarse de una pregunta de carécter
“global”, se espera que los futuros profesores proporcionen “listados” de los posibles
significados de la derivada. Por tal motivo, esta primera tarea del cuestionario explora el
conocimiento comun, de los futuros profesores, relacionado con los significados de la

derivada.

¥ Por motivos de espacio no hemos incluido las soluciones plausibles encontradas para cada tarea. Estas
se pueden leer en la Tesis Doctoral de Pino-Fan (2013). No obstante, para los andlisis epistémicos que
aqui se presentan, si se han considerado todas las posibles soluciones encontradas a propdsito de una
tarea.
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Figura 6 — Tarea 1 del Cuestionario FE-CDM-Derivada

Tarea 1
(Qué significados tiene para ti la derivada?

Solucion plausible de la tarea uno
Una posible solucién a la tarea, o solucion esperada, es la siguiente:

e La derivada de una funcién o funcién derivada tiene diversos significados entre
los cuales podemos destacar:

v’ Pendiente de la recta tangente a una funcion determinada.

v’ La variacién instantdnea de una magnitud escalar respecto de otra (por
ejemplo, la variacién instantdnea de la distancia respecto al tiempo da
como resultado la velocidad).

v" El limite del cociente de incrementos.

Contenido ontosemiotico: andlisis epistémico

Debido a la ‘“generalidad” de la tarea (tanto la cuestion como el tipo de solucién
esperada), no realizamos para ésta el desglose operativo de las configuraciones de
objetos y procesos del andlisis epistémico. Basta con sefialar que tanto los elementos
lingiifsticos, conceptos, proposiciones y argumentos subyacentes a las posibles
soluciones de la tarea son de cardcter “verbal”, descripciones verbales en las que el
profesor en formacion inicial no requiere hacer conexiones entre los distintos
significados de la derivada, bastindole con “recordar” los usos y significado que ha
dado a dicho objeto a lo largo de su formacién matemadtica y didactica para proporcionar

su respuesta.

4.2. Tarea Dos: Andlisis de la derivada de la funcion valor absoluto

La tarea 2 (Figura 7), que ha sido objeto de diversas investigaciones (Tsamir, Rasslan, y
Dreyfus, 2006; Santi, 2011), indaga sobre los tres tipos de conocimiento que componen
la faceta epistémica del conocimiento diddctico-matemdtico sobre la derivada: 1)
conocimiento comun (item a), en tanto que el futuro profesor debe solamente resolver el
item sin necesidad de utilizar diversas representaciones o argumentaciones; 2)
conocimiento especializado del contenido, en dos niveles, por un lado los items b) y ¢)

demandan al profesor, ademds de resolver los items, el uso de conocimientos que le
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permita utilizar diversidad de representaciones (graficas, simbélicas y verbales) y
argumentaciones vélidas que justifiquen sus procedimientos, y por otro, el item e) exige
al futuro profesor la identificacién de conocimientos (configuraciones de objetos y sus
significados) involucrados en la resolucién de la tarea; y 3) conocimiento ampliado
(item d), puesto que exige a los estudiantes para profesores generalizar la tarea inicial
sobre la derivabilidad de la funcién valor absoluto en x = 0, a partir de justificaciones
vélidas para la proposicién “la grafica de una funcién derivable no puede tener picos”
mediante la definicién de la derivada como tasa instantdnea de variacion (limite del
cociente de incrementos). Las acepciones de la derivada como pendiente de la recta

tangente y tasa instantdnea de variacion, estdn asociadas a esta tarea.

Figura 7 — Tarea 2 del Cuestionario FE-CDM-Derivada

Tarea 2
Examina la funcién f(x) = |x| y su gréfica.

f(x) 5

a) (Para qué valores de x es derivablef (x)?

b) Si es posible, calcula f'(2) y dibuja una representacion grafica de tu solucion.
Si no es posible, explica por qué.

¢) Si es posible, calcula f'(0) y dibuja una representacion grafica de tu solucion.
Si no es posible, explica por qué.

d) Con base en la definicion de derivada, justifica por qué la grafica de una
funcidén derivable no puede tener “picos” (esquinas, angulos).

e) (Qué conocimientos se ponen en juego al resolver los apartados a), b), ¢) y d)

de esta tarea?

Soluciones plausibles de los apartados de la tarea dos

A continuacién presentamos, para cada uno de los apartados de la tarea dos, una posible

solucion.

a) Para todos los nimeros reales excepto para x = 0 dado que en este valor la
gréafica de la funcién tiene forma de pico.

b) Teniendo en cuenta que (1) la derivada en un punto se puede definir como la
pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcidn, (2) que en x = 2 la
recta tangente a la gréfica de la funcion es la diagonal del primer cuadrante, (3)
que la pendiente es el cociente entre la variacion vertical y la horizontal, se
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divide la variacion vertical entre dos puntos de esta diagonal entre la variacion
horizontal y se obtiene f'(2) = 1.

Figura 8 — Representacion cartesiana de f'(2) = 1

2,1'(2)

c) Por el punto x = 0 no se puede trazar la tangente. Considerando que, en el
contexto de la geometria sintética, una tangente a una curva es una recta que
tiene un s6lo punto de contacto con ella, se pueden trazar infinitas tangentes a la
funcién. Si interpretamos la derivada como la pendiente de la recta tangente a
una curva, puesto que no existe una Unica tangente, debemos concluir que no
existe derivada en x = 0.

Figura 9 — Solucién “empirica” del apartado c) de la tarea dos

d) Consideremos la definicion de la derivada: f'(x) = lim;_, w Para

fx+h)—f(x)
h

: h)- . o . .
limy,_, o+ M, deben de existir y coincidir. Ahora bien, un pico representa

que el limite anterior exista, los Ilimites laterales limy_ -

3

un “salto brusco” en la pendiente de la recta tangente. Dicha pendiente se

flx+h)—f(x)
h

aproxima con el cociente para valores de & muy pequefios. Si el

limite bilateral que define a f'(x) existe, significa que el “salto” es inexistente.
Dicho de otro modo, para que f'(x) exista, la funcién f(x) no puede tener
“picos”.
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e) En la solucién de la tarea dos, se pueden identificar el uso de los siguientes
conocimientos:

Funciones y sus propiedades.

Continuidad de funciones.

Derivada en un punto.

Funcién derivada (como pendiente de la recta tangente y como limite

del cociente de incrementos).

Derivabilidad de funciones.

Relacién entre continuidad y derivabilidad.

Uso de diversas representaciones tanto para la funcién como para la

funcién derivada.

Derivadas laterales.

Procedimientos y argumentos “intuitivos” y formales para la solucién de

cada uno de los apartados de la tarea.

ANANENEN

ANANEN

AN

Contenido ontosemiotico: andlisis epistémico

Presentamos el andlisis epistémico mediante la descripcién de los procesos, objetos
matemadticos  primarios  (elementos  lingiiisticos, conceptos, proposiciones,
procedimientos y argumentos) y sus significados inmersos tanto en el planteamiento
(previos) como en la solucién de la tarea (emergentes). Cabe sefialar que para la
realizacién de este andlisis se consideraron todas las posibles soluciones, de los

apartados de esta tarea (Pino-Fan, 2013).

— Proceso de Representacion < Significacion —

Se identifican, mediante un proceso de descomposicion del texto en unidades, diversos
elementos lingiiisticos y conceptos, previos y emergentes, tanto en el planteamiento
como en la solucién esperada de la tarea dos. A continuacién se detallan los elementos
lingiifsticos y conceptos identificados, asi como sus significados seguin su contexto de

uso.

Elementos lingiiisticos

Entre los elementos lingiiisticos previos que identificamos se encuentran:

e La expresion f(x) = |x|, la cual refiere a la representacion algebraica de
la funcién “valor absoluto de x”.

® La representacion grafica (Figura 7) de la funcion “valor absoluto de x”.
[lustra de manera grafica el punto para el cual la derivada no esta definida.
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La expresion, “Examina la funcion...y su grafica”. Sentencia que tiene por
objetivo pedir que se estudie de manera detallada la funcién ‘“valor
absoluto de x” y se considere sus propiedades (continuidad, derivabilidad,
etc.).

La expresion, “Para qué valores de x es derivable f(x)” (apartado a).
Sentencia que solicita se proporcione el domino de la funcién derivada de
la funcién “valor absoluto de x”.

La expresion f'(2). Representacion simbdlica de la imagen o valor de la
funcién derivada en el punto x = 2.

La expresion, “Si es posible, calcula f'(2) y dibuja una representacion
grifica de tu soluciéon” (apartado b). Sentencia que solicita un
procedimiento de célculo de la derivada de la funcién en x =2, y la
representacion cartesiana del punto (2, f'(2)).

La expresion f'(0). Representacion simbdlica de la imagen o valor de la
funcién derivada en el punto x = 0.

La expresion, “Si es posible, calcula f'(0)... si no es posible, explica por
qué” (apartado c). Sentencia que solicita un procedimiento de célculo de la
derivada de la funcién en x = 0, asi como la argumentacién de que f'(0)
no existe.

Entre los elementos lingiiisticos emergentes podemos destacar:

Conceptos

Expresiones tales como “R—{0}’, “(—o0,0)U (0,0)”, etc.
Representaciones simbdlicas o notacionales que refieren al dominio de la
funcion derivada: “todos los reales excepto para x = 0.

La expresion f'(2) = 1. Representacién simbdlica o notacional que hace
referencia a la proposicion: La imagen de la funcién derivada en el punto
x = 2 es uno (solucién del apartado b).

La grafica cartesiana del punto (2, f ’(2)) (Figura 8), que refiere a la
imagen o valor de la funcién derivada en el punto x = 2.

La representacion gréfica de la derivada de la funcién “valor absoluto de

x”. Tlustra de manera gréfica que la funcién derivada en x = 0 no estd
definida.

Entre los conceptos previos requeridos para la solucion de la tarea se encuentran:

Valor absoluto. El valor absoluto de un nimero real es el valor numérico
de dicho nimero sin tener en cuenta el signo. Formalmente se define

[ X =
como |x| = { X ostx= 0 donde x € R.
—x six<O0
Funcién valor absoluto. Definida por el criterio o regla de
. x six=0
correspondencia f(x) = |x ={ T donde x € R.
p f(x) = |x| _x six<0

Dominio (variable independiente). Valores de x para los cuales la funcion
f(x) = |x| y su correspondiente f'(x) estan definidas.
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Imagen (variable dependiente). Valor y € R que se le asigna a cada una
de las x € R del dominio de la funcién por medio de una regla de
correspondencia. En el caso de f(x) la regla de correspondencia es |x|.

Funcién derivada. Definida formalmente como

f'(x) = limy_, f—(x+h’z—f(x).

Derivada en un punto. Derivada en x = 2 y x = 0, entendida como un
limite y como la pendiente de la recta tangente a la funcion en un punto.

Continuidad. Una funcién f es continua en ¢ si y s6lo si se cumplen las 3
condiciones siguientes: i) f(c) estd definida, ii) lim,_,. f(x) existe, y iii)

limy ¢ f(x) = f(c).

Como conceptos emergentes podemos destacar:

Funcién derivada de la funcién valor absoluto. Funcién definida por la
1 six>0

-1 six<O0
Limite funcional. Valor L al que se aproxima f(x) conforme x se

aproxima a un cierto valor a € R.

Derivadas laterales. Es el limite del cociente de incrementos cuando /4 se
aproxima a cero con valores negativos (derivada lateral por la izquierda) o
con valores positivos (derivada lateral por la derecha.

regla de correspondencia f'(x) = {

— Proceso de Composicion —

A partir de los elementos lingiiisticos representacionales y los conceptos/definiciones

identificados en el proceso anterior, se reconoce el uso de proposiciones/propiedades,

procedimientos y argumentos. A continuacién se detallan, respectivamente, las

propiedades, procedimientos y argumentos, identificados en las soluciones plausibles de

la tarea.

Proposiciones (PP)

Las proposiciones previas que identificamos fueron las siguientes:

PP1: Intuitivamente una funcion es continua en un valor c¢ si para valores
del dominio muy cercanos a c¢ la funcién “sufre pequefias variaciones”. Se
usa para reconocer que la funcién valor absoluto es continua, teniendo en
cuenta su grafica.

PP2: La funcién es derivable en un punto del dominio X si las derivadas
laterales existen y son iguales. Esta proposicion es usada para reconocer la
derivabilidad o no derivabilidad de la funcién valor absoluto en x = 0 y
x = 2.
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PP3: Una funcién derivable es continua pero una funcién continua no es
necesariamente derivable. Proposicién utilizada para reconocer la no
derivabilidad de la funcién valor absoluto en x = 0.

Las proposiciones emergentes son:

' 1 six>0
PP4:f(x)={_1 six<O0

solucién de los apartados a), b) y c¢) de la tarea.
PP5: f'(2) = 1. Solucién del apartado b) de la tarea.
PP6: f'(0) no existe. Solucion del apartado ¢) de la tarea.

. Su correcta interpretacion remitiria a la

Procedimientos (P)

Como procedimientos, podemos sefnalar los siguientes:

P1: Procedimientos empiricos para la determinacién de cada uno de los
apartados de la tarea, por ejemplo, el trazado de varias rectas tangentes a
la funcién en el punto x = 0 (Figura 9). Ayudan a resolver el problema de
manera empirica a partir de la representacion grafica de la funcion “valor
absoluto”.

P2: Calculo de la derivada en un punto mediante su definicion formal por
limites. Procedimiento formal que se justifica mediante el uso de la
definicién formal de la derivada y la definicion de la funcién valor
absoluto. Procedimiento con el que se da solucion al apartado b) de la
tarea.

P3: Procedimientos que involucran, fundamentalmente, la proposicion
PP2. Comprobacién formal de la existencia de la derivada en un punto
mediante el cdlculo de los limites laterales que definen las derivadas
laterales. Con este procedimiento se da solucion al apartado c) de la tarea.

Argumentos (A)

Al: “La derivada en el intervalo (—0,0) es -1 ya que es la pendiente de
larectay = —x”.

A2: “La derivada en el intervalo (0,) es 1 ya que es la pendiente de la
rectay = x7.

A3: “La derivada en el punto x = 0 no estd definida ya que la grifica
presenta un pico”.

A4: “La funcién no es derivable en x = 0 ya que en dicho punto podemos
trazar infinitas rectas tangentes a la funcién....”.

AS5: Argumento formal, usando la definicion formal de la derivada como
el limite de cociente de incrementos, para calcular la derivada en el punto
x = 2 que es la solucion al apartado b).

A6: “Dado que las derivadas laterales son diferentes, la funcién f(x) =
|x| no es derivable en x = 0”. Argumento formal mediante el cdlculo de
los limites laterales que definen las derivadas laterales. Solucion del

apartado c) de la tarea.
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Los argumentos Al, A2, A3 y A4, refieren a justificaciones grdficas-verbales (visuales)
a partir de la representacion gréafica de la funcidén “valor absoluto” y entendiendo la
derivada en un punto como la pendiente de la recta tangente a la grafica en un punto

determinado.
4.3. Tarea Tres: Calculo de la funcion primitiva

La tarea 3 (Figura 10), tomada de Delos Santos (2006), explora el conocimiento
ampliado de los futuros profesores, ya que requiere, para su resolucion, el uso de
objetos matematicos mds avanzados en el curriculo de mateméticas del nivel
bachillerato, tal como la integral de una funcién o el teorema fundamental del calculo.
Las representaciones que el estudiante debe manejar para la resolucion de la tarea son la
simbdlica, grifica y tabular. El conocimiento ampliado evaluado en esta tarea estd

asociado al significado de la derivada como pendiente de la recta tangente.

Figura 10 - Tarea 3 del Cuestionario FE-CDM-Derivada

Tarea 3
Para una funcién dada y = f(x), se cumplen los valores de la siguiente tabla:
x | f'(x)
0 0
1.0 2
1.5 3
2.0 4
2.5 5

a) Encuentra una expresién para f(x)
b) ¢(Puedes encontrar una segunda expresion, distinta a la anterior, para f(x)?
(Cudl seria? Justifica la respuesta.

Soluciones plausibles de los apartados de la tarea tres

A continuacién presentamos, para cada uno de los apartados de la tarea tres, una posible

solucién esperada.

a) Basandonos en los datos de la tabla, es posible encontrar un patrén de la
siguiente forma:

x f'(x)
0 [20)=0
1.0{2(1)=2
151215 =3
201212)=4
251225 =5
x | 2(x)=2x
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Por tanto, dado que f'(x) = 2x y sabiendo que para una funcién f(x) = x™ la
derivada estd dada por f'(x) = nx""1, entonces una expresién para f(x) seria
fx) = x2.

b) Si podemos encontrar otra expresién para f(x), distinta a f(x) = x2. Si
f'(x) = 2x, entonces f(x) = [2xdx = x?> + C. De esta forma, f(x) puede
ser cualquier funcién de la familia de funciones f(x) = x2 + C, donde C € R.

Contenido ontosemiotico: andlisis epistémico

A continuacién presentamos el andlisis epistémico mediante la descripcion de los
procesos, los objetos matemadticos primarios y sus significados, inmersos tanto en el

planteamiento (previos) como en la solucion de la tarea (emergentes).

— Proceso de Representacion < Significacion —

Como parte de esta dualidad entre representacion y significaciéon hemos identificado
diversos elementos lingiiisticos y conceptos/definiciones, previos y emergentes, tanto en

el planteamiento como en la solucion esperadas de la tarea tres.

Elementos lingiiisticos

Entre los elementos lingiiisticos previos que hemos identificado se encuentran:

e La expresion y = f(x). Denota una funcién indeterminada, en este caso,
una funcién que cumple ciertas condiciones reguladas con la tabla.

e La tabla de valores (Figura 10). Funcién derivada de una funcion
desconocida de la cual se conocen cinco imagenes para los valores de la
variable x dados en la tabla. Proporciona parejas ordenadas del tipo
(x.f'@).

e La expresién, “encuentra una expresion para f(x)”. Refiere a la
existencia de un procedimiento para hallar una funcién cuya derivada
tenga los valores de la tabla en los puntos dados.

Entre los elementos lingiiisticos emergentes podemos destacar:
e La representacion grafica de los valores de la tabla (Figura 11), la cual

representa la conversion de la tabla de valores dados de la funcion
derivada, en su gréfica cartesiana correspondiente.

REVEMAT. eISSN 1981-1322. Florianépolis (SC), v. 08, n. 2, p. 1-49, 2013.

29



Figura 11 — Representacién gréfica de los valores conocidos de la funcién
derivada

G.

1 (x)

B

e Las expresiones “y = 2x” o “f'(x) = 2x”. Ecuaci6n de la recta que pasa
por los 5 puntos alineados en el plano cartesiano y representacion
simbdlica de la funcién derivada. Refieren a un procedimiento de
interpolacidn lineal, basado en la visualizacidn del grafico cartesiano.

e Laexpresion, f(x) = x2. Primitiva (antiderivada) de la funcién y = 2x.

Conceptos

Los conceptos previos, requeridos para la solucion de la tarea, que identificamos son:

¢ Funcién de variable real desconocida. Funcién f(x) que se determinard a
partir de su funcion derivada definida parcialmente por cinco puntos.
Pares ordenados. Originales e imagenes de la funcion derivada.

® Funcién derivada de una variable real. Definida parcialmente por cinco
puntos cuyas coordenadas se expresan de manera tabular. Los cinco
puntos dados se supone que evocan o representan a todo el grafo de la
funcién derivada.

Los conceptos emergentes que identificamos fueron los siguientes:

e Recta. Contiene a los cinco puntos del gréafico cartesiano que representa a
la derivada. Se supone una interpolacion y extrapolacion lineal.

e Pendiente. Variacion que existe en el eje y (ordenadas) con respecto al eje
x (abscisas) entre dos puntos cualesquiera de la recta que pasa por los 5
puntos de la tabla. Permite hallar la ecuacién de dicha recta mediante la
ecuacion punto-pendiente (y = 2x).

¢ Integral/Primitiva o antiderivada de una funcién. Funcién cuya derivada
es f'(x) = 2x.

e Familia de funciones. Funciones que se encuentran dentro del conjunto de
funciones que cumplen con la forma f(x) = x% + ¢, donde ¢ € R.
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— Proceso de Composicion —

A partir de los elementos lingiiisticos y de los conceptos identificados en el proceso

anterior, se reconoce el uso de proposiciones, procedimientos y argumentos.

Proposiciones (PP)

Las proposiciones previas que identificamos son:

PP1: “y — y; = m(x — x,), particularizada en y = 2x”. Ecuacién punto-
pendiente, la cual permite encontrar la representacion algebraica de la
funcién derivada.

PP2: Reglas de derivacion. Concretamente “la derivada de una funcién
constante es igual a cero”, la cual permite determinar que la funcién
buscada es cualquiera de la familia f (x) = x% + ¢ donde ¢ € R.

Asi mismo, identificamos las siguientes proposiciones emergentes:

PP3: La primitiva de y =2x es y = x? (Teorema fundamental del
calculo). Se usa para hallar la funcién requerida una vez hallada su
derivada.

PP4: La funcién derivada de todas las funciones del tipo f(x) = x% + ¢
donde ¢ € R, es f'(x) = 2x. Solucién del apartado b) de la tarea.

Procedimientos (P)

P1: Interpolacion lineal en el grafico cartesiano de la funcién derivada
dada para valores particulares. Esto se usa para hallar la expresion
algebraica de la derivada.

P2: Célculo de la antiderivada de y = 2x. Esto se realiza o bien mediante
las reglas de derivacion (derivada de la funcién potencial) o bien mediante
las reglas de integracion. Este procedimiento origina la respuesta de
ambos apartados de la tarea.

P3: Ensayo y error, probando posibles reglas de correspondencia entre los
valores de x y los de f'(x), a partir de los valores dados en la tabla. Este
procedimiento es de cardcter numérico-técnico. El unico variante con
respecto a P1, es la busqueda de un patrén que permita establecer la regla
de correspondencia que permite definir la funcion derivada.

P4: Procedimientos “formales”. Procedimientos de tipo grafico-técnico o
numérico-técnico, el cual varia con respecto a los procedimientos
anteriores en que, una vez hallada la representacion algebraica de la
funcion derivada (ya sea de manera numérica o gréfica), se hace uso de
contenidos mds avanzados en el curriculo de bachillerato tal como el
concepto de integral y el teorema fundamental del cdlculo en su forma
intuitiva (PP3).
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Argumentos

e Al: La expresion algebraica de la funcién derivada es y = 2x porque
visualmente se observa que los cinco puntos dados estdn alineados de
manera rectilinea; se ve que pasa por el origen y su pendiente es 2. Este
argumento establece la validez de la expresion de la funcién derivada de
manera empirica, asumiendo que los cinco puntos dados representan al

grafo (x, f'(x)) de la funcién derivada.

e A2: La funcién buscada es y = x? porque la derivada de esta funcién es
y = 2x. Establece la validez de la solucién dada para la funcién f(x)
teniendo en cuenta la regla para derivar la funcién potencial.

4.4. Tarea Cuatro: Derivada de la funcion constante

La tarea 4 (Figura 12), explorada en el trabajo de Viholainen (2008), indaga sobre el
conocimiento especializado de los futuros profesores, en tanto que requiere para su
resolucion, del empleo de diversas representaciones (gréafica, descripcién verbal,
féormula) y diversas justificaciones para la proposiciéon “la derivada de una funcién
constante siempre es igual a cero”, en las que se pueden movilizar distintas
interpretaciones de la derivada: pendiente de la recta tangente, razén instantdnea de

cambio y tasa instantdnea de variacion).

Figura 12 — Tarea 4 del Cuestionario FE-CDM-Derivada

Tarea 4
a) Explica, mediante el uso de representaciones gréficas, por qué la derivada de
una funcién constante siempre es igual a cero.
b) Usando la definicion formal de la derivada, prueba que la derivada de una
funcién constante es cero.

Soluciones plausibles de los apartados de la tarea cuatro
Presentamos, para cada uno de los apartados de la tarea cuatro, una solucién esperada.

a) Sin pérdida de generalidad, sea f(x) = C con C € R, una funcién constante. La
siguiente figura muestra su representacion grafica
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Figura 13 — Representacion gréfica de una funcién constante cualquiera

c flx)=C

v La recta tangente es la que mejor se aproxima a la gréfica en un entorno

del punto. En el caso de que la funcidon tenga por gréifica una recta, la
recta tangente coincide con la grafica de la funcién. En ese caso la recta
tangente en cualquier punto serd f(x) = C y dado que las funciones
constantes siempre tienen como representacion grafica rectas
horizontales (rectas paralelas al eje x), y ya que la pendiente de una recta
se mide a partir de la inclinacién que esta presenta con respecto al eje x,
la pendiente de las rectas paralelas al eje x siempre son cero, por tanto
f'(x) =0.

Si interpretamos la derivada como la razén de cambio de una variable y
respecto de una variable x, y si la funcién que describe dicha razén de
cambio es constante, entonces esto significa que conforme la variable x
varfa, la variable y no varia. Por tanto la razén de cambio de y con
respecto a x siempre es cero.

b) Sea f(x) = C donde C € R. Entonces:

hiy 5 = i = fim 0 =0

f’(x)=}li_rgf(x+h})l_f(x)=li c—-C 0

Contenido ontosemiotico: andlisis epistémico

— Proceso de Representacion < Significacion —

Como parte de este proceso, hemos identificado diversos elementos lingiiisticos y

conceptos, previos y emergentes, tanto en el planteamiento como en la solucién

esperada.

Elementos lingiiisticos

Los elementos lingiiisticos previos que identificamos son:

La expresion, “Explica, mediante el uso de representaciones graficas, por
qué la derivada de una funcién constante siempre es igual a cero”.
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Enuncia una propiedad de las derivadas de las funciones constantes y
requiere elaborar una justificacioén grafico-verbal de dicha propiedad.

e La expresion, “Usando la definicién formal de la derivada, prueba que la
derivada de una funcién constante es cero”. Sentencia que pretende el uso
de un procedimiento para demostrar de manera formal la propiedad
enunciada.

Como elementos lingiiisticos emergentes identificamos:

e La expresién, f(x) =C con C € R. Refiere a una representacion
simbdlica de una funcidn constante arbitraria.

e La representacion grafica de la funcién constante arbitraria (Figura 13).
La cual permite observar el comportamiento de la funcion derivada para
su posterior descripcion.

e Las descripciones verbales que dan solucién al apartado a) de la tarea.
Dichas descripciones refieren a argumentaciones verbales que justifican
de forma gréifico-verbal la proposicion “la derivada de una funcién
constante siempre es igual a cero”.

® La simbologia utilizada en la solucién del apartado b) de la tarea. Esta
simbologia responde a un procedimiento de demostracion formal (usando
la definicién de derivada como limite) de que la derivada de una funcion
constante es 0.

Conceptos/Definiciones

Para esta tarea, especificamente, encontramos solamente conceptos previos requeridos

para su resolucion, entre los cuales se encuentran:

¢ Funcidn constante. Funcién que toma el mismo valor para cualquier valor
de la variable independiente.

e Derivada en un punto. Entendida como la pendiente (0) de las rectas
tangentes a la funcién constante, que para este caso particular son
paralelas al eje de abscisas.

e Recta tangente. En un contexto analitico, la representacion gréfica de la
tangente a una recta en cualquiera de sus puntos, coincide con la grafica
de dicha recta. Para este caso particular, para cualquier valor de x que
tomemos, la grafica de la recta tangente a la funcién constante dada,
coincidird con la grafica de esta ultima funcion.

e Pendiente. Interpretada como la inclinacién de la recta que representa
graficamente la funcién constante.

® Funcién derivada. Entendida como el limite del cociente de incrementos,
como el conjunto de pendientes de las posibles rectas tangentes a la
funcién constante, o como el conjunto de razones instantdneas de cambio.
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— Proceso de composicion —

A partir de los elementos lingiiisticos y los conceptos identificados en el proceso

anterior, se reconoce el uso de proposiciones, procedimientos y argumentos.

Proposiciones (PP)

Identificamos la siguiente proposicion previa:

PP1: “la derivada de una funcién constante siempre es igual a cero”.
Proposicién que requiere de una explicacion grafica-verbal [apartado a)] y
una demostracién formal mediante el uso de la derivada como el limite
del cociente de incrementos [apartado b)].

Las proposiciones que emergen son:

PP2: La recta tangente a una funcién lineal de una variable real en
cualquiera de sus puntos, coincide con dicha funcién. Interpretando en un
contexto de geometria analitica, la tangente a una recta es la “misma
recta”.

PP3: Las rectas paralelas al eje x tienen pendiente cero. Si se interpreta la
pendiente de una recta como la inclinaciéon de la recta respecto a la
horizontal.

Procedimientos (P)

Los procedimientos que emergen para la solucién de la tarea son:

Argumentos

P1: El trazado de la representacion gréfica de la funcién constante (Figura
13) la cual se usa posteriormente para analizar el comportamiento de la
derivada de dicha funcién.

P2: Calculo, visual, de la pendiente de rectas paralelas al eje de las
abscisas. Este procedimiento se usa en el apartado a) de la tarea para
calcular la pendiente de las posibles rectas tangentes en puntos
cualesquiera de la funcién constante. Este procedimiento puede referir a
una justificacién que seria solucién del apartado a).

P3: Calculo de la derivada de la funcion constante aplicando la definicion
como limite del cociente de incrementos. Este procedimiento se utiliza
para demostrar formalmente la proposiciéon PP1, lo que a su vez es
solucién del apartado b) de la tarea.

Los argumentos que emergen para dar solucién a la tarea son los siguientes:
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e Al: Si interpretamos la derivada como pendiente de la recta tangente,
entonces f'(x) = 0, ya que las funciones constantes siempre tienen como
representacion grafica rectas horizontales (rectas paralelas al eje x).
Puesto que, la pendiente de una recta es la inclinacién que esta presenta
con respecto al eje x, la pendiente de las rectas paralelas al eje x siempre
es cero. Este argumento que da solucion al apartado a) de la tarea,
establece la validez de la proposiciéon mediante argumentos intuitivos de
tipo grafico y mediante el uso de la derivada como pendiente de la recta
tangente.

e A2: Siinterpretamos la derivada como la razén de cambio de una variable
y respecto de una variable x, y si la funcién que me describe dicha razén
de cambio es constante, entonces esto significa que conforme la variable x
varfa, la variable y no varia. Por tanto la razén de cambio de y con
respecto a x siempre es cero. Establece la validez de la proposicion
deduciendo a partir de la definicion de derivada como razén de cambio.

Debido a las limitaciones de espacio, en las tareas subsecuentes realizaremos una
descripciéon menos profunda de los aspectos que evaldan. Nuestra intencién con las
cuatro tareas anteriores ha sido evidenciar el tipo de andlisis pormenorizados que se
pueden realizar como parte del estudio de los conocimientos que se espera que los
futuros profesores manifiesten mediante la diversidad de objetos matemadticos, y sus
significados, involucrados en las practicas que se espera que realicen en cada una de las

tareas.

4.5. Tarea Cinco: Describiendo caracteristicas globales de la derivada

La tarea 5 (Figura 14), ha sido objeto de estudio en los trabajos de Hahkioniemi (2004 y
2006). Esta tarea es de interés puesto que aporta informacion relevante sobre lo que se
vincula a la derivada en un punto y a la funcién derivada en un intervalo, y la
coordinaciéon entre ambas informaciones. El profesor en formacion inicial debe
identificar, describir y justificar, a partir de la grafica de una funcidén, caracteristicas
importantes de la derivada de dicha funcién. Las representaciones que debe usar el
profesor para la resolucién de la tarea son, principalmente, grificas y verbales, pero
también debe hacer uso de representaciones simbdlicas o notacionales (para denotar
intervalos, por ejemplo). Por esta razon la tarea 5 explora el conocimiento del contenido
especializado en su nivel de aplicacion. La acepcion de la derivada como pendiente de
la recta tangente y su relacion y aplicacion al célculo de valores maximos y minimos,

esta relacionada con la resolucion de esta tarea.
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Figura 14 — Tarea 5 del Cuestionario FE-CDM-Derivada

Tarea 5

La figura muestra la grafica de una funcién f. Escribe las observaciones que puedas
hacer sobre la derivada de la funcion f en diferentes puntos de su dominio. Justifica
tu respuesta.

Para realizar tu descripcién puedes apoyarte de los siguientes aspectos, ;Ddnde es
positiva la derivada? ;Dénde es negativa la derivada? ;Doénde es cero la derivada?
(Estd la derivada definida en todos los puntos del dominio de la funcién? ;Dénde es
constante la derivada? ;Dénde alcanza la derivada su valor mdximo y minimo?

4.6. Tarea Seis: Calculo de los ceros de la funcion derivada

La tarea 6 (Figura 15) tomada de Delos Santos (2006), a simple vista, podria aparentar
ser uno de los ejercicios que comtinmente se encuentran en los libros calculo diferencial
de nivel bachillerato, en los que basta aplicar algunos teoremas o proposiciones sobre
derivadas para su resolucion. Por esta razoén, tanto el item a) como el b), de forma
individual, evalian aspectos del conocimiento comin de los futuros profesores
relacionados con la derivada en su acepcion como pendiente de la recta tangente y razon
instantdnea de cambio. Sin embargo, el objetivo central de la tarea es explorar,
globalmente, la actividad matemadtica desarrollada por los futuros profesores, y si en
dicha actividad los futuros profesores logran hacer conexiones o asociaciones entre los
distintos significados de la derivada. En este sentido, la tarea 6 evalia aspectos del
conocimiento del contenido especializado, en tanto que indaga acerca de la asociacion
que los futuros profesores establecen entre los distintos significados de un objeto

matematico concreto: la derivada.
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Figura 15 — Tarea 6 del Cuestionario FE-CDM-Derivada

Tarea 6
2
Dada la funcién y = x3 — x? —2x+3

a) Encuentra los puntos de la gréfica de la funcion para los que su tangente es
horizontal.
b) (En qué puntos la razén instantdnea de cambio de y con respecto a x es cero?

4.7. Tarea Siete: Tasas instantdneas de variacion

La tarea 7 (Figura 16) fue tomada, y modificada, del trabajo de Cetin (2009). Tanto el
item a) como el b) generan informacién sobre el conocimiento especializado
relacionado con el significado de la derivada como razén instantdnea de cambio. Por un
lado, el item a) requiere que el estudiante interprete los elementos lingiiisticos verbales,
graficos (gréficas de las derivadas) e iconicos (imdgenes de las tazas), para tratar de
establecer una correspondencia inyectiva entre los elementos graficos e icdnicos.
Ademais, los estudiantes deben encontrar procedimientos que les permitan establecer la
correspondencia de cada elemento y dar justificaciones validas de sus soluciones. En la
bisqueda de tales procedimientos los estudiantes requerirdn hacer uso de objetos
matemadticos tales como la derivada como razon instantanea de llenado de un recipiente
(velocidad instantdnea de llenado), crecimiento y decrecimiento de funciones, teorema
fundamental del célculo (relacion entre la derivada y su antiderivada), y ademéds debera
de ser capaz de transitar entre las distintas representaciones y cambiar al lenguaje
natural para expresar sus resultados. Por su parte el item b), requiere que los futuros
profesores sean capaces de identificar los conocimientos (elementos lingiiisticos,
conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos) que se ponen en juego al
resolver la tarea; esto con miras a la gestién eficaz de los conocimientos de sus futuros
alumnos. Asi, la tarea 7 es evaluadora de dos niveles de conocimiento del contenido
especializado. Un primer nivel en el que los futuros profesores deben hacer uso de
diversas representaciones, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos para
resolver la tarea. El segundo nivel se refiere a la competencia de los profesores en
formacion para identificar conocimientos puestos en juego en la resolucion de una tarea

sobre derivadas.
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Figura 16 — Tarea 7 del Cuestionario FE-CDM-Derivada

Tarea 7

El flujo de llenado de las tazas R, S y T de la figura es constante. La altura del agua
h dentro de las tazas es una funcion del tiempo. A continuacién se dan las graficas
de seis funciones h’(t), tres de las cuales corresponden a las derivadas de las
funciones del llenado de las tazas.

R) u—:@l S) rﬁl T) E&
>

D /-
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1
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hin) T

/

3t 1 r —_—r
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a) Relaciona cada una de las tazas con la grafica de la derivada que le
corresponde. Explica tu razonamiento para cada relacion.
b) (Qué conocimientos se ponen en juego al resolver este problema?

4.8. Tarea Ocho: Velocidad instantdnea

La tarea 8 (Figura 17) tomada de Cetin (2009), proporciona informacién sobre el
conocimiento ampliado de los profesores en formacién inicial, ya que se trata de una
aproximacion a la derivada de una funcién (descrita por los valores de la tabla) en el
punto r=0.4 a través de valores numéricos de dicha funcién. Ademds, la tarea 8 no es un
problema escolar tipico del nivel bachillerato, y requiere la comprensién del objeto
derivada por parte de los futuros profesores, al menos en su acepcion como razén
instantdnea de cambio, y concretamente, la derivada en un punto como velocidad
instantdnea. La solucidn de esta tarea se puede realizar mediante diferentes métodos, por
ejemplo, la interpolacion polinémica de Lagrange, lo cual sustenta la categorizacion de

esta tarea como evaluadora del conocimiento ampliado.
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Figura 17 — Tarea 8 del Cuestionario FE-CDM-derivada

Tarea 8

Una pelota se lanza al aire desde un puente de 11 metros de altura. f(t) denota la
distancia a la que se encuentra la pelota del suelo en un tiempo 7. Algunos valores de
f(t) se recogen en la siguiente tabla:

]

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

I(sec.) 0 A
4 13.8 15.1 16.3 17.4 18.4

fleiim.) 11 1

2=

De acuerdo con la tabla, ;cudl es la velocidad de la pelota cuando alcanza una altura
ent = 0.4 segundos? Justifica la eleccion de tu respuesta.

a) 11.5m/s b) 1.23m/s c) 1491 m/s d) 16.3 m/s e) Otro

4.9. Tarea 9: Derivada como coste marginal

La Tarea 9 (Figura 18), fue incluida debido a la observacién que, de alguna manera,
realizaron tres de los expertos sobre la referencia del cuestionario a contenidos, casi en
su totalidad, fisicos y matematicos. De esta manera, el objetivo primordial de la tarea 9,
es explorar el uso que dan, los futuros profesores, a la derivada en la economia; esto es,
su conocimiento de la derivada en el contexto econémico y financiero. En este sentido,
esta tarea es evaluadora del conocimiento especializado de los futuros profesores, ya

que para su resolucion, requiere del uso de la derivada como coste marginal.

Cabe sefialar, que tanto en economia y como en finanzas, el coste marginal es entendido
como el incremento que sufre el coste cuando se incrementa la produccion en una
unidad; es decir, el incremento del coste total que supone la produccién adicional de una
unidad de un determinado bien. Asi, el coste marginal mide la tasa de variacién del
coste total dividida por la variacién de la produccién. Matematicamente esto se puede

escribir como sigue: Si CT es la funcién que representa el coste total de producir Q
dcr

unidades de un bien, entonces el costo marginal CM,, esta dado por CM, = a0
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Figura 18 — Tarea 9 del Cuestionario FE-CDM-Derivada

Tarea 9
En una empresa el coste total de producir ¢ unidades viene dado por la funcién C(q) =
~q* —12q% + 150q + 2304.

a) Halla las funciones que determinan el coste total medio y el coste marginal.

b) Determina el coste marginal y el coste total medio cuando la produccién es de 3
y de 6 unidades.

4.10. Tarea 10: Modelacion

De acuerdo con las observaciones de algunos de los expertos que participaron en el
estudio de juicio de expertos, la version piloto del cuestionario exploraba muy poco
aspectos referentes a la modelacion y se le daba muy poco peso al papel que juegan las
representaciones verbales. En palabras de uno de los expertos, “...es que es necesario
incluir actividades que se relacionan con la modelacion. Entre ellas estin los
problemas de optimizacion y los de razon instantdnea de cambio... me parece que
deberia incluirse algiin problema en el que las expresiones verbales jueguen un papel
mds importante...” (E1). En este sentido, la tarea 10 (Figura 19) tiene por objetivo
explorar aspectos del conocimiento especializado de los futuros profesores, relacionados
con el uso de representaciones verbales y simbdlicas (principalmente), justificaciones y
la modelacién la cual, como sefalan Godino, Batanero y Font (2007), es un “mega
proceso” puesto que implica procesos mds elementales como los de representacion,
argumentacion, idealizacion, generalizacion, etc. El significado de la derivada asociado
al conocimiento de los futuros profesores que se pretende explorar es el de razén

instantanea de cambio.

Figura 19 — Tarea 10 del Cuestionario FE-CDM-Derivada

Tarea 10

La energia cinética de un objeto es directamente proporcional al cuadrado de su
velocidad y se ha encontrado experimentalmente que la constante de proporcionalidad
es un medio de su masa. ;Cudl es la rapidez de cambio de la energia cinética con

respecto a la velocidad cuando v = 0 mts / seg? Justifica tu respuesta.
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4.11. Tarea 11: Optimizacion

Al igual que en la tarea anterior, la tarea 11 (Figura 20) evalia el conocimiento
especializado de los futuros profesores, ya que para su resolucién los profesores deben
hacer uso de la modelacidn, la cual como vimos anteriormente, es un ‘“mega proceso”
que involucra procesos mds simples como los de representacién, argumentacion,
generalizacion, etc. El uso de las representaciones verbales adquieren un rol principal
para la resolucion del problema, teniendo que pasar del lenguaje verbal al simbdlico. El

problema es una variante del problema cldsico de optimizacién de Fermat.

Figura 20 — Tarea 11 del Cuestionario CDM-Derivada

Tarea 11

(Es posible encontrar dos nimeros cuya suma sea 120 y el producto del primero por
el cuadrado del segundo sea maximo? Si es asi, ;cudles serfan dichos nimeros?
Explica tu razonamiento.

5. Consideraciones finales

Uno de los intereses principales que persiguen las investigaciones que versan sobre el
conocimiento de los profesores es caracterizar los conocimientos que un profesor de
matemadticas deberia tener para gestionar adecuadamente los aprendizajes de sus
estudiantes. Sin embargo, son pocas las investigaciones orientadas al disefio de
instrumentos y la busqueda de pautas y criterios que ayuden a describir y potenciar

dichos conocimientos.

Con esta investigacion hemos querido avanzar en esta direccién mediante el disefio y
aplicacion de un instrumento que nos ayude a describir de manera sistemadtica, si bien
no todo, una pieza clave del conocimiento didactico-matemadtico de los futuros
profesores a proposito de un topico especifico: la derivada. En este articulo se presenta
la primera de dos partes, en las que hemos dividido nuestra investigacion para dar a
conocer los resultados, la cual refiere al disefio de un instrumento para explorar la faceta
epistémica del conocimiento didictico-matemadtico sobre la derivada de profesores en
formacion inicial. El disefio del cuestionario que aqui presentamos, puede decirse que se
desarrollé en tres momentos o etapas genéricas. En primer lugar, con base en el
significado global de la derivada reconstruido, y de aspectos relevantes que nos aportd

el estudio de la literatura sobre didactica del calculo diferencial, propusimos una serie
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de criterios que nos permitieron la seleccion intencional de las tareas que conformaron
la primera version del cuestionario. Estos criterios se operativizan, en esta etapa del
disefio, con la nocién de configuracion epistémica, herramienta metodolégica que nos
aporta el enfoque onto-semidtico, la cual nos permitié realizar el andlisis de los
conocimientos que se ponen en juego con cada tarea (conocimientos esperados). En la
segunda parte, veremos que estos criterios se pueden operativizar mediante el uso que
los futuros profesores podrian hacer, de diversas configuraciones cognitivas o,
inclusive, el wuso de diferentes elementos de configuraciones cognitivas
(representaciones, proposiciones, procedimientos, argumentos, significados parciales de
la derivada, etc.). Durante esta primera etapa se plantearon soluciones plausibles a cada
uno de los items del cuestionario y se realiz6 un andlisis exhaustivo de los
conocimientos que esperdbamos que los futuros profesores pusieran en juego, lo que

delimitaba la validez de contenido de nuestro cuestionario.

La segunda etapa, fue la aplicacion del cuestionario disefado, y que denominamos
Cuestionario FE-CDM-Derivada, a una muestra de 53 futuros profesores de
bachillerato de una universidad mexicana. Esta primera aplicacion, o aplicacién piloto
del cuestionario, nos proporciond evidencias sobre los conocimientos sobre derivadas,
referentes a la faceta epistémica del CDM, que los futuros profesores tenian
efectivamente casi al término de su formacion. Respecto de los conocimientos de los
futuros profesores hablaremos en el segundo articulo. Ademds de dicha evidencia,
referente a los conocimientos que “poseen” los futuros profesores, los resultados de la
aplicacién nos proporcionaron pautas para realizar algunas modificaciones en la

“version piloto”.

Un tercer momento, realizado casi paralelamente al segundo, fue el estudio mediante la
triangulacion de expertos, el cual presentamos en el apartado 3. Los resultados, aunados
a los resultados de la etapa anterior, dieron pautas para considerar algunas
modificaciones de la version piloto y, atendiendo a sugerencias de los investigadores
consultados, afiadimos algunas tareas que se describen en el apartado 4. Con el
desarrollo de esta etapa, estudio mediante el juicio de expertos, se garantizé y consolidd

la validez de contenido de nuestro cuestionario.

Es importante aclarar que el analisis del contenido (analisis epistémico) de las tareas, no
es unico ni pretende ser exhaustivo. Otras respuestas a las tareas, distintas a las que

contemplamos, podrian ser sugeridas; por lo que estas nuevas respuestas, asi como otros
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tipos de andlisis, podrian centrar su atencion, o identificar, otro tipo de procesos que
involucren otros objetos matemdticos con sus significados correspondientes. Este hecho
atiende a uno de los supuestos primordiales de nuestro marco teérico (EOS) que refiere
al cardcter relativo del conocimiento matemaético. Sin embargo, con los estudios a priori
realizados queddé demostrado que tanto las respuestas planteadas como los anélisis de
contenido, se adecuan a lo que el Cuestionario FE-CDM-Derivada pretende evaluar.
Carmines y Zeller (1979, p. 20; citado en Cohen, Manion y Morrison, 2011, p. 188)
sefalan que para demostrar la validez del contenido de un instrumento debe demostrarse
que éste, de manera global e imparcial, recorre el dominio o temas que se pretenden
cubrir. En este sentido, tanto el analisis de los contenidos de cada una de las tareas, asi
como la evaluacién del Cuestionario CDM-Derivada por expertos en el campo de

didéctica del célculo, responden a este tipo de validez de nuestro instrumento.

Asi, la técnica de andlisis denominada andlisis semiético (Godino, 2002; Malaspina y
Font, 2010; Godino, Font, Wilhelmi y Lurduy, 2011) y el andlisis de contenido
realizado previo a la aplicacion piloto del cuestionario, nos permitié observar y describir
de manera sistematica tanto la actividad matematica que se espera realicen los futuros
profesores al resolver cada una de las tareas, como los objetos matematicos primarios
(elementos lingiiisticos, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos) que se
espera movilicen en sus pricticas para resolver las tareas (Godino, Batanero y Font,
2007). Hay que senalar que la faceta epistémica del conocimiento didactico-matematico
depende de la presencia o ausencia de los objetos matematicos, sus significados y
relaciones entre los mismos. Un adecuado nivel de conocimiento del contenido
especializado se refleja en la diversidad de objetos matemdticos primarios, sus
significados, y los vinculos que establecen entre €stos, a propdsito de la solucién de una

tarea sobre derivadas.

En este sentido, una de las caracteristicas fundamentales de los items sobre el
conocimiento del contenido especializado, incluidos en el cuestionario, es la reflexion,
de los futuros profesores, sobre los objetos matemdticos, sus significados y las
relaciones complejas entre ellos, que se ponen en juego con motivo de la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. Las relaciones entre objetos y significados se concreta,
como hemos senalado, mediante la nocién de configuracion de objetos y procesos
(Godino, et al., 2007). Dicha nocién favorece no sélo la identificacién sistematica de

diferentes procedimientos de resolucién, modalidades de expresion, conceptos y
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propiedades que se ponen en juego en su formulacién, sino también la identificacion de
argumentaciones o justificaciones de los procedimientos y las propiedades. Ademas, el
andlisis del tipo de tarea propuesta y de las variables didicticas que intervienen en la
misma, orientan la reflexién sobre posibles generalizaciones, o particularizaciones, y las

conexiones con otros contenidos matematicos (Godino, 2009).

De esta forma, los resultados obtenidos a partir de los andlisis, cuantitativo y cualitativo,
de las resoluciones que los futuros profesores dieron a las tareas incluidas en el
cuestionario, seflalan que éstos exhiben ciertas dificultades para resolver tareas
relacionadas con el conocimiento del contenido especializado y ampliado sobre la
derivada, e inclusive con los items sobre conocimiento comun del contenido tales como
el 2a. Resultados mas profundos referentes a conocimiento referente a la faceta
epistémica del CDM sobre la derivada de los profesores en formacion inicial, se
presentardan en el segundo articulo (segunda parte de esta investigacion) cuando se
describa la aplicacion definitiva de nuestro instrumento y el andlisis de los resultados

obtenidos de dicha aplicacién.

Finalmente, las tareas suprimidas de la versién piloto del cuestionario, podrian
explorarse en otros trabajos de investigacion, en los cuales se consideren factores como
mads tiempo, si es que se aplica el instrumento en su totalidad, para tratar de responder a

alguna de las hipétesis sobre su no resolucion en nuestro estudio exploratorio.
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