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Resumen

El Progreso Matematico fue la primera revista espaiola dedicada integramente a las Matematicas. Practicamente
durante toda su existencia contuvo una seccion de problemas propuestos cuya tematica mayoritaria fue la
Geometria. Sin embargo, algo mas de la décima parte de las cuestiones propuestas implicaban ideas ajenas a la
Geometria. En este trabajo abordamos el estudio de las tres cuestiones relacionadas con la Sucesion de
Fibonacci. En concreto, ademas de presentarlas y resolverlas, las ponemos en relacion con trabajos de su
proponente e ilustramos brevemente las ideas matematicas que subyacen a ellas.

Palabras clave: E/ Progreso Matematico, Sucesion de Fibonacci, Siglos XIX-XX, Charles Ange Laisant, Zoel
Garcia de Galdeano.

Abstract

El Progreso Matemdtico was the first Spanish magazine devoted to Mathematics. During the most part of its
existence, it contained a problem section where the proposed problems were mainly geometrical. Nevertheless
about one tenth of the proposed questions involved non-geometrical ideas. In this paper we focus in the three
questions involving Fibonacci sequence. In addition to present and solve them, we relate them to previous work
by their proponent and we briefly illustrate the underlying mathematical ideas.

Keywords: E! Progreso Matematico, Fibonacci sequence, XIX-XX centuries, Charles Ange Laisant, Zoel
Garcia de Galdeano.

Introduccion

El Pamplonés Zoel Garcia de Galdeano y Yanguas naci6 en 1846. Perito agrimensor, maestro,
licenciado en Filosofia y Letras y, por tltimo, licenciado en Ciencias Exactas en 1871. Ocup6
catedras de institutos en diversas ciudades espanolas (Ciudad Real, Almeria y Toledo) para
finalmente, desde 1889 hasta 1918, ocupar una Catedra (la de Geometria Analitica primero y
la de Calculo Infinitesimal después) en la Facultad de Ciencias de la Universidad de
Zaragoza, ciudad en la que se licenciara 18 afos antes y en la que falleceria 6 afos después,
en 1924. Este brevisimo apunte biografico no puede ni debe ocultar la muy dilatada

experiencia vital y profesional de Garcia de Galdeano, de la que se da cumplida cuenta en
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trabajos como los de Rafael Rodriguez Vidal [1964], Elena Ausejo [2010] o Mariano
Hormigon [2004].

El 20 de enero de 1891 aparecié en Zaragoza, editado y dirigido por Garcia de Galdeano, el
primer numero de E/ Progreso Matematico. Garcia de Galdeano justifica, su aparicion, en que
“es un hecho sorprendente que en Esparia, donde tantos periodicos se publican, destinados a
los fines mas diversos, no exista uno cuyo objeto exclusivo sea la propaganda y el
desenvolvimiento de las ciencias matemadticas”. En efecto, se tratd de la primera publicacion

periddica espaiola dedicada integramente a temas matematicos.

Sobre los contenidos, la tematica y el alcance de la revista puede consultarse el trabajo de
Mariano Hormigén [1981, p. 90]. Segun el citado trabajo, la estructura general de la revista

era la propia de las publicaciones similares de la época:
1. Articulos y memorias sobre temas matematicos (seccion doctrinal).
2. Seccion bibliografica.
3. Articulos sobre filosofia, pedagogia e historia de las matematicas.
4. Asuntos de informacion varia.

En la seccion de variedades del numero 7 de la revista (20 de julio de 1891) aparecieron dos
problemas transcritos del Journal des Mathématiques Elementaires. Dichos problemas se
presentan al hilo de una recension de los nimeros de junio y julio de la citada revista, sin una

aparente intencion de continuidad.

Sin embargo, en esa misma seccion del numero 8 (20 de agosto de 1891), aparece una
“advertencia importante” en la que se indica el interés de “no descuidar otros puntos de vista.
Uno de estos es el que originan las cuestiones por resolver [...], como aliciente que ponga en
Jjuego la actividad de los lectores”. Con esta advertencia ve la luz una nueva seccion del
periddico que aparecerd consistentemente en todos los nimeros de las dos etapas de la revista

(excepto tan solo en 3 de ellos) desde este momento y hasta la desaparicion final de la misma.

La seccion de problemas de El Progreso Matemadtico

Como acabamos de sefalar, es en el nimero 8 cuando nace la seccion de problemas
propiamente dicha y en el que se se inicia la numeracion de las cuestiones propuestas (en las
dos que se presentaron en el nimero 7 se indicd su numeracion original en el Journal des

Mathématiques Elementaires).
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Inicialmente se presenta una coleccidon de cuestiones que quedaron sin resolver en el periddico
Nouvelle Correspondence Mathématique. Sin embargo pronto comienzan a aparecer
cuestiones propuestas especificamente para el Progreso por parte de algunos colaboradores
(especialmente Brocard y Van Aubel). Ya en el numero 13 (15 de enero de 1892) aparece la

primera cuestion propuesta por un colaborador espafiol: J.J. Duran Loriga.

A lo largo de los 4 afios (54 numeros) en los que se edito El Progreso Matematico en su
primera etapa, aparecieron un total de 260 cuestiones. En su segunda etapa, que consto de 16
numeros editados a lo largo de 2 afios, se propusieron 91 cuestiones mds, para un total de 351.
De estas 351 cuestiones, al cierre de la revista en diciembre de 1900 quedaron sin resolver un

total de 99 (51 de la primera época y 48 de la segunda).

La temadtica de las cuestiones propuestas estd muy acorde con los gustos de la época. La
geometria [HORMIGON, 1983] ocupa un lugar fundamental. De las 351 cuestiones propuestas,
tan s6lo 39 son de tematica no geométrica. Predominan las bisquedas de lugares geométricos,
las construcciones de tridngulos y cuadrilateros a partir de ciertos datos o propiedades y, en

general, la llamada geometria del triangulo.

Entre las 39 cuestiones no geométricas encontramos una tematica bastante variada. Por
ejemplo, 3 de ellas estan relacionadas con la resolucion de ecuaciones diferenciales o en
derivadas parciales [OLLER, 2012]. También encontramos algunos problemas (4 en total)
relacionados con el andlisis de ciertas desigualdades o incluso un caso en que se propone el

calculo de un producto infinito de nimeros complejos.

Entre esta variedad de problemas no relacionados con la geometria vamos a centrar nuestra
atencion en tres de ellos, todos ellos propuestos por la misma persona y con una tematica

comun: la Sucesion de Fibonacci.

La Sucesion de Fibonacci en la seccion de problemas

La Sucesion (o serie) de Fibonacci es la sucesion de nimeros naturales
0,1,1,2,3,5,8, 13,...

que se define recursivamente del siguiente modo:

{ Fl = 0, FZ == 1,
Fn = Fn—l + Fn_z, sin > 3.
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Aunque existen evidencias de que la primera aparicion de estos nimeros es anterior al siglo
IX [SINGH, 1985], la historia ha querido que fuera bautizada por un problema mas bien

anecdotico que aparece en el Liber Abaci de Leonardo de Pisa [SIGLER, 2002].

Sea como fuere, las diversas aplicaciones practicas de esta sucesion, asi como una cierta
ubicuidad en la naturaleza, han hecho que haya sido profusamente estudiada y generalizada
[VAIDA, 1989] tanto por matematicos “profesionales” como por amantes de la Matematica
Recreativa. En consecuencia, no resulta sorprendente su aparicion en la seccion de problemas

de una publicacién como E!/ Progreso Matemdtico.

Los tres problemas que vamos a analizar aparecieron con los nimeros 286 (octubre de 1899),
296 y 297 (enero de 1900) durante la segunda época de la revista. Unicamente el tltimo de
ellos fue resuelto durante la existencia de la revista. Su solucion, debida a José Rius y Casas,

aparecid publicada en el ultimo niimero de la revista en diciembre de 1900.

Los enunciados

Si bien los analizaremos detenidamente mas adelante, parece conveniente presentar aqui los

enunciados de los tres problemas que nos ocuparan.

El problema 286:

Como hemos mencionado, este problema aparecio6 en el nimero 6 de la revista,

correspondiente al primer afio de la 2° época de la misma. Se enuncid del siguiente modo:

286 En la serie de Fibonacci.
U =0, uu=1, u,=1, uz=2 ......

todos los términos u4 ¢, son multiplos de 987.

El problema 296:

Este problema se propuso en el nimero 7, el segundo afio de la 2° época de la revista. Su

enunciado detallado fue como sigue:

296 Dada la serie de Fibonacci.

Up=0, yu=1, u,=1, uz=2, ......
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se considera la nueva serie
n

2
Uy, ULX, UpX®, o, UpX™, Lol

y se pide la condicion bajo la cual serd convergente.

e . 1 , .
Suponiéndose x igual a =Y k nimero entero, hallar la suma de esta serie.

El problema 297:

Este problema apareci6 en el mismo nimero que el anterior. Dice asi:

297 Se dan dos numeros enteros u,, u; terminados por la misma cifra a, y se

forma la serie
Uy, Ug, Upy ey Uy  eenens

definida por la relacion u,, = u,_; + u,_,. Se pide cudl serd la cifra de las

unidades de un término cualquiera u,, cuyo lugar » esta dado.

Si bien los tres problemas comparten el mismo contexto: la Sucesion de Fibonacci, su
temadtica y orientacion son diversas. Esta diversidad contribuye a dotar a estos problemas de
una apariencia meramente anecdotica, que los rebajaria a la categoria de meras curiosidades
matematicas. Sin embargo, veremos que todos ellos esconden ideas bastante profundas que

pueden servir de puerta de entrada a topicos matematicos interesantes.

En este sentido, pensamos que son un buen ejemplo de cuestiones que, en palabras del propio
Garcia de Galdeano al presentar la seccion de problemas, “aumentan el interés [de los
lectores] hacia las investigaciones matemadticas, por efecto de su intervencion inmediata en

este trabajo”.

El proponente

Los tres problemas que nos ocupan fueron propuestos por Charles Ange Laisant. Este francés
de Indre nacio en 1841 y tuvo una agitada vida politica que le llevo desde el republicanismo
radical, hasta el anarquismo antes de su muerte en 1920. El trabajo de Lamandé¢ [2011] da

noticia de las multiples facetas del personaje.
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En 1888 fue presidente de la Sociedad Matematica de Francia y fue fundador en 1894 (junto
con Emile Lemoine) de la revista L ’Intermédiaire des mathématiciens y en 1899 (junto con
Henri Fehr) de L’Enseignement Mathématique. Este activismo, junto con afirmaciones que
resultarian atn hoy radicales en ciertos circulos, como “medir una ciencia por su utilidad es
practicamente un crimen intelectual” [LAISANT, 1907, p. 121] muestran bien a las claras su

interés por la ensefanza y la divulgacion de la ciencia.

Asi pues, no resulta sorprendente encontrar su nombre en el listado de colaboradores
“oficiales” del Progreso Matematico. De hecho, la colaboracion entre Laisant y Garcia de
Galdeano debid ser estrecha por cuanto [FURINGHETTI, 2003] el primer numero de
L’Enseignement Mathématique incluia una trabajo de Garcia de Galdeano (que, ademas, fue

miembro del primer comité de la revista) sobre la ensefianza de las Matematicas en Espafia.

Como matematico Laisant no fue demasiado brillante u original, pero si bastante prolifico. Su
produccion cientifica [LAMANDE, 2011, pp. 286-287] comenzdé en 1867, diez afios antes de
obtener su doctorado, y comprendié un buen numero de articulos en revistas como Nouvelles
annales de mathématiques (21 articulos), Bulletin de la Société mathématique de France (29
articulos) y Nouvelle correspondance mathématique (16 articulos) y 3 libros. Todo ello sin

contar las colaboraciones en las revistas que fundo.

Una busqueda entre su obra nos ha permitido encontrar algunos trabajos relacionados con la
Sucesion de Fibonacci, que nos ayudardn a comprender el origen de los tres problemas

analizados. En concreto hemos descubierto los siguientes trabajos:

e “Sur les séries récurrentes dans leurs rapports avec les équations” [LAISANT,

1881].
e “Les deux suites Fibonacciennes fondamentales (u,)(v,)” [LAISANT, 1920].

e “Observations sur les triangles rectangles en nombres entiers et les suites de

Fibonacci” [LAISANT, 1919].

La existencia de estos trabajos de investigacion prueba el interés, sostenido en el tiempo, de

Laisant hacia las sucesiones recurrentes y, en concreto, hacia la Sucesion de Fibonacci.

Los problemas

En esta seccion vamos a analizar detenidamente los problemas presentados en la seccion

anterior.
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El problema 286:

Recordemos el enunciado de este problema:

286 En la serie de Fibonacci.
Ug = 0, u,= 1, U= 1, U3:2 ......

todos los términos u4 ¢, son multiplos de 987.

Para comprender los motivos que llevan a Laisant a proponerlo hemos de revisar el articulo
[LAISANT, 1920]. Este trabajo se trata esencialmente de una tabla de valores de la Sucesion de
Fibonacci u,, asi como de la sucesion asociada v,=u;,/u, hasta n=120. Esta tabla aparece
reseflada por un investigador en Teoria de Numeros de la talla de Derrick Henry Lehmer

[1941, p. 10, 109].

En este trabajo encontramos una pequefa introduccion en la que se definen las dos
sucesiones cuyos valores se dan posteriormente y en la que, ademas, se presentan algunas
conjeturas relativas a la divisibilidad de ciertos términos de las mismas que la tabla aportada

“permite verificar”. Una de ellas es la siguiente:

“Se puede comprobar facilmente que us, es siempre un multiplo de 5 [...] que Uy,
es un multiplo de 9 ...”

A la vista de este tipo de conjeturas, resulta claro el origen del problema propuesto. En la
tabla puede verificarse de modo directo que u¢, U3y, Usg,. .., Uiqz SON todos ellos multiplos
de 987. ;Como probarlo en general? Ignoramos si Laisant tenia la respuesta a este problema.
Ademas, este problema 286 fue uno de los 99 que quedaron sin resolver al cesar la

publicacion de la revista.

Es interesante observar que justamente u,q = 987 por lo que el problema original podria
haberse enunciado del siguiente modo: “todos los términos 1,4, son multiplos de u,4”. Este

enunciado alternativo resulta mucho mas sugerente y se presta a la siguiente generalizacion:

Probar que en la serie de Fibonacci los términos uy, son multiplos de u.

La demostracion de esta generalizacion es sencilla si hacemos uso de una de las multiples
relaciones recurrentes que ligan los términos de la Sucesion de Fibonacci. En concreto, es

relativamente facil probar que:

Ugn = Uk(n—1)+1%k + Ukm-1)Uk-1
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De donde, por induccidn, se sigue inmediatamente el resultado.

El problema 296:

Este es el problema que involucra ideas mas profundas. Su enunciado, recordemos, era:

296 Dada la serie de Fibonacci.
Uy =0, uu=1, u,=1, uz=2, ......
se considera la nueva serie
n

2
Uy, ULX, UpX s, oo, UpX™, ...,

y se pide la condicion bajo la cual serd convergente.

< . 1 , .
Suponiéndose x igual a oY k nimero entero, hallar la suma de esta serie.

La primera pregunta tiene caracter elemental, y para responderla resulta conveniente utilizar
la formula general de la sucesion en lugar de su expresion por recurrencia. Esta formula es
bien conocida y recibe el nombre de “Formula de Binet”, aunque parece ser [KNUTH, 1997,

sec. 1.2.8.] que el primero en utilizarla fue De Moivre:

aTl_ﬁTl
Uy = ————
n a_ﬁ,

donde o y f son las raices de la ecuacion x? —x — 1 = 0.

Utilizando esta férmula, si suponemos que « > B, tenemos que

=1

., . , . 1+/5
Por lo que la nueva sucesion converge siy s6losi x < a = -

A la vista de este sencillo desarrollo resulta curioso que esta cuestion, como la anterior,

quedara sin resolver durante el periodo de vida de la revista.

Para responder a la segunda parte del problema podemos recurrir a Laisant [1881]. En ese
trabajo sobre sucesiones recurrentes en general encontramos la idea necesaria, asi como

posiblemente el motivo por el que Laisant considerd interesante esta pregunta. En la primera
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parte de este trabajo se habla de fracciones generatrices; esa es la parte esencial para resolver

esta cuestion

En concreto, siguiendo el trabajo de Laisant [1881, p. 222] se concluye que la fraccion

generatriz de la suma
U + U X + Upx? + Upx™ + -+

1 .
es T—— por lo que la suma buscada es justamente

k2
S=m (six = 1/k)
Es interesante sefialar que este tipo de cuestiones, tal y como indica Laisant en la
introduccion, ya habian sido abordadas con anterioridad por Daniel Bernouilli, Euler y

Legendre.

El problema 297:

El enunciado de este problema es, posiblemente, el de apariencia menos interesante:

297 Se dan dos niimeros enteros u, , U, terminados por la misma cifra a, y se

forma la serie
Uy, Ug, Upy ey Upy  eenens

definida por la relacion u,, = u,_; + u,_,. Se pide cudl serd la cifra de las

unidades de un término cualquiera u,, cuyo lugar » esta dado.

Evidentemente esta cuestion es equivalente a estudiar la Sucesién de Fibonacci médulo 10.
Lagrange [1877] ya estaba al tanto de que la cifra de las unidades de esta sucesion se repite
con periodo 60. De hecho, es trivial observar (utilizando el Principio del Palomar) que la

Sucesion de Fibonacci es peridodica modulo cualquier entero m.

Una cuestion bien distinta es calcular dichos periodos en funcion de m. El valor [I(m) de
dicho periodo recibe el nombre de “periodo pisano de m” y ha recibido bastante atencion en la
literatura [ROBINSON, 1963; FULTON Y MORRIS, 1969]. De hecho, la llamada “Conjetura de

Wall” [WALL, 1960] que afirma que para cada primo p

n(p*) = p*n(p)
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permanece todavia abierta.

De los tres problemas que estamos analizando, este es el tnico que fue resuelto durante la
existencia de la revista. En el altimo nimero (n° 18 de la 2% época), correspondiente al mes de
diciembre de 1900 aparecio una bastante detallada respuesta de José Rius y Casas, por aquel

entonces catedratico de la Universidad de Zaragoza [RODRIGUEZ VIDAL, 1980].

En su solucion, Rius y Casas analiza con todo detalle la situacidon propuesta, concluyendo que
para a = 1 (la Sucesion de Fibonacci original) el periodo es 60 al igual que paraa=3,7y 9;

mientras que sia =2, 4, 6 u 8 el periodo es 20 y si a = 5 el periodo es 3.

Pese a que su trabajo es extrapolable al caso de otros médulos distintos de 10, su solucion se
basa, tras unas pequenas consideraciones tedricas en el calculo directo de los periodos modulo
2 y modulo 5. No hay, pues, ninguna idea profunda que hubiera podido servir para abordar,

siquiera superficialmente, el caso general.

Conclusiones

El Progreso Matematico fue la primera revista espafiola dedicada integramente a la
Matematica. En este trabajo hemos abordado un estudio muy parcial de una de las secciones
mas importantes durante el periodo de publicacion de la revista: la seccion de problemas. En
concreto nos hemos centrado en los tres problemas publicados cuyo contexto comun fue la

Sucesion de Fibonacci.

Los gustos de la época, claramente orientados hacia la geometria, marcan la singularidad de

estos problemas y, posiblemente, explican por qué s6lo uno de los problemas fue resuelto.

En las secciones anteriores, ademds de presentar los problemas y resolverlos, hemos tratado
de ponerlos en relacion con algunos trabajos previos de su proponente, que ayudasen a
comprender el origen de los mismos. En concreto dos de ellos (el 286 y el 296) tienen un

origen facilmente reconocible en sendos articulos de Laisant.

También resulta interesante observar como el tercero de los problemas propuestos, el nimero

297, es susceptible de una generalizacion que lleva a cuestiones abiertas todavia hoy en dia.

Pensamos que el estudio detallada de la seccion de problemas de El Progreso Matematico,
clasificandolos, buscando su origen y observando quiénes fueron sus proponentes y
resolutores es una tarea interesante y que merece la pena ser abordada en detalle. Este trabajo,

junto con otros similares [OLLER, 2012] pueden como primer paso en esa direccion.
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