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Resumo

Objetivamos com este trabalho apresentar resultados de uma investigacdo realizada junto a estudantes
universitarios acerca do conceito de limite de uma fungdo. Os sujeitos investigados, que cursavam o 3° ¢ o 4°
semestre de licenciatura em matematica de duas universidades publicas do estado do Para (Brasil), foram
submetidos a duas etapas de investigagdo de uma pesquisa de mestrado, cujos resultados nos permitiram
evidenciar os elementos que compdem suas imagens conceituais relativas ao conceito de limite de uma fungao.
As consideragoes de Tall e Vinner (1981) e Vinner (1991) sobre imagem conceitual e defini¢do conceitual
compuseram a fundamentagdo teodrica de nosso estudo, além de outras pesquisas relacionadas ao processo de
ensino e aprendizagem de limite de funcdo, tais como Jordaan (2005), Juter (2006), Nair (2009) e outras. Dentre
as imagens conceituais evocadas pelos sujeitos investigados, ressaltamos aquelas voltadas para a ideia de que o
valor do limite em determinado ponto ndo pode ser alcangado, ou seja, f(x) # L. Optamos por discutir nesse
artigo os aspectos relacionados a tal interpretagdo, mobilizada pelos individuos de nossa pesquisa.

Palavras-chave: Imagem conceitual evocada, Estudantes universitarios, Limite de uma fungao.

Abstract

The aim of this paper was to present the results of an investigation that was made with university students about
the concept of limit of a function. The subjects, enrolled in third and fourth semester of under graduation in
mathematics at two public universities in Para (Brazil), were submitted to two stages of investigation of a
masters’ research. Its results allowed us to study the elements that composed their concept image about the
concept of limit of a function. Tall & Vinner (1981) and Vinner (1991) studies concerned to concept image and
concept definition composed our study’s theoretical framework, besides other researches related to the learning
and teaching process of limit of a function, such as Jordaan (2005), Juter (2006), Nair (2009) and others. Among
the concept images evoked by the investigated students, we emphasize those related to the idea that the value of
the limit at a certain point cannot be achieved, that is, f (x) # L. We decided to discuss in this article the aspects
concerned to that interpretation, which was evoked by the individuals of our research.

Keywords: Evoked concept image, University students, Limit of a function.
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Introduciao

Ao longo das ultimas décadas do século XX e inicio do século XXI, diversos estudos e
pesquisas em Educacdo Matematica e em Educag¢do t€ém mostrado que as dificuldades de
aprendizagem em matematica se fazem presentes desde as séries iniciais e se estendem até o
segmento superior de ensino. Neste ultimo, percebemos que essas dificuldades se apresentam
de maneira expressiva em Cdalculo, sobretudo no que concerne a apreensdo dos conceitos
relacionados a fungdo, limite, continuidade, derivada, integral, dentre outros. Em virtude de
essas nocdes serem objeto de estudo de diversas areas de conhecimento, verificamos — cada
vez mais — o empenho de estudiosos em desenvolver pesquisas com o intuito de

oportunizar/viabilizar a compreensao dos entraves inerentes a aprendizagem desses topicos,

bem como a superagdo dos mesmos.

Diante dessas constatagdes, direcionamos essa pesquisa para o ambito do Cdalculo e optamos
por investigar a problematica da apreensdo do conceito de limite de uma funcdo de uma
variavel real', dada sua importincia para o entendimento de outros conceitos. Foi nesse
ambito que a teoria sobre imagem conceitual e defini¢do conceitual (TALL&VINNER, 1981;
VINNER, 1991) foi estabelecida como fundamentagao tedrica central de nossa pesquisa, cujo
objetivo principal consistiu em investigar que elementos compdem a imagem conceitual de

estudantes universitarios sobre o conceito de limite de fungao.

Nossa investigacdo constituiu-se de duas etapas. Primeiramente, aplicamos um questionario
contendo questdes sobre aspectos conceituais de limite de funcdo para estudantes
universitarios do curso de licenciatura em matematica de duas universidades publicas no
estado do Para. E importante destacar que esses sujeitos investigados ja haviam estudado a
disciplina Cdlculo I e, portanto, limite de fungdo. A segunda etapa consistiu na realiza¢do de
entrevistas com alguns dos sujeitos investigados na primeira etapa, a fim de descrever e
analisar mais profundamente as imagens conceituais evocadas por eles ao resolverem tarefas

cognitivas sobre o objeto de estudo em questao.

A fim de complementar as informacdes aqui destacadas, explicitamos — no decorrer desse
trabalho — a descricdo de nosso referencial teorico, das etapas da investigacdo, bem como
alguns dos resultados obtidos, sendo o topico subsequente dedicado a descricdo do suporte
tedrico estabelecido para essa pesquisa, de maneira a esclarecer sua relagdo com nosso objeto

de estudo.

! Restringimo-nos a fungéo de uma variavel real que, por sua vez, serd tratada no decorrer desse artigo somente
pelo termo fung¢do.
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Fundamentacio tedrica & Objeto de estudo

Os fundamentos dessa pesquisa estdo atrelados as nogdes de imagem conceitual e defini¢do
conceitual (TALL&VINNER, 1981; VINNER, 1991). Optamos por utiliza-los como
fundamentagao tedrica, pois acreditamos que as atividades propostas, bem como as discussdes
realizadas nas etapas de investigacdo de nossa pesquisa possibilitariam a ativacdo da cela da
imagem conceitual dos sujeitos investigados, permitindo-nos analisar suas interpretagdes

relacionadas ao conceito de limite de uma funcao.

Nesse sentido, atribuimos a imagem conceitual as associagdes nio verbais efetivadas em
nossa mente quando em contato com o nome de determinado conceito. Estdo incluidas, nesse
sentido, suas representagdes visuais, figuras mentais, impressdes e experiéncias que podem
ser traduzidas em formas verbais por meio dessas associacdes (VINNER, 1991). Dessa

maneira,

Devemos utilizar o termo imagem conceitual para descrever a estrutura cognitiva
total associada ao conceito, o que inclui todas as figuras mentais, propriedades e
processos associados. E construida no decorrer dos anos através de experiéncias de
todos os tipos, diferindo sempre que o individuo encontra novos estimulos e
maturidade (TALL e VINNER, 1981, p. 152, tradugdo nossa).

Evidenciamos, portanto, que as experiéncias vivenciadas pelo individuo sdo de extrema

importancia para a formacao de sua imagem conceitual que, por sua vez,

(...) abrange todas as representacdes de experiéncias ligadas a um conceito, no qual
pode haver diversos conjuntos de representagdes construidas em contextos
diferentes que possivelmente se fundem quando o individuo se torna mais
matematicamente maduro (JUTER, 2006, p. 17, traducdo nossa).

Em virtude da imagem conceitual também ser construida a partir de experiéncias vivenciadas
pelo individuo, ela ndo ¢ necessariamente coerente, podendo conter propriedades e/ou
interpretagdes contraditorias. Ainda assim, segundo Brandemberg (2010), a formagdo de uma
imagem conceitual — por meio do exercicio de multiplas representagdes de um conceito —
permite que o sujeito recupere suas impressoes e experiéncias relacionadas a esse conceito e,

quem sabe, garanta sua contextualizagdo. Por conseguinte, assumimos que:

(...) adquirir um conceito significa formar uma imagem conceitual para ele. Saber de
cor a definicdo de um conceito ndo garante seu entendimento. Entender, assim
supomos, significa apresentar uma imagem conceitual. Determinado significado
deve estar associado as palavras (VINNER, 1991, p. 69, tradugéo nossa).

A defini¢do conceitual consiste nas defini¢des, memorizadas ou auto — construidas por um

individuo. Tall e Vinner (1981) atribuem a essa no¢ao toda forma em palavras utilizada para
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especificar um conceito. Sempre que a definicdo de um conceito ¢ dada ou construida pelo
individuo, esta sofrerd variagdes de tempo em tempo. Para Cornu (1983), a definicdo

conceitual ¢ composta por:

(...) frases apreendidas mecanicamente, mais ou menos ligadas a um conceito; pode
ser uma reconstru¢do, uma reformulacdo pessoal de uma definicdo matematica; é
também o conjunto de palavras que empregamos para explicar o conceito. Essa
fraseologia ¢ propria ao individuo: ela ndo coincide sempre com a defini¢do formal
do conceito, ou seja, com a definicdo comumente admitida pela comunidade
matematica (p. 66, tradugdo nossa).

Sobre a relagdao entre imagem e defini¢do conceitual, concordamos com Meyer (2003) no
sentido de que ambas “pontuam a diferenga existente entre os conceitos matematicos quando
formalmente definidos e os processos cognitivos pelos quais eles sdo concebidos, ou seja, €
estabelecida uma distingdo entre a matematica como uma atividade mental ¢ a matematica
como um sistema formal” (p. 6). No que se refere a formagao de um conceito, Brandemberg

(2010) aponta que:

(...) uma pessoa pode criar uma ou multiplas representagdes mentais para um mesmo
conceito matematico, podemos inferir que ¢ apoiado nessas representacdes que se
torna possivel a ampliagdo concreta do nimero de representagdes simbolicas ligadas
a um determinado conceito, posto que cada representagdo mental estara associada a
seu modelo de representagdo simbolica (p. 115)
A titulo de exemplificacdo dos estudos de Tall e Vinner (1981) e Vinner (1991), apresentamos
no topico a seguir ilustragdes de imagens conceituais que se fizeram presentes nas
mobilizagdes de estudantes investigados em outras pesquisas sobre o conceito de limite de

funcao.

Exemplificando imagens conceituais de limite de uma funcao

O estudo realizado por Tall e Vinner (1981) objetivou levantar aspectos sobre as imagens
conceituais de estudantes relacionadas aos conceitos de limite de uma sequéncia lim,,_,, S,
limite de uma fungdo lim,,_,, f(x) e continuidade de uma fungdo f: D — IR. Em se tratando

do conceito de limite de fungdo, os autores apontam que:

(...) assim como o limite de sequéncia, o limite de uma fungdo é normalmente
considerado um processo dindmico, em que x se aproxima de a, provocando a
aproximagdo de f(x) em relagdo a c. Novamente os estudantes consideram
f(x) # c como parte da imagem conceitual (TALL&VINNER, 1981, p. 159,
tradugdo nossa).
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Em um questionario aplicado para estudantes do primeiro ano do curso de matemadtica, os

autores solicitaram que os individuos explicassem o que significava a expressao

3
. x°—1 c o~ .
lim,_,, = 3 e escrevessem uma defini¢@o para lim,._,, f (x) = c, caso soubessem. Dentre

as observagdes de Tall e Vinner (1981) sobre as imagens conceituais evocadas pelos sujeitos

investigados, destacamos:

e A maioria deles apresentou uma noc¢ao dindmica sobre a defini¢ao de limite, por
exemplo, “o valor que f(x) se aproxima quando os valores de x chegam perto de

a é c” (TALL & VINNER, 1981, p. 160, traduc¢ao nossa);

e Os autores evidenciaram que a utilizagdo de expressdes como ‘“se aproxima”,
“chega perto”, “tende a” levam a ideia de que f(x) # c, sendo esse um fator de

conflito potencial;

Tall e Vinner (1981) concluiram que:

(...) a dificuldade em formar uma imagem conceitual apropriada e os efeitos
coercivos de uma imagem conceitual inapropriada que apresenta conflitos em
potencial, pode atingir seriamente o desenvolvimento de uma teoria formal na mente
do individuo (p.167, tradugdo nossa).
Jordaan (2005) realizou uma pesquisa com o intuito de identificar os erros conceituais
apresentados por estudantes de engenharia elétrica da Tshwane University of Technology
(Africa do Sul) sobre o conceito de limite de fungdo, buscando — mediante o estudo
desenvolvido — verificar como os sujeitos investigados entendiam a nogao de limite, que tipo

de erros eles apresentavam nesse aspecto e como eles relacionavam continuidade e

descontinuidade de uma fun¢do em um ponto com a existéncia do limite naquele ponto.

Sua pesquisa foi dividida em duas etapas. A primeira etapa consistiu na aplicagdo de um
questionario, cujo foco era somente o conceito de limite. Ou seja, aspectos concernentes as
manipulagdes algébricas utilizadas para calcular limites ndo foram considerados. Os objetivos
estabelecidos para essa etapa foram os seguintes: determinar o entendimento dos estudantes
sobre limites, continuidade e descontinuidade de fun¢do em um ponto, descobrir como os
estudantes entendem a (ndo) existéncia do limite em um ponto de
continuidade/descontinuidade e determinar como os estudantes lidam com um grafico de

fun¢do que apresenta descontinuidade em um ponto.

Na segunda etapa, foi realizada uma entrevista com seis dos 42 sujeitos investigados na

primeira etapa da pesquisa. Os objetivos estabelecidos para essa etapa sao semelhantes
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aqueles da etapa anterior, isto ¢, avaliar a compreensdo grafica e simbolica sobre limites,
determinar o entendimento dos estudantes sobre continuidade/descontinuidade de uma fungao
em determinado ponto € como 0 mesmo influencia na compreensdo sobre a (ndo) existéncia

do limite neste ponto.

Os resultados obtidos por Jordaan (2005) permitiram-na enunciar observagdes quanto a
natureza do conceito de limite, quanto a relacdo entre continuidade de fungdes e limites e

outras, conforme observamos a seguir:

Quadro 1: Imagens conceituais evocadas - JORDAAN (2005)

Natureza do conceito de limite Relacao entre continuidade e limites Outras observacoes

Os estudantes veem limite como
sendo uma fronteira;

Os estudantes acreditam que a fungdo
deve necessariamente estar definida
em um ponto para que a mesma
apresente limite naquele ponto. Uma

Os estudantes acreditam que
o limite ¢ igual o valor da
fungdo no ponto. Ou seja,

lim,q f(x) = f(a).

Os estudantes veem limite como
sendo inalcancavel;

Os estudantes veem limite como
sendo uma aproximagao;

funcdo que ndo esteja definida em um
ponto ndo apresenta limite;

Os estudantes ponderam que quando
uma fung¢do tem um limite, entdo

deve ser continua naquele ponto;

Os estudantes tem a impressdo de
que a fung¢do sempre apresentard
limite em determinado ponto;

Os estudantes visualizam limite
como um processo dindmico e nao
como um objeto estatico.

Jordaan (2005) recomendou a realizagdo de outras pesquisas no sentido de investigar, dentre
outras situagdes, 0s processos cognitivos na aquisi¢do da ideia de limite por parte dos
estudantes, o papel de uma abordagem centrada na aprendizagem de limites, o efeito da
utilizacdo de tecnologias na aprendizagem de limites, bem como o desenvolvimento de

estratégias de ensino que assegurem uma real compreensao desse conceito.

Juter (2006) apresentou a sinopse de uma pesquisa realizada com estudantes universitarios na
Suécia sobre o desenvolvimento conceitual de limite de fungdo. Mediante a investigagdo
realizada, a pesquisadora objetivou identificar como as percepgdes dos sujeitos investigados
sobre limites

se desenvolvem, se essas percepcdes podem estar relacionadas ao

desenvolvimento historico desse conceito, como os estudantes resolvem tarefas envolvendo
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limites, bem como evidenciar qual a relacdo entre as atitudes dos sujeitos investigados e seus

respectivos desempenhos em atividades envolvendo limite de fungao.

Sua pesquisa foi constituida por dois estudos. Participaram do primeiro estudo 43 estudantes
universitarios. Os sujeitos investigados preencheram trés questionarios, cujos principais

objetivos foram:

Obter informagdes sobre a educac¢do prévia dos estudantes, suas atitudes e

conhecimento sobre limites;
e Verificar como os estudantes interpretavam suas situacoes de aprendizagem,;

e Verificar o quanto os estudantes poderiam explicar os calculos efetuados, bem
como o quanto separavam fung¢oes de limite de fun¢ées em suas imagens

conceituais;

e Verificar se os sujeitos investigados poderiam explicar seus conhecimentos sobre

limites em situagdes ndo tradicionais;

No segundo estudo, participaram 112 estudantes universitarios. Os sujeitos investigados
preencheram trés questionarios. Em seguida, foram selecionados 34 estudantes para
participarem de duas entrevistas. O objetivo foi descrever e analisar mais profundamente as

situagoes de aprendizagens dos participantes da pesquisa.
Juter (2006) obteve resultados que a permitiram evidenciar os seguintes resultados:

e Os suyjeitos investigados apresentaram dificuldades em entender caracteristicas
especificas da noc¢do de limite, tais como decidir se a fun¢ao pode alcangar o valor

do limite e/ou determinar o que os componentes da defini¢do representam;

e Os estudantes apresentaram dificuldade em calcular limites, como por exemplo, o

x2-1
x-1’

lim,_,,

e Os estudantes apresentaram confusdes entre /imite de fungdo e fungdo;

e Os sujeitos da pesquisa ndo conseguiram estabelecer/entender o significado dos

quantificadores envolvidos na defini¢do de limite;

e As imagens conceituais dos individuos acerca do conceito de limite se mostraram

incoerentes com sua definicao;
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Por fim, a autora observou que a definicao formal de limite de fungdo nao foi integrada as
imagens conceituais dos estudantes e, portanto, nao estava disponivel como ferramenta
durante a realizacdo das tarefas matematicas. Além disso, “muitas desconexdes no
desenvolvimento da aprendizagem foram detectadas no estudo, por exemplo, entre as
percepgoes intuitiva e formal, procedimental e estatica, finita e infinita (...)” (JUTER, 2006, p.

38, tradugdo nossa).

Nair (1009) realizou uma investigacdo acerca da imagem conceitual de estudantes de Calculo
no que concerne aos conceitos de fun¢do racional, assintotas, limites e continuidade e as
possiveis conexdes entre os mesmos. Dentre seus objetivos com a pesquisa, a autora almejou
verificar que conexdes entre os conceitos de assintotas, continuidade e limite de fungdes
racionais os sujeitos investigados apresentavam, bem como os efeitos de um experimento de

ensino realizado no decorrer da pesquisa na compreensao desses conceitos.

A pesquisa constituiu-se de uma entrevista, realizada com 19 estudantes, um experimento de
ensino conduzido pela autora e uma segunda entrevista, esses ultimos realizados com sete
estudantes. As inten¢des de Nair (2009) com as entrevistas foram, dentre outras, verificar que
no¢do os sujeitos investigados apresentavam sobre limites, continuidade e assintotas, bem
como que conexdes (caso existissem) os estudantes estabeleciam entre esses conceitos. A
partir das imagens conceituais identificadas nas entrevistas, a autora desenvolveu os planos de
aula que foram usados nos episddios de ensino, cujo foco foi como os esquemas conceituais
dos estudantes mudavam no decorrer de interagdes matematicas entre eles e/ou a

pesquisadora.

As imagens conceituais dos sujeitos investigados sobre limites e continuidade fizeram Nair
(2009) verificar as dificuldades relacionadas a utilizagdo da terminologia correta,
interpretacdo de limites a partir do grafico da fungdo, célculo de limites e a relacdo entre
limites com o comportamento de assintotas de fungdes. Nesse aspecto a autora evidenciou

que:

e Ao nveés dos estudantes estabelecerem que
“x se aproxima de a, f (x)se aproxima de L”, trocavam/confundiam o papel de
xeyexef(x);

e Os sujeitos investigados acreditavam que o limite ndo existe em determinado

ponto se a funcdo ndo estiver definida naquele ponto;
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e Os estudantes acreditam que o lim,_, f(x) deve ser necessariamente igual a

f(a). Caso contrario, o limite ndo existira.

e Os estudantes apresentaram dificuldade em calcular limites infinitos e limites no

infinito;

¢ Quando se deparavam com indeterminacdes, os sujeitos investigados afirmavam

que o limite da funcdo ndo existia;

e As dificuldades associadas ao conceito de limite de fungdo residem no fato dos
estudantes “simplesmente focarem no processo, o processo de encontrar limites
utilizando procedimentos de substituicdo direta e simplificagdo (...)” (NAIR,

2009, p. 114, traducao nossa);

e Alguns estudantes acreditavam que para uma funcdo ser continua, basta seus

limites laterais serem iguais;

e Os resultados indicaram que os estudantes tinham a impressao de que limites sdo

pontos alcangados pela funcao;

Finalmente, Nair (2009) sugere que mais experimentos sejam desenvolvidos para examinar a
compreensdo conceitual dos estudantes sobre assintotas, limites e continuidade. Além disso,
recomenda o ensino de calculo em um ambiente em que as assintotas sejam introduzidas junto
com o conceito de limite para que, posteriormente, seja avaliado o aperfeigoamento da

compreensdo desses conceitos, por meio dessa estratégia de ensino.

As pesquisas descritas nesse topico nos permitiu verificar que a dificuldade na apreensdo
desse conceito se faz presente na vida académica de grande parte dos estudantes que
participam de um curso de Cdlculo. Percebemos entdo a necessidade de concentrar nosso
estudo no processo de ensino - aprendizagem do conceito de limite de funcdo, dada sua
importancia para o estudo de conceitos adjacentes e, objetivando fundamentar nossa pesquisa,
baseamo-nos na teoria ¢ defini¢des sobre imagem e defini¢do conceitual, desenvolvidas por
Tall e Vinner (1981) e Vinner (1991) e suas relagdes com o nosso objeto de estudo (limite de
funcdo). A fim de viabilizar o entendimento do leitor acerca da relacdo entre nossos objetivos

para com essa pesquisa e o referencial tedrico estabelecido, elaboramos o quadro a seguir:
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Quadro 2: Fundamentacio tedrica x objetivos da pesquisa realizada

Referencial tedrico

Objetivo(s) do referencial teérico

Relacdo com nossos objetivos

Levantar aspectos concernentes a
Imagem Conceitual de estudantes
acerca de trés nog¢des: limite de uma

Assim como no estudo de Tall e Vinner
(1981), objetivamos estudar aspectos
concernentes as nogdes de imagem e

compreensdo desses conceitos.

Tall ¢ Vinner (1981) sequéncia lim,,_ S,, limite de uma | defini¢do conceitual. Em contrapartida,
fungdo lim,,_,, f(x) e continuidade de | nosso objeto de estudo restringe-se ao
uma funggo f: D = IR conceito de limite de funcao.

Identificar os erros conceituais | Os objetivos tragados por Jordaan (2005)
apresentados por estudantes sobre o | encontram-se em conformidade com os
conceito de limite de funcao; que delimitamos para nossa pesquisa,
sobretudo em relagdo a investigagao das
imagens conceituais evocadas pelos
Jordaan (2005) Verificar como os sujeitos investigados | sujeitos investigados no que concerne a
entendem a nogdo de limite e que tipo | relacdo entre continuidade e a existéncia
de erros eles apresentam nesse aspecto, | do limite, sendo esse referencial de suma
além de evidenciar como eles | importancia para a analise dos resultados
relacionam continuidade ¢ | obtidos em nosso estudo.
descontinuidade de uma fun¢do em um
ponto com a existéncia do limite
naquele ponto;
Identificar como as percep¢des dos | Nossos objetivos se aproximam aos de
sujeitos investigados sobre limites se | Juter (2006) no sentido de que assim
desenvolvem, se essas percepcdes | como a autora, almejamos verificar junto
podem estar relacionadas ao | aos sujeitos investigados suas percepgdes
desenvolvimento  histérico  desse | acerca do conceito de limite a partir de
conceito; tarefas e entrevistas que envolvam tal
conceito. Pretendemos evidenciar — da
mesma maneira que Juter (2006) —
Juter (2006) Evidenciar como os estudantes | imagens conceituais que caracterizem os
resolvem tarefas envolvendo limites, | conhecimentos dos estudantes no que
bem como qual a relagdo entre as | concerne ao conceito de limite de fungdo,
atitudes dos sujeitos investigados e [ bem como a relacdo entre imagem
seus respectivos desempenhos em | conceitual, definicdo conceitual pessoal
atividades envolvendo limite de | e defini¢do conceitual  formal.
funcao; Ressaltamos que as consideracdes de
Juter (2006) foram de extrema relevancia
para a analise dos resultados obtidos em
nossa pesquisa.
Verificar que conexdes entre os | Apesar de mnossa investigagdo ndo
conceitos de assintotas, continuidade e | promover o estudo dos mesmos
limite de fung¢Ges racionais os sujeitos | conceitos explorados por Nair (2009),
investigados apresentavam; bem como | suas consideragoes sobre as imagens
os efeitos do experimento de ensino | conceituais de estudantes acerca de
Nair (2009) realizado no decorrer da pesquisa na | limite de fungdes e continuidades foram

fundamentais para a construgdo dos
instrumentos utilizados para obtengdo de
dados, bem como para a analise das
imagens conceituais evocadas acerca da
rela¢do limite X continuidade
apresentadas pelos individuos
investigados em nossa pesquisa.
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Ressaltamos que o referencial tedrico estabelecido foi fundamental para o desenvolvimento de
nosso estudo, tendo em vista que complementou nossas perspectivas em relacao aos objetivos
previamente estabelecidos, e subsidiou tanto na constru¢do dos instrumentos de coleta de
dados quanto na andlise das imagens conceituais evocadas pelos sujeitos investigados em

nossa pesquisa.

Pesquisa realizada & Imagens conceituais evocacas

Discutiremos nesse artigo alguns resultados provenientes da segunda etapa de investigagdo de
nossa pesquisa de mestrado, na qual foram realizadas entrevistas com 2 dos 25 sujeitos
investigados acerca da tematica de discussdo intitulada “O valor do limite é alcan¢ado?”.
Objetivamos com esse tema de discussdo (TD) investigar as imagens conceituais evocadas
pelos sujeitos no que se refere a ideia de que a funcao se aproxima de determinado valor sem,
no entanto, alcanca-lo. Ou seja, f(x) # L (TALL & VINNER, 1981; JORDAAN, 2005;
JUTER, 2006).

Ressaltamos que as sessdes de entrevistas nortearam-se em um roteiro pré-estabelecido,

conforme quadro 3 (a seguir):

Quadro 3: Roteiro de entrevista - TD “O valor do limite é alcangado?”

1. Perguntar o que significa lim,_,, f(x) = L.
e A fung@o alcanga o valor do limite?
e Observe essa fungdo, definida no intervalo [-1,3] (mostrar o grafico a seguir):

¥

v = hix)

e A fun¢fo h(x) alcanca o valor do limite em x = 27?
e Entdo eu posso dizer que a fungdo sempre alcanga o valor do limite em determinado ponto?

o Caso o sujeito discorde, solicitar um contraexemplo.

o Caso o sujeito concorde, mostrar o grafico a seguir:
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y=f(x)

[ -
I

- | | |
-1 0 1 2 3

e A funcdo, nesse caso, alcanga o valor do limite em x = 2?
o Em caso de resposta afirmativa, pedir que o sujeito justifique sua afirmagao;
o Em caso de resposta negativa, perguntar:

e Entdo, para a fun¢do alcancar o valor do limite em um ponto ‘p’ qualquer, ela deve estar definida
naquele ponto?

e E se clando estiver definida naquele ponto?

Vocé poderia escrever uma defini¢do para lim,_,, f(x) = L e, mais uma vez, dizer o que significa?

O roteiro de entrevista destacado no quadro 3 foi elaborado com o intuito de investigar as
imagens conceituais evocadas dos sujeitos acerca da possibilidade do valor do limite poder ou
ndo ser alcangado. Optamos por esse tema em virtude de evidenciarmos, em nossas
investigacdes anteriores, evocag¢oes que mobilizaram uma ideia de aproximagao em relagdo a
determinado valor sem alcangd-lo, isto ¢, f(x) #L e, a fim de analisa-las mais
profundamente, incluimos nesse TD graficos de uma funcdo continua e de uma descontinua
para verificar se — da mesma maneira que Juter (2006) observou — evidenciariamos junto aos
sujeitos a relagdo, mais uma vez, entre a (des) continuidade de fun¢des com o fato de o limite

ser ou nao alcangado.

Além disso, ressaltamos que decidimos perguntar aos individuos da pesquisa o significado de
lim,_,, f(x) = L, no sentido de verificar a imagem conceitual ¢ defini¢do conceitual pessoal
dos mesmos, suas relacdes com a defini¢do conceitual formal de limite de fungdo e,
sobretudo, se a evocagdo de um limite inalcangavel faria parte das imagens conceituais desses

individuos.

Destacamos a seguir a descri¢io de alguns trechos dos episodios’, analisando-os de acordo
com os pontos de conformidade e/ou ndo conformidade com o referencial tedrico previamente

estabelecido. Ressaltamos que apesar de termos elaborado um roteiro para o TD, realizamos

% Organizamos a analise dos resultados em episddios. Cada episodio corresponde a entrevista com um dos
sujeitos. A analise apresentada nesse artigo foi composta, portanto, de 2 episodios.
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outros questionamentos que pudessem complementar nossas analises, conforme as

particularidades de cada sujeito investigado.

Episodio 1
O primeiro episodio apresenta a entrevista realizada com o sujeito S02 sobre suas percepcoes
acerca da possibilidade de uma funcdo poder ou ndo alcang¢ar o valor do limite em

determinado ponto, haja vista que esse sujeito evocou na 1% etapa da pesquisa imagens

conceituais caracteristicas desse tema de discussao.

Ao perguntarmos ao sujeito S02 o que significava lim,_, f(x) = L, evidenciamos a
evocag¢do de uma imagem conceitual voltada para a ideia de aproximacdo, conforme

destacamos a seguir.

E: Primeiro, eu gostaria de saber o que significa o lim,_,, f(x) = L. O que isso significa pra

ti?

S02: E o valor que tende a L no ponto A, ndo que chegue em L, mas préximo de L.

E: Essa proximidade depende de que exatamente?

S02: Até onde eu sei, vocé aproxima tanto pela direita quanto pela esquerda de tal modo que

eles quase se encontram, mas ndo chegam naquele ponto.

As respostas do sujeito S02 evocam as expressdes ditas dindmicas que sdo inerentes a uma
imagem conceitual pautada na percep¢do de que o limite é um valor do qual nos
aproximamos, porém, nao atingimos ou ultrapassamos, estando esses aspectos mobilizados
em acordo com as observagdes de Tall e Vinner (1981), Jordaan (2005) e Juter (2006), ou

seja, a ideia de que f(x) # L fez parte da imagem conceitual desse sujeito.

No que concerne ao fato da funcdo alcangar ou ndo o valor do limite em determinado ponto,
evidenciamos que S02 considera a existéncia do limite nesse ponto. Ou seja, se o limite
existir, entdo ele pode ser alcangado, fazendo-nos concluir que, nesse momento, a defini¢do
conceitual pessoal apresentada anteriormente pelo sujeito entra em conflito com a imagem

conceitual evocada por ele (ver o trecho da entrevista a seguir).

E: Entdo, eu vou te mostrar um exemplo e outra fungdo (segundo grdfico do roteiro). Nesse

caso, o que eu posso falar do limite dessa fung¢do no ponto 2?
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S02: No ponto 2..., ele existe. Tanto que existe uma aproximagdo tanto pela direita quanto

pela esquerda so que ela ndo é continua porque no ponto x = 2 ela é um intervalo aberto.
E: Certo, e isso influencia ou ndo no fato da fungdo alcangar ou ndo o limite?

S02: Nao. Também ndo.

E: Entdo eu posso dizer que a fun¢do alcanga o limite?

S02: A fungdo alcanga o limite, mas ela ndo é continua.

E: Entdo, para a fungdo alcangar o limite ela pode ou ndo estar definida neste ponto?
S02: Sim.

Consideramos, portanto, que para esse sujeito investigado o fato da funcdo alcangar ou ndo o
limite constituiu-se como um fator de conflito potencial (VINNER, 1991) e, por isso,
acreditamos ser necessario que tal aspecto seja discutido em sala de aula, de maneira a
viabilizar a formacao da imagem conceitual dos estudantes, tornando-a coerente ndo s6 com a
defini¢do conceitual pessoal dos mesmos, mas também com a defini¢do conceitual formal de

limite de funcgao.

Por fim, ressaltamos que S02 definiu limite a partir da evocagdo da ideia de aproximagao,
conforme podemos verificar tanto no inicio da entrevista quanto no momento em que, mais

uma vez, solicitamos que ele definisse limite de funcao:

E: E, depois dessa conversa que nos tivemos vocé poderia escrever uma defini¢do para limite

e explicar, mais uma vez, o que significa.

S02: Bem, existe uma fungdo né, para todo x que ela tende a a, existe um limite L que ela tem
que se aproximar lateralmente, tanto pela direita quanto pela esquerda. Essa aproximagdo é

o limite L.

A analise do episdédio 1 nos possibilitou evidenciar a dificuldade de S02 em relagao ao
entendimento do conceito de limite de fun¢do, dada a incoeréncia presente na relacao entre as
imagens conceituais evocadas por ele e a defini¢do conceitual formal de limite de fun¢ao, fato
que se fez presente também na primeira etapa de nossa investigacdo e que se estendeu aos

demais episodios de nossa pesquisa de mestrado.
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Episédio 2

O segundo episodio refere-se a entrevista realizada com o sujeito S14 sobre o TD em questao,
ou seja, sobre o fato da fun¢do poder ou ndo alcancar o valor do limite em determinado
ponto. Esse sujeito também evocou, na 1* etapa da pesquisa, imagens conceituais
caracteristicas desse tema de discussdo. Mais uma vez, lembramos que realizamos outros

questionamentos que pudessem complementar nossas analises.

O sujeito S14 evocou, inicialmente, a ideia de que f(x) # L (TALL & VINER, 1981;
JORDAAN, 2005; JUTER, 2006). Isso pode ser evidenciado na defini¢do conceitual pessoal

de limite de funcdo apresentada na entrevista (ver transcri¢ao, a seguir).

E: Entdo, a primeira coisa que eu queria te perguntar é o que Ssignifica pra vocé
lim,_, f(x) =L.

S14: E... olhando assim para um grdfico, seria_o valor que a funcdo teria no ponto, se o

grdfico dela passasse por esse ponto. Basicamente isso.

Quanto a questdo de a fun¢do alcangar ou ndo o limite, S14 se remete a duas situagdes: a
existéncia do limite ¢ a continuidade da fun¢do. Isto é, se o limite existe em determinado
ponto e a fung¢dao for continua nesse ponto, entdo ele pode ser alcancado, conforme

destacamos no seguinte trecho da entrevista realizada.

E: ok, tu podes, entdo, me dar um exemplo de uma fun¢do que ndo alcanga o valor do limite

em determinado ponto?

x, sex<1

S14: ok (pausa)... essa fun¢dao aqui, formada por f(x) = {3 o sex>1

vamos Ssupor

essa fungdo (desenha o grdfico)... no ponto 1, essa fungdo ndo vai ser continua no ponto 1, al
agora eu quero calcular o limite dela quando x tender a 1, no ponto onde ela ndo é continua.
Se eu for calcular esse limite, no caso como a fungdo tem duas sentengas, entdo o que que a
gente vai fazer, calcular os limites laterais. Os limites pela esquerda e pela direita, né? Entdo
se eu for calcular o limite pela esquerda, o que eu vou encontrar? Vou encontrar 1. Se eu for
encontrar o limite pela direita, eu vou encontrar 2. Os limites laterais sdo diferentes, entdo o

limite da fungdo ndo vai existir, entdo como é que eu vou alcangar? Entdo o limite ndo existe.
E: Ta. Se o limite existe, entdo a fun¢do alcanga?

S14: Sim. Perai, deixa eu pensar um pouquinho (risos). Vamos analisar, se o limite da

fungdo existe e a fung¢do alcanga o valor do limite ¢ porque a fun¢do tem que ser continua pra
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poder alcangar o limite no ponto dado. E, acredito que sim, se ela for continua, entdo ela

alcanca o valor do limite.

Nesse sentido, a imagem conceitual do sujeito S14 encontra-se em acordo com as
observagdes de Juter (2006). Isso porque, o sujeito destacou que a fun¢do pode, algumas
vezes, alcangar o valor do limite (nesse caso, se ela for continua), sendo que evidenciamos o
conflito entre essas evocagoes € a definicdo conceitual pessoal destacada por ele

anteriormente (na qual mobilizou a ideia de que f(x) # L).

Observamos, ainda que S14, ao estabelecer uma definicdo conceitual para limite de funcao,
apresentou conflitos relacionados ao fato da existéncia do limite em determinado ponto estar
vinculada ao dominio da fun¢do, caracterizando-se para esse sujeito, um fator de conflito
potencial (VINNER, 1991), haja vista que, em outros momentos, suas imagens conceituais
desvinculam a existéncia do limite em rela¢do a continuidade e, consequentemente, ao fato da

funcdo estar definida no ponto estudado (ver transcri¢do, a seguir).

E: entdo, depois dessas perguntas que eu te fiz, dessa discussdo que a gente teve, eu queria
que tu escrevesses uma defini¢do para limite de uma fungdo e dizer, mais uma vez o que ela

significa. Como tu definirias limite entdo? Fique a vontade.

S14: Intuitivamente, o limite ele é um valor que a fung¢do tem ou teria no ponto P,
dependendo da continuidade, se ela for continua no P, entdo o limite dessa fun¢do em p vai
ser a propria f(P). Se ela ndo for, e se o limite existir, seria o valor que essa fungdo teria,
digamos assim, no ponto P. Agora, formalmente, envolvendo épsilon e o delta, esse eu ja

tenho um pouco de dificuldade (...)

E: Certo. Mas entdo assim, vocé coloca, seja uma fung¢do f e um ponto P no dominio de f,

entdo P tem que pertencer ao dominio de f?

S§14: P... sim.

E: Certo. Ai, continuando.... vocé colocou aqui esse f(x) é a fungdo e esse f(P) é o limite?
S14: Sim... se a fungdo for continua.

E: Entdo, para melhor ajustar aqui, quando vocé coloca |f (x) — f(P)| < € me dad a entender

que f(P) ¢ o limite entendeu? Entdo, como vocé poderia escrever isso aqui melhor?

S14: Tirando do modulo? (pensou um pouco)... é o limite aqui... é porque eu to me

confundindo, mas aqui é o limite, vai ser f(P) se for continua.
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Assim como em etapas anteriores de nossa investigagdo, os resultados obtidos no episddio 2
encontram em conformidade com os estudos de Tall e Vinner (1981), no sentido de que as
imagens conceituais evocadas pelo individuo influenciam na constru¢do de uma definig¢do
conceitual pessoal que difere da definicdo conceitual formal de limite de funcao,
principalmente no que concerne a sua relacdo com a nocao de continuidade (COTTRILL et al,

1996; JORDAAN, 2005; JUTER, 2006; NAIR, 2009).

Consideracoes finais

Com esse artigo nos propusemos a apresentar parte dos resultados de uma pesquisa de
mestrado, cujo objetivo central foi investigar os elementos que compdem a imagem conceitual
de estudantes universitarios sobre limite de func¢do, inferidos a partir da evocagdo de aspectos

relacionados a esse conceito.

No caso dos resultados apresentados nesse trabalho, elucidamos que os mesmos foram
obtidos a partir de entrevistas com 2 dos sujeitos investigados na etapa anterior, de maneira a
complementar nossas analises concernentes a temadtica intitulada “O [imite pode ser
alcangado?”, em que objetivamos investigar a percep¢oes desses individuos acerca da
possibilidade do limite por ou ndo ser alcangado. Nesse sentido, observamos que as imagens
conceituais dos sujeitos participantes do TD em questdo pautaram-se, sobretudo, nas duas

importantes evocagoes a seguir:

[E1] A ideia de limite como sendo um valor a ser alcangado pela funcdo por meio de
constantes aproximacdes. Desse modo, o limite em determinado ponto ¢ tido como um valor

que deve coincidir com o valor da fungdo nesse ponto, ou seja, lim,_,,, f(x) = f(p);

[E2] O limite ¢ um valor, do qual a func¢do se aproxima tanto quanto queiramos sem, no

entanto, alcangé-lo. Isto €, f(x) # L;

Ressaltamos que as evocagoes El e E2 assemelham-se aos resultados obtidos por Tall e
Vinner (1981), Jordaan (2005) e Juter (2006). Isso porque, os resultados permitiram-nos
evidenciar que, de fato, os estudantes relacionavam o conceito de limite de fung¢do com
interpretacdes estaticas e/ou dinadmicas que, em alguns momentos, constituiram-se como
fatores de conflito potencial (VINNER, 1991), principalmente no que concerne a

possibilidade do valor do limite poder ou ndo ser alcancado.
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Essas evocagdes também nos permitiram evidenciar que algumas das imagens conceituais
evocadas pelos sujeitos investigados ndo se fizeram coerentes com a defini¢do conceitual,
fato que os influenciou a construir uma defini¢do conceitual pessoal diferente da defini¢do

conceitual formal de limite de fung¢ao.

Reiteramos que os resultados obtidos em nossa investigacdo foram de grande relevancia no
sentido de nos permitir verificar alguns dos conflitos que permeiam as imagens conceituais
dos estudantes em relacdo ao conceito de limite de funcdo. Nesse sentido, esperamos que as
discussdes levantadas neste trabalho sirvam de subsidio para o desenvolvimento de pesquisas
futuras que busquem viabilizar o processo de ensino e aprendizagem das nogdes de limite de
func¢do por meio de atividades que auxiliem na formagao de imagens conceituais consistentes

e, sobretudo, coerentes com sua defini¢do conceitual formal.
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