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Resumo

Neste artigo procura-se compreender quais os contributos da discussdo em pequeno e em grande grupo, para
superar dificuldades sentidas pelos alunos de uma turma do 10.° ano de escolaridade em Geometria. Optou-se
por uma metodologia de natureza qualitativa tendo por base o paradigma descritivo e interpretativo, seguindo a
modalidade de estudo de caso. Os participantes foram dois grupos de alunos de uma turma do 10.° ano (com uma
média de idade de 15 anos). Os dados foram recolhidos através da observacdo participante ativa, da analise
documental e de entrevistas de grupo. Os resultados da experiéncia sugerem que a discussdo em pequeno grupo
ajudou os alunos a superar dificuldades na aprendizagem da Geometria, em situagdes que envolviam conceitos e
raciocinios matematicos. Contudo, a discussdo em grande grupo tornou-se fundamental na maior parte das
situagdes, cujos raciocinios se revelavam mais complexos.
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Abstract

This article seeks to understand the contributions which the discussion in small or large group, to overcome
difficulties experienced by students of 10th year of schooling in Geometry. We opted for a qualitative
methodology based on the descriptive and interpretative paradigm, following the case study mode. The
participants were two groups of students in a 10" grade class (on average 15 years old). The data was collected
through participant observation, documentary analysis and group interviews. The results of the experiment
suggest that the small group discussion helped students overcome difficulties in learning geometry in situations
involving concepts and mathematical reasoning. However, the discussion in large group became instrumental in
most situations, whose reasoning is revealed more complex.

Keywords: Difficulties in learning Geometry; Discussion in group.

Introduciao

A motivacao dos alunos e as suas atitudes face a Geometria, assim como as dificuldades e o
insucesso dos mesmos na aprendizagem deste tema, continuam a preocupar professores e
investigadores. A Geometria €, no entanto, uma area particularmente propicia para um ensino
baseado na resolucdo de situagdes de natureza exploratdria e investigativa e em atividades de

constru¢do, de manipulagdo e de resolugdo de problemas (Abrantes, 1999). Estas situagdes
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fornecem um bom contexto para que os alunos compreendam a necessidade de justificar as
suas afirmagdes ao expressar o seu raciocinio junto do professor e dos colegas (Ponte,

Ferreira, Brunheira, Oliveira & Varandas, 1999).

A Associacdo de Professores de Matematica (APM, 1998, 2009) e o National Council of
Teachers of Mathematics (NCTM, 1991, 2007) recomendam, que os alunos estejam
envolvidos em atividades que promovam o desenvolvimento do pensamento matematico, que
lhes permitam colocar e responder a questoes como: “Porqué?”’; “O que acontece se...”; “Nao
existe outro processo...?” e nao apenas na aprendizagem mecanica de regras e procedimentos.
E salientam que o recurso a resolucio e formulacdo de problemas e a realizagdo de tarefas de
natureza exploratoria e de investigacdo, pelo dinamismo que introduzem na aula, contribuem
de forma positiva, para o desenvolvimento nos alunos de capacidades de raciocinio, de

comunicac¢do e argumentagado e de iniciativa.

As tarefas de natureza exploratéria e investigativa representam boas oportunidades para por
os alunos a debater questdes, a expor os seus raciocinios, a estabelecer conjeturas, a usar e
aplicar a Matematica. O trabalho com este tipo de tarefas implica processos de descoberta que
sdo, de acordo com alguns autores, potenciados pelo trabalho de grupo. A investigacao tem
sugerido que o trabalho de grupo pode ajudar a promover mais reflexdo e mais discussdo e
que pode ter efeitos positivos na compreensiao de conceitos, na comunicagdo € na motivacao

dos alunos (Matos & Serrazina, 1996).

Neste artigo, pretende-se compreender como € que os alunos de uma turma do 10.° ano de
escolaridade, trabalhando em pequenos grupos e realizando atividades com tarefas de
exploragdo e investigacdo superam dificuldades na aprendizagem da Geometria. Com este
propoésito estabeleceu-se a seguinte questdo de investigagdo: Quais os contributos da
discussdo em pequeno grupo ¢ em grande grupo para superar dificuldades sentidas pelos

alunos de uma turma do 10.° ano, em Geometria?

A aprendizagem da Geometria e as dificuldades dos alunos

A Geometria ¢ por exceléncia um tema formativo, que permite ao aluno trabalhar
simultaneamente com numeros, calculando ou relacionando areas e volumes, trabalhar com

proporgdes na semelhanca de figuras ou trabalhar com expressoes algébricas.

Varios investigadores, como por exemplo, Afonso (2002), Hoffer (1981) e Junqueira (1995)

consideram que a aprendizagem da Geometria, através da resolucdo de problemas nao
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rotineiros, pode propiciar o desenvolvimento de multiplas capacidades, apontadas como
fundamentais para qualquer pessoa e, em particular, para todos os alunos, sendo a mais dbvia
a visualizacao espacial. No entanto, o insucesso dos alunos na aprendizagem da Geometria ¢
reconhecido em varios estudos avaliativos como o SIAEP (Second International Assessment
of Educational Progress), o TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study)
e, mais recentemente, o PISA (Programme for International Student Assessment). A par do
insucesso escolar, estdo as inumeras dificuldades que os alunos revelam na aprendizagem da

Geometria, at¢ mesmo na aprendizagem de nogdes geométricas basicas.

Diversos investigadores, como por exemplo, Fischbein (1993), Parzysz (1988, 1991) e
Presmeg (1986, 1992), tém-se debrugado sobre a funcdo das imagens mentais na forma como
resolvemos problemas, nas dificuldades percetuais dos alunos na compreensao de desenhos e

figuras tridimensionais e na interpretacao de representagdes visuais de conceitos matematicos.

Quando expressamos ou comunicamos raciocinios matematicos, geralmente, ndo o fazemos
apresentando os objetos ou conceitos, utilizamos expressoes, graficos, desenhos ou simbolos,
que de algum modo os representam, ou seja, servimo-nos de representagdes externas.
Segundo Parzysz (1991) os desenhos desempenham fungdes importantes em Geometria:
ilustram defini¢des ou teoremas; resumem um complexo conjunto de informagdes e ajudam
na formulacao de conjeturas. Contudo, os alunos revelam dificuldades em entender o seu uso,
quer sendo utilizados para representar classes de formas, quer para representar relagdes
geométricas (Battista, 2007). Muitas vezes, atribuem caracteristicas de um desenho ao objeto
geométrico que representa (Parzysz, 1988), ndo conseguem perceber que os desenhos nao

representam necessariamente toda a informacgao que ¢ conhecida sobre o objeto geométrico.

A utilizagdo de um caso particular, de um desenho, pode prender a atencdao dos alunos para
detalhes irrelevantes ou até conduzir a dados que ndo sdo validos (Presmeg, 1986). Os
desenhos representam uma classe de objetos, servindo como modelos, no entanto cada
desenho tem caracteristicas proprias e ndo representativas da classe (Yerushalmy & Chazan,
1990). Presmeg (1986) sublinha que o recurso a um desenho padrdo, na representacdo de um
conceito, pode induzir a um pensamento inflexivel nos alunos que dificulta o reconhecimento
desse conceito num desenho ndo estandardizado. Os alunos podem ter dificuldades em
identificar triangulos retangulos fora do padrido estabelecido nas orientagcdes que lhe foram
dadas, ou em reconhecer tridngulos isosceles se a base ndo estiver na posi¢ao horizontal em
relacdo a folha de papel. Presmeg (1992) salienta que os desenhos padrao, ou protétipos,

podem ser essenciais para o raciocinio matematico na resolucdo de problemas, no entanto, a
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imagem mental de um protdtipo pode acarretar dificuldades. A autora considera que as
dificuldades associadas a imagens prototipos podem levar ao ndo reconhecimento de uma

figura quando ela ndo se assemelha com um protétipo.

E de salientar que os termos desenho padrio e prototipo sdo usados neste trabalho, sem
distincdo de significado, por se entender que ambos sdo exemplos privilegiados que a

investigacdo tem mostrado constituirem modelos de conceitos geométricos.

Junqueira (1995) no seu estudo com alunos do 9.° ano, sobre a aprendizagem da Geometria
em Ambientes Geométricos Dindmicos (AGD), verificou que uma das principais dificuldades
dos alunos na justificagdo das construgdes foi de natureza visual. Refere que “por vezes, os
alunos associavam as propriedades geométricas a exemplos prototipos das figuras, fixavam-se
neles e ndo reconheciam a propriedade noutras situagdes” (p. 192). Por exemplo, os alunos
associavam a propriedade da equidistancia dos pontos da mediatriz de um segmento de reta

aos seus extremos, a representacdo do triangulo isdsceles na posi¢ao que mostra a figura 1.

Figura 1: A posigdo da representag@o do tridngulo iso6sceles que os alunos associam a propriedade
da equidistancia dos pontos da mediatriz de um segmento de reta aos seus extremos.

Fischbein (1993) salienta que quando nos referimos a objetos geométricos temos que
considerar trés categorias de entidades mentais: a definicdo, a imagem (com base na
experiéncia percetiva-sensorial, como a imagem de um desenho) e o conceito figural. O
conceito figural ¢ uma entidade mental que possui simultaneamente componentes conceituais
e figurais. A componente conceitual expressa propriedades que caracterizam uma determinada
classe de objetos, com base nas suas caracteristicas comuns. A componente figural
corresponde a imagem mental que associamos ao conceito, que no caso da Geometria pode
ser “controlada e manipulada”, através de regras ldgicas e procedimentos no ambito de um
determinado sistema axiomatico. A harmonia entre estas duas componentes ¢ que determina a
nog¢ao correta do objeto geométrico. Varios estudos t€ém mostrado que as relagdes entre estas
duas componentes nao sdo faceis de organizar na mente dos alunos (e.g., Fischbein, 1993;

Mariotti, 1995).
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Fischbein (1993) relata uma experiéncia em que € apresentado aos alunos o seguinte teorema:
[ABCD] ¢ um quadrilatero, P, Q, R e S os pontos médios dos seus lados, entdo [PQRS] ¢ um
paralelogramo. Foi feita a demonstracao do teorema e com o objetivo de verificar se os alunos
compreenderam que a prova garante a validade do teorema, foram colocadas varias questoes.
Uma delas era: “ V é um cético, ele acha que temos de verificar para pelo menos uma centena
de quadrilateros, a fim de ter a certeza de que [PQRS] ¢ um paralelogramo. Qual ¢ a sua
opinido? Justifique a sua resposta.” (p. 150). S6 10% dos alunos (N=396) rejeitou a
necessidade de novas verificagdes empiricas. Alguns alunos referiram a necessidade de
verificar para varias categorias de quadrilateros. O autor sublinha que embora os alunos
conhecam a definicdo de paralelogramo, pode tornar-se dificil ver as vdarias formas
correspondentes a essa definicdo. Um retangulo, um paralelogramo obliquangulo ou um
quadrado, sdo figurativamente tdo diferentes que o efeito do conceito simplesmente
desaparece. A interpretacdo da componente figural de um objeto geométrico deve permanecer
sujeita as restrigdes formais, e esta ideia ¢ muitas vezes esquecida pelos alunos. Fischbein
sublinha que a dificuldade em manipular conceitos figurais, isto ¢, a tendéncia em
negligenciar a defini¢ao pela pressao de restrigdes das figuras ¢ um dos maiores obstaculos na

aprendizagem da Geometria.

French (2004) salienta a dificuldade na interpretacdo de desenhos bidimensionais de objetos
tridimensionais. Um exemplo simples surge com a representacao tipica de um cubo como o da
figura 2, que pode ser visto pelos alunos como uma imagem bidimensional de trés losangos

formando um hexagono.

Figura 2: Representag@o de um cubo.

Algumas das representagdes bidimensionais de solidos, por exemplo representadas em
perspetiva, mantém a informa¢dao do aspeto visual, mas perdem a correspondente a parte
oculta, o que muitas vezes, coloca dificuldades aos alunos em compreender a representacao

plana de objetos tridimensionais (Castro & Castro, 1997).
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Junqueira (1995) aponta ainda as dificuldades dos alunos em produzir construgdes
geométricas — conjunto de objetos ligados pelas suas relagdes que podem ser visualizados no
ecra do computador. Principalmente, em descobrir processos de construgdo resistente, ou seja,
uma “construcdo em que a aparéncia da figura que se pretende representar resiste a
manipulacdo dos seus objetos” (p. 70). A autora salienta que até ao fim da intervencao
didatica “um numero significativo de alunos continuou a realizar construgdes que se
desmanchavam” (p. 148). Essas dificuldades resultavam: (i) do facto de alguns alunos nao
compreenderem a necessidade de obter construgdes resistentes, baseando-se na aparéncia
visual e ndo na analise das propriedades do objeto geométrico; (ii) da falta de disponibilidade
que alguns alunos manifestavam para procurarem solugdes resistentes e (iii) do privilégio que
os alunos davam a casos particulares de uma construgdo. Junqueira salienta ainda, que muitas
das construcdes apresentadas pelos alunos eram exemplos protédtipos das figuras geométricas.
Os alunos consideravam essas construgdes visivelmente mais agraddveis e para alguns

significava estarem mais corretas.

O trabalho em grupo e as interacdes entre os alunos

A aprendizagem da Matematica ¢ favorecida quando o ambiente em que ¢ desenvolvida ¢
construido por uma comunidade de pessoas que colaboram entre si, que respeitam e discutem
as ideias dos outros, de modo a dar sentido aquilo que se faz e a Matematica. Assim, e de
acordo com 0 NCTM (1994), os alunos devem ser encorajados a ouvir e a questionar as ideias

dos colegas e a explicar e defender as suas, face ao desafio colocado pelos outros.

Também as recomendacdes da APM (1998) ¢ do relatério Mathematics Counts (Cockcroft,
1982) sugerem que se diversifiquem as formas de interacdo em aula, proporcionando
oportunidades de discussao em grupo. Uma vez que estas permitem aos alunos adquirir uma
certa pratica para enfrentar novos problemas ou ideias matematicas, explicando e escrevendo
os resultados e comunicando as suas observagdes e solucdes, primeiro aos colegas em

pequeno grupo e depois a turma e ao professor.

O trabalho em pequeno grupo. A investigacao tem revelado que o trabalho em pequeno
grupo pode promover mais reflexdo e mais discussdo entre os alunos, melhorar a
comunicagdo, aumentar a compreensdo matematica e a motivagdo dos alunos. Johnson e
Johnson (1990, citados em Abrantes, 1994) com base na investigagdao, sobretudo na meta-
analise de numerosos estudos que tém comparado os resultados de métodos cooperativos

(métodos em que os alunos trabalham em pequeno grupo) com outros métodos de ensino,
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apontam seis razdes para a promog¢ao do trabalho de grupo nas aulas de Matematica: (i)
obtém-se melhores resultados na resolug¢do de problemas, no uso de estratégias de raciocinio e
na geragdo de novas ideias; (i1) fomenta a participagdo ativa dos alunos, ao estimular o desafio
intelectual e a sua curiosidade através da discussdo; (iii) a resolucdo de problemas em
Matematica ¢ uma atividade interpessoal que implica falar, explicar e discutir e, em pequeno
grupo, os alunos sentem-se mais a vontade para o fazer do que perante a turma toda; (iv)
promove a interagdo entre os alunos mais do que a simples recomendacdo de que devem
discutir uns com os outros; (v) permite que os alunos adquiram maior confianca nas suas
capacidades matematicas individuais e (vi) estimula a motivagdo, uma vez que em situagao de
trabalho cooperativo, os alunos tendem a estar mais intrinsecamente motivados para a

aprendizagem da Matematica.

Também Boaler (2006) destaca a importancia do trabalho de grupo nas aulas de Matematica.
Num estudo longitudinal (de 4 anos) comparou os resultados dos alunos de trés escolas
secundarias dos Estados Unidos da América. Numa foi implementada uma reforma, que a
autora chama de abordagem mista, em que os alunos trabalhavam em grupos heterogéneos e
nas outras duas foi usado um método de ensino tradicional. Na primeira havia um maior nivel
de diversidade cultural em termos étnicos e os alunos no inicio do estudo apresentavam niveis
significativamente mais baixos em termos de realizacdo matematica, do que os das outras
duas escolas. A autora salienta que a abordagem mista proporcionou um elevado nivel de
aprendizagem para os alunos, ao fim de dois anos, obtinham um nivel mais elevado de
realizagdo matematica comparativamente com os das outras duas escolas. Os alunos ficaram
com uma visdo mais positiva da Matematica e aprenderam a agir de forma mais equitativa na

sala de aula.

Os alunos ao trabalharem em grupo tém mais oportunidade, de explicar e receber explicagoes,
de discutir e resolver problemas, criar solucdes, fornecer ideias e ajudar-se uns aos outros, €
por isso, obter maior ‘conquista’ tanto em termos de realizagdo matematica, como em termos
de uma atitude mais positiva em relagdo a Matematica. Estas sdo razdes apontadas por
Zakaria, Chin e Dual (2010) para os resultados obtidos num estudo que comparou o
desempenho matematico de 82 alunos, assim como a sua atitude face a Matematica, 44 dos
quais trabalharam num ambiente de aprendizagem cooperativa e os restantes fizeram parte do
grupo de controle. Os autores especificam que a aprendizagem cooperativa enfatiza a
interacdo social e propicia um ambiente em que os alunos se sentem mais a vontade para

participar e pedir ajuda.
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A investigagdo indica que o beneficio das interacdes nas aulas de Matematica, ndo se verifica
apenas para os alunos que interagem com colegas mais competentes, mas também estes
beneficia pelo facto de interagirem com colegas menos competente, “pois o0 proprio processo
interativo permite uma co construcdo de saberes” (César, 2000, p. 6). A ajuda aos colegas
pode permitir, aos melhores alunos, observar processos conhecidos e refletir sobre eles e os
alunos com dificuldades podem beneficiar com a ajuda e explica¢des recebidas, as quais
poderdo contribuir para a clarificagdo e compreensdao das ideias matematicas (Matos &
Serrazina, 1996). Mas, para que a explicacdo recebida contribua para uma aprendizagem
efetiva, Weeb (1989) aponta algumas condic¢des: (i) se o aluno que recebe a explicacdo
precisa de ajuda; (ii) se a explicacdo ¢ relevante e estd a um nivel de elaboracdo que
corresponda ao nivel de ajuda necessaria (iii) se ¢ dada no momento em que ¢ precisa; (iv) se
a explicacdo ¢ compreendida; (v) se o aluno tem oportunidade de usar a explicacdo para
resolver o problema e (vi) se o aluno usa de facto essa oportunidade. A autora considera que
os alunos quando trabalham em pequeno grupo estdo em posicao de satisfazer pelo menos
algumas das condigdes mencionadas para fornecer ajuda satisfatdria aos colegas e indica
algumas razdes: (1) estdo a trabalhar uns com os outros na mesma tarefa e por isso podem
entender melhor do que o professor o que os colegas ndo compreendem; (2) partilham o
mesmo nivel de linguagem, e assim podem traduzir o vocabuldrio mais dificil de modo a que

os colegas o entendam; (3) podem fornecer ajuda no momento em que surge a dificuldade.

A discussdo no grupo turma ¢ um modo de trabalho indispensavel para apresentar, discutir e
refletir sobre os resultados de tarefas realizadas em pequeno grupo. A discussdao constitui,
segundo Ponte (2005), um aspeto da comunicacdo que surge na aula de Matemadtica. A sua
caracteristica mais relevante € pressupor a interacdo entre os diversos intervenientes na aula,
que apresentam as suas ideias e se questionam uns aos outros. O controlo passa
sucessivamente de um interveniente para outro e “o registo altera-se entre o afirmativo e o

interrogativo” (Ponte & Serrazina, 2000, p. 121).

Num ambiente de aprendizagem baseado na discussdo, os alunos devem envolver-se e
participar ativamente em conversas produtivas que lhes permitam desenvolver
cooperativamente as ideias e o pensamento matematico. Essa participacao facilita-lhes a
aprendizagem (Turner & Patrick, 2004) e proporciona-lhes oportunidades de conhecer novas

estratégias para explicarem o seu raciocinio.

Viarios estudos tém mostrado que a discussdo no grupo turma, apds o trabalho em pequeno

grupo ¢ muito vantajosa para a aprendizagem dos alunos. No seu estudo Junqueira (1995)
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concluiu que a procura de argumentos por parte dos alunos para esclarecer e convencer os
colegas sobre as conclusdes a que tinham chegado levou muitos deles a clarificar e aprofundar
as suas ideias, ¢ a apresentd-las de uma forma mais organizada. Conclusdao semelhante ¢
apontada por Carvalho (2001) numa investigagdo que se centrou no estudo das interagdes
entre pares de alunos do 7.° ano, na aula de Matematica. A autora refere que a discussdo entre
0s varios grupos permitiu aos alunos comparar pontos de vista diferentes daqueles que tinham
e clarificar ou reformular argumentos que tinham utilizado em pequeno grupo. Carvalho
especifica, que “a reflexdo conjunta originava momentos de conflito sociocognitivo e de
dindmica de co elaboragdo coletiva que obrigava os diferentes sujeitos, por vezes, a
reconstruir uma determinada estratégia, a enriquecer um argumento, a descobrir ou mesmo a

refinar uma solugao” (p. 283).

Também Santos (2011) no seu estudo, com alunos de uma turma do 7.° ano, que pretendia
analisar a forma como os mesmos apresentavam as suas resolucdes e comentavam as dos
colegas, salienta que a discussdo no grupo turma proporcionou o confronto de ideias entre os
alunos, serviu para ampliar os seus conhecimentos, para desenvolver a capacidade de

argumentacao, para completar os seus raciocinios e detetar a utilizagdo de raciocinios errados.

Rodrigues, Menezes e Ponte (2014) sublinham que os momentos de discussao no grupo turma
contribuem fortemente para a aprendizagem dos alunos, na medida em que colocam em jogo
um conjunto de interagdes sociais € o processo de negociagdo de significados matematicos.
Estes momentos impdem uma maior formalizacdo do raciocinio e incitam os alunos a uma
postura mais madura na interagdo com os colegas e com o professor. Nestes momentos 0s
alunos sdo incentivados a apresentar as suas solugdes e as estratégias usadas para a resolucao
das tarefas, bem como a questionar as solucdes e estratégias dos colegas, seja porque nao as
compreendem, ou porque nao as consideram matematicamente validas (Ponte, Mata-Pereira
& Quaresma, 2013), promovendo, assim o desenvolvimento da capacidade de comunicacao e

argumentacao, a autonomia e o espirito critico.

Metodologia

Opc¢oes metodologicas. Atendendo ao objetivo da experiéncia, optou-se por uma metodologia
de natureza qualitativa, pois tal como afirmam Bogdan e Biklen (1994), a investigacao
qualitativa envolve a obtencdo de dados descritivos, obtidos através do contacto direto do
investigador com o fendmeno no seu contexto natural. Como design de investigagao, optou-se

pelo estudo de caso interpretativo. A op¢ao por estudos de caso prendeu-se com o facto de se
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tratar de uma investigacdo de natureza empirica, que se baseou fortemente no trabalho de
campo, ocorrendo em contexto real e que se preocupou principalmente com as questdes do
“como” e do “porqué”, procurando tirar partido de multiplas fontes de evidéncia, como

documentos, observacgao e entrevistas (Yin, 2009).

Participantes. A investigacdo envolveu uma turma do 10.° ano de escolaridade constituida
por 20 alunos, com uma média de idade de 15 anos, incidindo de uma forma particular em
dois grupos de alunos, cada um com trés elementos. O grupo I formado por Diana, Francisca e

Matilde e o grupo II constituido por Luis, Nelson e Pedro.

As trés alunas do grupo I estudaram juntas desde o primeiro ciclo do ensino bésico, no
entanto, esta foi a primeira vez que trabalharam no mesmo grupo. Diana era uma aluna
reservada e insegura, revelava algumas dificuldades em argumentar perante as refutacdes dos
colegas e nao gostava muito de participar na discussao com a turma, por nao se sentir muito a
vontade. Considerava a Geometria um tema dificil. Francisca era uma aluna empenhada,
organizada e responsavel. Era participativa, quer no trabalho em pequeno grupo, quer na
discussdo com a turma e tinha um poder de argumentagdo bastante razodvel. Referiu ter
algumas dificuldades na aprendizagem da Geometria, por envolver muitos conceitos. Matilde
era uma aluna muito aplicada e com bons resultados escolares. Nas aulas, assumia uma
atitude de interesse, tinha um bom poder de argumentacdo e era colaborativa e participativa
nos trabalhos de grupo. A Geometria ndo era a matéria favorita de Matilde, no entanto,

revelava ndo ter muitas dificuldades na sua aprendizagem.

Os alunos do grupo II nunca tinham trabalhado com tarefas de exploracao e investigagdo. Luis
era um aluno interessado e empenhado, perspicaz e participativo. Considerava a Geometria
uma matéria importante e gostava de a estudar. Nelson era empenhado, mas um pouco
distraido, era participativo nas discussdes com a turma e colaborativo nos trabalhos de grupo e
tinha um poder de argumentagdo razoavel, embora apresentasse algumas dificuldades em
termos de comunicagdo escrita. Gostava de estudar Geometria. Pedro era um aluno com
grande sentido de humor, muito distraido, pouco organizado e com muita dificuldade em
termos de comunicacdo escrita. Nao gostava de estudar Geometria, por ndo ter jeito para

desenhar.

Contexto pedagogico. A experiéncia de ensino decorreu em aulas de 90 minutos da disciplina
da Matematica A. Os alunos realizaram, em grupo, varias tarefas de natureza exploratdria e
investigativa. Neste artigo, serdo objeto de andlise duas dessas tarefas: Investigagdo com

Quadrilateros ¢ A Stella Octangula (Anexo I). A primeira foi realizada com auxilio do
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programa de geometria dindmica Geometer’s Sketchpad (GSP) e tinha como objetivo que os
alunos investigassem o tipo de quadrilatero que se obtém quando se unem os pontos médios
dos lados consecutivos de um quadrilatero inicial qualquer e que estabelecessem relagdes
entre os dois quadrilateros. Foi adaptada de Coxford, Burks, Giamati ¢ Jonik (1993). Com a
segunda tarefa pretendia-se que os alunos estabelecessem relagdes entre o cubo, a stella € um
tetraedro pequeno que a compode. Foi elaborada com base em propostas de Loureiro, Oliveira,

Ralha e Bastos (1997) e de Veloso (1998).

As aulas em que foram realizadas as tarefas compreenderam trés momentos distintos: (i) a
apresentacdo da tarefa pela investigadora; (ii) desenvolvimento da tarefa pelos alunos em

pequeno grupo e (iii) discussdo de resultados no grupo turma.

Meétodos de recolha de dados. A recolha de dados foi realizada através da observacao, de
entrevistas e da andlise documental. Estas sdo segundo Lessard-Hébert, Goyette e Boutin

(2005) as técnicas que estdo normalmente associadas a investigacao qualitativa.

A observacdo foi participante ativa, uma vez que o papel de observador foi desempenhado
pela investigadora que interagiu com os individuos sujeitos a observacdo com a finalidade de
recolher dados sobre as suas agdes, opinides e perspetivas. Ocorreu no contexto natural onde
se desenvolveu a investigacdo e foi efetuada sobre a forma de registo escrito de notas pela
investigadora, apos a interacdo com os alunos ou a observagdo da interagdo entre os alunos e
complementada com o registo dudio e video, de modo a obter informagdes mais reais e

completas da dinamica da sala de aula.

No final da experiéncia, realizou-se uma entrevista semiestruturada a cada um dos dois grupos
que sdo objeto de estudo de caso, com o objetivo de esclarecer alguns pontos do trabalho
realizado e obter informagdes mais detalhadas sobre a opinido dos alunos em relagdo a
experiéncia. Esta entrevista, embora obedecendo a um guido (Anexo II) previamente
preparado, de perguntas abertas, foi flexivel permitindo uma recolha de dados num ambiente

natural de conversa, deixando os participantes falar livremente sobre os seus pontos de vista.

Recorreu-se, ainda, a andlise de documentos escritos produzidos pelos alunos. Este foi um
meio para obter dados mais significativos, sobre a mobilizagdo de conhecimentos, a
compreensdo de processos usados pelos alunos na realizacdo das tarefas e sobre as
dificuldades sentidas pelos mesmos. Assim, foi pedido a um responsavel de cada grupo para
no fim de cada tarefa entregar a resolucdo a investigadora. No final de cada tarefa foi, ainda,

solicitado aos alunos para preencherem um ficha de reflexdo individual sobre a mesma
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(Anexo III), a fim de se obterem dados mais concretos sobre a opinido de cada aluno

relativamente as dificuldades sentidas na realizacdo da tarefa e a0 modo como as ultrapassou.

Anadlise de dados. A analise de dados foi realizada em duas fases. A primeira ocorreu ainda
durante a recolha dos dados, foi realizada a partir do visionamento das gravagdes video de
cada aula, compatibilizando-as com as gravagdes audio e da transcri¢do integral das mesmas.
Durante a transcrigdo, foram registados alguns comentdrios sobre o que foi observado e
tomadas notas que referenciavam episodios mais importantes. Na segunda fase, procedeu-se a
uma nova leitura de todo o material existente referente aos grupos-caso e procuraram-se
regularidades e padrdes para se elaborar uma lista de codificagdo/categorizagdo, que fosse ao

encontro do objetivo de investigagdo.

A apresentacdo dos dados foi, assim, efetuada através de um sistema de categorias que
emergiu dos proprios dados e teve por base o referencial teorico. A estrutura adotada
compreende trés categorias: Uso de desenhos; Construcao de poligonos; Visualizagdo. Tendo
sido consideradas, para além das notas de registo da investigadora, as transcri¢des das
gravagOes das aulas e das entrevistas e as produgdes dos alunos relativas ao trabalho

desenvolvido, as dificuldades sentidas e a forma como foram superadas.

Resultados
Uso de desenhos

A particularidade dos desenhos e os exemplos prototipos de figuras geométricas levantaram
algumas dificuldades as alunas do grupo I, aquando da identificagdo de determinados
poligonos que construiram. Por exemplo, na tarefa Investigacdo com Quadrilateros as alunas
construiram um quadrado inicial com o auxilio do GSP e, em seguida, o quadrilatero que se
obtém unindo os pontos médios dos lados consecutivos desse quadrado. Tendo a construgao

ficado representada como mostra a figura 3.

Figura 3: Construcdo feita pelo grupo e as medidas dos lados do quadrado [WTUV].

mﬁ=2,72cm
mw=2,72cm
mm=2,720m
u mm'=2,720m
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Depois de feita a constru¢do, Diana ndo identificou o quadrilatero inscrito como um quadrado,

como se pode observar pela transcri¢ao seguinte:

Diana: Parece um losango.

Francisca: Vamos tirar as medidas.

Diana: E, sdo iguais.

Matilde: Por serem iguais também pode ser um quadrado.
Diana: Sim, mas olha para a posi¢ao, olhem mesmo arrastando.
Matilde: Nao €. Entdo tira as medidas dos angulos.

Diana: Sao todos de 90°, ¢ um quadrado.

Matilde: E vé-se também se tracares as diagonais, vao ser iguais. Nao podes
pensar que os quadrados sdo sempre assim direitinhos.

Francisca: Se o imaginarmos direito vé-se que ¢ um quadrado.

Diana: Tens razdo, mas parecia-me. Agora tracamos as diagonais, ndo ¢?

Diana estava com dificuldade em reconhecer o quadrado por este ndo se assemelhar a um
exemplo prototipo, como alids aconteceu com alunos de outros grupos. A aluna apesar de
evidenciar conhecer as propriedades do quadrado, identificou o quadrilatero através do seu
aspeto figural. Verificando-se um desequilibrio entre a componente conceitual e figural do
objeto geométrico. A sugestao de Matilde para tirar “as medidas dos angulos” ajudou Diana a
entender que se tratava de um quadrado, foi importante verificar que a amplitude dos angulos

internos era de 90°.

Ainda na mesma tarefa, as alunas ao investigarem os quadrilateros que se obtém unindo os
pontos médios dos lados consecutivos, para os casos particulares de quadrilateros, depois da
construgdo e da identificagdo do quadrilatero inscrito no quadrilatero inicial verificaram se o
mesmo era um paralelogramo. Por exemplo, para o caso do quadrilatero inicial ser um

retangulo ou um papagaio como mostra a figura 4.

Figura 4: Construcdes e conjeturas apresentadas pelo grupo para o caso do retangulo e do

papagaio.

Py
E1

c Gy Fy

D4

Dentro do rectangulo formou-se um losango, que verificamos Dentro do papagaio formou-se um rectangulo, que
pelo método da ultima aula que é um paralelogramo. também vimos que é um paralelogramo.
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Apesar de ter sido provado, na primeira questdo, que o tipo de quadrilatero que se obtém
quando se unem os pontos médios dos lados consecutivos de um quadrilatero qualquer ¢ um
paralelogramo, as alunas sentiram necessidade de confirmar, seguindo o método usado para a
prova, que os quadrilateros que obtiveram eram paralelogramos, como se pode observar pelo

registo apresentado na figura acima.
A investigadora ao se aperceber dessa verificacdo interpelou as alunas:

Investigadora (Inv): Porque estdo a fazer essa verifica¢ao?
Francisca: Para vermos se sdo paralelogramos.

Inv: Nao tinhamos provado na primeira questdo que se obtinha um
paralelogramo?

Francisca: Este ¢ um retangulo..., ¢ um paralelogramo.
Matilde: Pois €, ja ndo precisavamos de ver, bastava ver as propriedades.
Diana: Sao diferentes, mas sdo paralelogramos.

Matilde: Sim, sdo todos paralelogramos, porque ja tinhamos visto que qualquer
um ia ser, ndo era preciso verificar.

Francisca: Ah, sim.

As alunas s6 depois desta conversa € que se aperceberam que pelo facto de se ter realizado a
prova, nao havia necessidade de mais verificagcdes empiricas. Embora as alunas tivessem
presente a defini¢ao de paralelogramo, o facto dos casos particulares de paralelogramos serem

figurativamente diferentes, levou-as a sentir a necessidade da verificagao.

O mesmo aconteceu com os alunos do grupo II, como se pode observar no episddio seguinte
em que discutem acerca do paralelogramo que se obtém quando o quadrilatero inicial ¢ um

retangulo:

Nelson: Marca os pontos médios.

Luis: Esta bem feito. Agora ¢ um losango.

Pedro: Vou tirar as medidas... E as medidas dos lados sdo todas iguais.
Luis: E os angulos?

Pedro: Sao estes dois iguais e aqueles também.

Luis: Arrasta. E um paralelogramo?

Nelson: Os angulos sao iguais dois a dois e os lados sdo paralelos.
Luis: Tens a certeza que sdo paralelos?

Nelson: Sao porque este lado tem a mesma medida que o outro e os outros dois
também por isso tém que ser paralelos.

REVEMAT. Florianépolis (SC), v.10, n. 2, p. 76-106, 2015. 89



S6 na discussdao em grande grupo ¢ que os alunos se aperceberam que ndo havia necessidade
de verificar que os diferentes quadrilateros que obtinham para os casos particulares de
quadrilateros eram paralelogramos:

Diana: Ja tinhamos visto na primeira questdo que dava sempre um paralelogramo,

tinham que dar todos. Sao todos paralelogramos, o retangulo ¢, o quadrado e os
outros também.

Nelson: O quadrado ¢, o losango...
Luis: Pois ela tem razdo, ja tinhamos provado.

Diana: Todos tém lados paralelos e iguais dois a dois e angulos também iguais
dois a dois.

Apesar de ter sido provado que qualquer quadrilatero obtido tendo em conta as condi¢des
indicadas no enunciado da tarefa era um paralelogramo, os alunos tendiam a negligenciar a
defini¢do de paralelogramo, pela pressao das figuras. A intervencdo de Diana ajudou os

colegas a entenderem que ndo era preciso fazer novas verificagoes.

Construgdao de poligonos

A construgdo geométrica de quadrilateros no ecra do computador foi um trabalho que
acarretou alguma dificuldade para os alunos. Na tarefa Investigacdo com Quadrilateros, as
alunas do grupo I para estudarem os casos particulares de quadrilateros construiram cada um
deles. O paralelogramo obliquangulo foi construido sem grande dificuldade. Para o quadrado
quando se arrastavam dois dos seus vértices, a constru¢do desmanchava-se, mas as alunas nao
atribuiram muita importancia a esse facto, uma vez que quando movimentavam cada um dos
restantes vértices a construcdo parecia manter-se resistente. Passaram entdo para o losango e

acabou por acontecer a mesma situagao.

As alunas tinham tentado construir os quadrilateros com base nalgumas propriedades dos
mesmos, mas depois colocaram pontos um pouco ad hoc, dando a constru¢cdo no ecrd a
aparéncia da figura geométrica que pretendiam. Apds terem verificado que as construgdes se
desmanchavam tentaram procurar qual seria a origem, ao fim de algum tempo, aperceberam-
se que de facto ndo tinham construido os quadrilateros com muito rigor e decidiram entao
construi-los novamente atendendo as suas propriedades. Por exemplo, para a constru¢do do
losango:

Francisca: Traga um segmento, direito. Agora ¢ melhor marcar o ponto médio,
porque sendo acontece a mesma coisa. Agora uma linha maior.

REVEMAT. Florianépolis (SC), v.10, n. 2, p. 76-106, 2015. 90



Matilde: Tem que ser perpendicular nao &?
Diana: E. Mas isso ndo vai ser um papagaio?
Matilde: Nao.

Diana: Eu acho que é.

Francisca: Nao ¢ nada, esta bem, porque marcando ali no ponto médio, os lados
[do poligono] vao ser iguais e no papagaio nao sao todos iguais.

Diana: Ah! E isso do ponto médio das diagonais.
Matilde: Agora uma rotagao de 180°.

Diana: Temos que deixar esta construcao do meio sendo apaga a figura.

As alunas comegaram por construir o losango partindo da representacdo das diagonais,
considerando uma delas com maior comprimento. Observou-se que todas as construcdes
feitas pelas alunas, a exce¢do do quadrado eram exemplos prototipos dos diferentes
quadrilateros, como se pode verificar, por exemplo, pela figura 4. As alunas consideravam

essas construgdes “mais faceis de fazer e vé-se melhor qual € [o quadrilatero] ™.

No grupo II, Pedro comegou por construir o quadrado dando a constru¢ao no ecra a aparéncia
visual de um quadrado, sem se preocupar em produzir uma construgdo resistente. Mesmo
depois de verificar que a constru¢do se desmanchava e de os colegas lhe darem algumas
indicagdes, continuava a tentar marcar pontos ad hoc, mostrando pouca disponibilidade para

procurar solugdes resistentes.

Para construirem o papagaio revelaram dificuldades por ndo terem presente as suas

propriedades:

Nelson: Podemos fazer agora o papagaio.

Luis: Neste como vamos fazer?

Nelson: Aqui ndo podemos fazer aquilo das rotagdes pois nao?
Luis: Nao sei. Nao tem angulos de 90°, acho eu.

Pedro: Fazemos batota. Marca ai dois pontos para um lado e depois fazemos o
outro mais ou menos.

Luis: A stéra ndao quer assim a sorte.

Luis: E quase como o losango.

Nelson: As diagonais sdo perpendiculares nao sao?
Pedro: Mas, ndo podemos fazer igual. Chamamos a stora.

Luis: Podemos comegar pelas diagonais.

(..)
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Nelson: Agora o trapézio. Como se constroi o trapézio. J4 ndo me lembro como se
faz.

Pedro: Comecamos por tracar dois lados paralelos. Traga uma e depois pede outra
paralela.

Luis: Podemos marcar um ponto na linha.
Pedro: Tens que o marcar sobre a reta.
Nelson: Agora definimos o segmento. E para o outro lado nao tem que ser igual?

Pedro: Arrasta para vermos. Esta bem.

Os alunos com esta discussdo e com algum questionamento por parte da investigadora
conseguiram construir os quadrilateros. Na ultima construgdo (trapézio), Pedro mostrou-se
mais responsavel e procurou produzir uma construgdo resistente, atendendo as propriedades
especificas do quadrilatero. Para isso foi importante a contribuicao dos colegas. Observou-se
tal como no caso do grupo I, que os alunos construiram exemplos prototipos dos

quadrilateros, como se pode verificar, por exemplo para o quadrado, o trapézio e o papagaio

na figura 5.
Figura 5: Algumas das construgdes feitas pelo grupo II.
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Os trés alunos na ficha de reflexdo individual sobre a tarefa mencionaram ter sentido
dificuldades na constru¢dao dos quadrilateros. Por exemplo, Nelson escreveu o que mostra a

figura 6.

Figura 6: Respostas a questoes da ficha de reflexdo sobre a tarefa, pelo Nelson.
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A ajuda dos colegas de grupo e algum questionamento por parte da investigadora
contribuiram, na opinido de Nelson, para superar dificuldades na constru¢do dos

quadrilateros.

Visualizacao

Algumas das conjeturas formuladas e das justificagdes apresentadas pelos alunos basearam-se
na intuicdo e percecao visual. Mas, nalgumas situagdes nao foi facil, devido a dificuldades
associadas a visualizagdo. Na tarefa A4 Stella Octangula, as alunas do grupo I tiveram muitas
dificuldades para identificar o poliedro que resulta da intersec¢do dos dois tetraedros grandes.
Principalmente, porque ndo conseguiam percecionar ¢ interpretar a representacao
bidimensional da stella. Inicialmente Francisca conjeturou que o poliedro resultante da
intersec¢do seria o so6lido ABCD (um dos tetraedros pequenos), mas Diana ndo concordou
argumentando “entdo o debaixo [outro tetraedro pequeno] também ¢”. Matilde considerou ser
“0 que da no meio” e as colegas acabaram por concordar com ela. Mas, ap6s este consenso, 0
problema estava em conseguirem imaginar o que daria “no meio”, como se pode observar

pela transcricao:

Francisca: Vai ficar um prisma e a sec¢do vai ser um pentagono.
Matilde: Um prisma como?

Francisca: Porque se fizéssemos o corte de cima e o corte de baixo e depois estes,
ficava tipo um tronco, que parece um prisma.

Matilde: Mas ndo d4 um tronco isso era se cortassemos s6 um, por exemplo.

Francisca: Se cortarmos as partes que ficam de fora [os tetraedros pequenos],
tanto de um como do outro [tetraedros grandes], aqui assim nesta parte podiamos
ver qual era a figura.

Matilde: Se tirdssemos esta parte aqui [s6lido ABCD]. Se cortarmos, a figura onde
se intersetam os dois, vai ficar um biquinho [vértice] para baixo e outro biquinho
para cima.

Diana: E biquinhos para o lado, por isso vai ficar um losango.

Francisca defendia que cortando os tetraedros pequenos obtinha um “tronco” que para ela era
“um so6lido parecido com um prisma”, por “ter duas bases iguais e depois as faces”, e a sec¢ao
resultante do corte era identificada como um pentdgono porque considerou o s6lido ABCD
como uma pirdmide pentagonal como se pode observar pela justificacdo apresentada mais
tarde a investigadora: “Estava a contar estes lados [duas arestas do cubo], assim via aqui [no

solido ABCD] 4 faces, mais uma do outro lado e assim ao cortar dava um pentagono”. As
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outras colegas identificavam a sec¢do resultante do corte do s6lido ABCD como um
quadrilatero. Nao conseguiam visualizar o s6lido ABCD como um tetraedro. Neste episodio,
pode-se verificar que as alunas na sua discussdo utilizam uma linguagem que abrange um tipo
de vocabulario pouco convencional, mas que ¢ compreendido por elas. No entanto, na

discussdo com a turma procuravam usar linguagem matematica, mais adequada.

A investigadora apercebendo-se da dificuldade das alunas decidiu questiona-las, no sentido de

sairem deste impasse:

Inv: O vértice A serd um vértice do cubo?

Matilde: Ah! E vértice do cubo, é.

Inv: Entdo, que s6lido ¢ o ABCD?

Matilde: Esta parte aqui [face] ¢ um triangulo, mas a parte de baixo nao ¢.
Inv: Nao ¢€?

Matilde: Nao sei.

Diana: Nao, porque vai ter este vértice, depois este aqui ao lado, o de tras e este
deste lado.

Francisca: E, é porque vai ter este vértice, este e este [os vértices B, C e D].
Matilde: E, ¢ outro tetraedro.

Inv: Por quantos tetraedros pequenos azuis € composta a stella?

Matilde: Por 3.

Diana: E o do meio ¢ outro.

Inv: O do meio? Nao percebi.

(As alunas ficaram em siléncio durante 8 segundos).

Francisca: Este azul tem que ter outro do outro lado. Tem 4.

Matilde: E o vermelho outros 4.

(..)

Matilde: Este ¢ um tetraedro, vai ter aqui um triangulo, daqui outro tridngulo, a
figura vai ter um tridangulo daqui, outro daqui, vai ter muitos tridngulos. Quantos
triangulos vai ter?

Diana: 4 cada um.

As alunas para além de revelarem dificuldades em visualizarem o tetraedro ABCD
manifestavam também, dificuldades em compreender as partes ocultas da representacao plana
da stella. O questionamento e sobretudo as contribui¢des de Francisca ajudaram a conceber
uma imagem tridimensional da stel/la. No entanto, ainda persistiram algumas dificuldades

relacionadas com a percecdo visual, principalmente quando as alunas tentavam procurar
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relagdes entre os volumes dos solidos, nomeadamente entre o cubo ¢ a stella. Francisca na
ficha de reflexdo sobre a tarefa referiu ter superado essas dificuldades na discussdo com a
turma e ter ficado a conhecer outras relagdes entre os sélidos, uma vez que em pequeno grupo

nao tinham conseguido, como se pode observar pela figura 7.

Figura 7: Resposta dada por Francisca na ficha de reflexdo sobre a tarefa.
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Na entrevista, Francisca recorda esta situagdo em que a discussdo em grande grupo a ajudou a
superar dificuldades, quando lhes ¢ pedido para darem a sua opinido sobre a fase de discussdo
na turma:

Inv: Lembram-se de alguma situagdo em que a discussdo em grande grupo vos

tenha ajudado a superar dificuldades?

Francisca: Lembro-me daquela que foi dificil para encontrar relagdes, a da stella.

(..)

Diana: Ah, lembro-me naquela da sfella por causa da visualizagdo, eu ndo
conseguia ver o que tinha assim no meio ¢ elas explicaram-me e também noutras.

As alunas referiram que a discussdo em grande grupo, para além de lhes permitir ficar a
conhecer outras formas de pensar, ajudou-as a superar dificuldades e Diana recordou algumas

situacdes em que as colegas a ajudaram a ultrapassar dificuldades.

Os alunos do grupo II também revelaram dificuldades associadas a visualiza¢ao espacial. Por
exemplo, quando procuraram estabelecer relacdes entre o volume do cubo e dos tetraedros
pequenos, consideraram que o volume do octaedro correspondia ao volume de dois tetraedros
pequenos e os espagos entre o cubo e a stella correspondiam a seis desses tetraedros:

Luis: Sao 8 dos pequenos e agora, o do meio ndo dé dois tetraedros? O octaedro

nao se forma a partir de dois tetraedros?

Nelson: O octaedro sim. Mas temos que saber estes espagos brancos.

Luis: Aqui olha, assim ndo dava para por outro, aqui assim ¢ outro. Acho que aqui
¢ outro, aqui outro...

Nelson: Cada espaco branco ¢ um? Entdo 1,2,3, ..., 6. Sdo mais 6 e agora contar 0s
de dentro.

Luis: Os de dentro sdo 8. Mas olha aqui forma dois. Tem 10.
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Nelson: 10 ndo. Se tem aqui 6 mais 8 sdo catorze.

Luis: Catorze, catorze. Nao é. E o de dentro, ¢ o octacdro?
Nelson: Se ja o contaste!

Luis: Nao contei.

Nelson: No octaedro sao mais dois.

Luis: Pequeninos?

Nelson: Sim.

Luis: Entdo sdo 16. Vamos registar esta conjetura.

Os alunos primeiro consideraram que pelo facto do octaedro resultar da intersec¢do de dois
tetraedros, o seu volume correspondia ao volume de dois tetraedros pequenos. Depois e apesar
de saberem que a stella ¢ composta por 8 tetraedros pequenos e pelo octaedro, parecem nao
ter formado na sua mente uma imagem tridimensional correta da stella, uma vez que
consideram apenas um “espago em branco” por cada face do cubo. Apdés uma analise mais
pormenorizada, os alunos reformularam a conjetura. Na discussdo com a turma, os alunos
referiram:

Nelson: Nos primeiro tinhamos visto que o cubo era igual a 16 tetraedros

pequenos e depois a 22.

Lucia: 22 porqué?

Nelson: Eram os 16 dos tetraedros grandes, mais os espagos em branco.

Pedro: Mas, tinhamos que tirar os comuns. O octaedro sé tem 4. Por isso, depois
tinhamos 18.

Diana: O cubo ¢ constituido pela stella, mais pelos espacinhos vazios.
Inv: E esses espacinhos vazios correspondem a que sélidos?

Matilde: A tetraedros.

Inv: E quantos tetraedros desses que correspondem aos espagos vazios temos?
Rosa: 6.

Luis: Sim 6, um por cada face.

Francisca: Nao sdo 6, sdo 7.

Carlos: Sao 8.

Inv: Ja disseram 6, 7 e agora 8.

Joaquim: Sao 8 stdra, porque temos 2 em cada face.

Inv: Vejam bem quantos tém na face da frente.

Joana: Na da frente temos 1, 2, ...Temos 4.

(..)
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Joaquim: Sim, 4 na frente.
Luis: 4 atras, 8.

Nelson: Aqui deste lado s6 ja podemos contar 2 e do outro, outros 2, faz 12.

Foi através desta discussdo que os alunos ficaram a saber que os espagos entre o cubo ¢ a
stella correspondiam a 12 tetraedros irregulares e a partir dai estabeleceu-se a relacao entre o

volume do cubo e dos tetraedros pequenos.

Pedro na ficha de reflexdo sobre a tarefa mencionou que o grupo e a discussdo com a turma
contribuiram para superar dificuldades em visualizar os s6lidos e em estabelecer relacdes

entre os volumes dos mesmos, como mostra a figura 8.

Figura 8: Respostas dadas por Pedro a questdes da ficha de reflexdo sobre a tarefa.
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Os alunos na entrevista mencionaram que o trabalho em pequeno grupo e a discussao na
turma ajudaram a superar dificuldades e a conhecer outras estratégias de resolucdo e formas

de pensar:

Pedro: [O trabalho em grupo] ajudou. O que um nao sabia, o outro dava uma ideia
e discutimos essa ideia e depois vao surgindo outras, que nos vao ajudar a
perceber melhor as coisas. Em grupo se um percebe menos uma coisa o outro
ajuda e explica. Naquela tarefa que era para fazer o quadrado e os outros [tarefa
Investigacdo com Quadrildteros], eu nao sabia construir um quadrado no
programa [GSP], fazia a sorte e depois o Luis disse, temos que fazer uma rotagao
de 90° para o outro lado ficar perpendicular e isso ja me ajudou.

(..)

Inv: E a discussdo na turma?

Luis: A discussdao com a turma ajuda sempre, porque uns desenvolvem uma coisa,
outros outra e depois nos ficamos a saber mais.

Nelson: E também quando nds apresentamos as nossas ideias, os outros podem
ndo concordar e assim ficamos a saber se estd certo ou ndo. Porque no nosso
grupo podemos pensar que estd certo o que fizemos e depois com a discussao
vemos que nao esta e eles explicam porque esta mal.
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Pedro: Na discussdo tinhamos as ideias de 20 pessoas e isso fez com que
ficassemos a conhecer maneiras de pensar diferentes e aprendemos sempre coisas
novas e também esclarecemos davidas.

A opinido dos alunos acerca do trabalho de grupo ¢ bastante positiva, o facto de cada um
apresentar a sua ideia e esta ser discutida em grupo e de uns apoiarem e explicarem aos outros
quando tinham duvidas contribuiu, segundo eles, para ultrapassar dificuldades. Consideraram

que a discussao na turma lhes permitiu aprender coisas novas e esclarecer davidas.

Conclusoes

Os alunos apresentaram dificuldades na realizagdo das tarefas propostas que se prendiam com
a aprendizagem da Geometria. O uso e compreensdo de desenhos, a construgdo e
interpretagdo de representagdes visuais de conceitos matematicos e visualizacdo de objetos

tridimensionais foram algumas das dificuldades sentidas pelos alunos.

Virios autores salientam que os desenhos sdo fundamentais para a compreensao de conceitos
e ideias geométricas (Battista, 2007; Parzysz, 1991), porém a particularidade dos desenhos e
os exemplos prototipos de figuras geométricas originaram algumas dificuldades aos alunos.
Diana e outros alunos revelaram dificuldades em reconhecer um quadrado quando ele nado se
assemelhava a um exemplo protdtipo desse poligono. Apesar de Diana evidenciar conhecer as
propriedades do quadrado, a imagem mental associada a um exemplo prototipo gerou-lhe
dificuldades em o reconhecer noutra posicdo. Verificando-se um desequilibrio entre a
componente conceitual e figural do objeto geométrico. Estes dados confirmam o que ¢é
salientado por Presmeg (1992) ao afirmar que a imagem mental associada a imagens
prototipos pode conduzir ao nao reconhecimento de uma figura quando ela ndo se assemelha
com um protdtipo. Para a superacao desta dificuldade contribuiu a intervencao das colegas de

grupo no sentido de Diana identificar o quadrado através das suas propriedades.

Fischbein (1993) salienta que a harmonia entre a componente conceitual e figural de um
objeto geométrico ¢ que determina a nogdo correta desse objeto. Os dados sugerem, a
semelhanga de outras investigacdes (Fischebein, 1993; Mariotti, 1995), que as relagdes entre
estas duas componentes ndo sao faceis de organizar na mente dos alunos. Depois de provado
que o quadrilatero que se obtém unindo os pontos médios dos lados consecutivos de um
quadrilatero qualquer ¢ um paralelogramo, os alunos de ambos os grupos quando estudaram
os casos particulares de quadrilateros evidenciaram a necessidade de novas verificagdes

empiricas. Apesar de terem presente a definicdo de paralelogramo, o facto dos varios
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paralelogramos serem figurativamente tdo diferentes, o efeito do conceito simplesmente
desaparece. Tal como ¢ referido por Fischbein (1993) os alunos tendem a esquecer que a
interpretagdo da componente figural deve permanecer sujeita as restrigdes formais. As alunas
do grupo I sé se aperceberam de que nao havia necessidade da verificagao para cada subclasse
de paralelogramos quando interpeladas pela investigadora e os alunos do grupo II através da
discussdo em grande grupo. A intervencdo de Diana contribuiu para que os colegas

percebessem as varias formas correspondentes a definicdo de paralelogramo.

A construgdo de poligonos com auxilio do GSP revestiu-se de alguma dificuldade para os
alunos de ambos os grupos. As alunas do grupo I, numa fase inicial da constru¢do dos casos
particulares de quadrildteros, produziam constru¢des com base numa ou duas propriedades
especificas dos quadrilateros e na marcacao de alguns pontos ad hoc, dando a construgdao no
ecra do computador a aparéncia visual do quadrilatero que pretendiam construir. Mas, depois
de construirem dois dos quadrildteros e terem verificado que as construgdes se
desmanchavam, ndo conservando as caracteristicas dos quadrilateros pretendidos, procuraram,
através da discussdo em pequeno grupo, encontrar solucdes resistentes, utilizando

propriedades e relagdes de cada quadrilatero que iam construindo.

No grupo II a dificuldade em procurar solugdes resistentes foi maior. Isto por ndo terem
presentes as propriedades especificas de alguns dos quadrilateros que desejavam construir e
também por alguma falta de disponibilidade, sobretudo de Pedro, em procurar encontrar
solucdes que permitissem produzir construgdes resistentes. Estes dados confirmam resultados
do estudo de Junqueira (1995) que refere a falta de disponibilidade de alguns alunos para
procurarem solucdes resistentes. No inicio, as constru¢des eram produzidas dando-lhe a
aparéncia visual do quadrildtero que pretendiam construir e depois de verificarem que as
construgdes nao resistiam a manipulacdo e de serem alertados para procurarem produzir
construgdes resistentes, Pedro a menor dificuldade tinha a tendéncia para fazer construgdes ad
hoc. Contudo, na ultima construcdo ja procurava solugdes resistentes, para tal contribuiu a
ajuda e a insisténcia dos colegas de grupo para ter em atencao as propriedades do poligono a
construir. A discussdao em pequeno grupo e algum questionamento por parte da investigadora,
visando que os alunos recordassem as propriedades especificas de alguns quadrilateros
contribuiram para que os mesmos superassem as dificuldades sentidas na construcdo dos
mesmos. Observou-se tal como no estudo de Junqueira que a maior parte das construgdes
feitas pelos alunos eram exemplos prototipos dos casos particulares de quadrilateros. Os

alunos consideravam essas construgdes mais faceis de representar e de identificar.
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French (2004) salienta a dificuldade na interpretacdo de desenhos bidimensionais de objetos
tridimensionais. Os dados analisados no presente trabalho confirmam esta ideia, indicando
que a percecdo e interpretacdo de representacdes planas de objetos tridimensionais se
revestem de dificuldade para os alunos. As alunas do grupo I ndo conseguiam formar na sua
mente uma imagem tridimensional da stella, através da observa¢do da sua representacdo
plana. Isto pela dificuldade em: (i) percecionar o tipo de sélidos que compdem a stella e (ii)
compreender as partes ocultas da representagao plana. O primeiro ponto envolveu momentos
de muita discussdo entre as alunas, varias ideias foram defendidas e varios argumentos
apresentados. Esta discussdo e algum questionamento por parte da investigadora contribuiram
para que as alunas conseguissem ultrapassar esta dificuldade. A dificuldade em compreender
as partes ocultas da representacdo plana da stella foi mais féacil de ultrapassar, as
contribuicdes, sobretudo de Francisca ajudaram as colegas a entender a informagao do aspeto
visual correspondente & parte oculta da representacdo bidimensional da stella e desta forma,

formar uma imagem tridimensional deste sélido.

A percegao visual e interpretacao dos soélidos correspondentes ao espago compreendido entre
o cubo e a stella também levantaram dificuldades aos alunos de ambos os grupos. Estas
dificuldades estavam relacionadas com o facto da representagdo plana de objetos
tridimensionais implicar, tal como ¢ salientado por Castro e Castro (1997), a perda de

informagdo correspondente a parte oculta.

A discussdao em grupo e naturalmente algum questionamento por parte da investigadora
concorreram para que estas e outras dificuldades fossem superadas, como de resto ¢
evidenciado pelas opinides dos alunos, quer na entrevista, quer nas fichas de reflexdao
individual sobre as tarefas. Para tal, foi importante: (1) os alunos durante as discussdes em
grupo sentirem a vontade para pedir ajuda aos colegas; (2) os colegas fornecerem explicagdo
que estava a um nivel de elaboragdo que correspondia ao nivel da ajuda necessaria e (3) a
ajuda ser fornecida no momento em que surgia a dificuldade. Os dados recolhidos confirmam
resultados de outras investigacdes que referem que uma metodologia de trabalho em pequeno
grupo propicia um ambiente em que os alunos se sentem mais a vontade para pedir e fornecer
ajuda (Zakaria, Chin & Dual, 2010), podendo assim, concorrer para ultrapassar dificuldades.
E a discussdo no grupo turma apds o trabalho em pequeno grupo ¢ muito vantajosa para a
aprendizagem dos alunos (Carvalho, 2001; Junqueira, 1995, Santos, 2011) proporcionando a

possibilidade de clarificacao e esclarecimento de duvidas.
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Os resultados sugerem que a discussdo em pequeno grupo contribui para a superacdo de
dificuldades em situacdes que envolvem nog¢des geométricas basicas e raciocinios mais
simples para os alunos e que a discussdao em grande grupo se torna fundamental na maior

parte das situagdes, cujos raciocinios se revelam mais complexos.
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Anexo I- Tarefas

Investigacdo com Quadrilateros

Com auxilio do software “The Geometer’s Sketchpad’, construam um quadrildtero a vossa
escolha. Marquem o ponto médio de cada um dos lados do quadrilatero que construiram e, em
seguida, unam os pontos médios de lados consecutivos de modo a obter outro quadrilatero.

1. Que tipo de quadrilatero obtiveram? Provem a vossa conjetura.

2. Estabelegam relacdes entre o quadrilatero inicial e o quadrilatero que obtiveram unindo os
pontos médios dos lados consecutivos do quadrilatero inicial.

3. Investiguem agora o que acontece se o quadrilatero inicial for um paralelogramo
obliquangulo? Um quadrado? Um losango? Um retangulo? Um trapézio? Um papagaio?

Formulem e validem as vossas conjeturas.

A Stella octangula

1. Num cubo podemos considerar uma diagonal em cada face, de modo que as 6 diagonais
representadas concorram sé em 4 vértices do cubo. Esses segmentos sdo as arestas de um
novo poliedro. De que poliedro se trata? Justifiquem a vossa conjetura.

Sugestio: Construam o novo poliedro com auxilio do software Cabri 3D.

2. Se na mesma construgdo representarmos da mesma forma as restantes diagonais faciais do

cubo obtemos a stella octangula, como mostra a figura seguinte.

2.1. Observem a figura e identifiquem o poliedro que se obtém pela interseccdo dos dois
solidos que podem ser construidos a partir das diagonais faciais do cubo nas condi¢des da
questao 1. Justifiquem.

2.2. Estabelecam relagdes entre o s6lido ABCD da figura, a stella octangula e o cubo
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Anexo II - Guiao da entrevista aos alunos

Sendo uma entrevista semiestruturada, ndo se elabora um conjunto muito preciso de questoes,
sao definidos alguns topicos a abordar:
Opinido sobre a experiéncia e sobre as aulas de Matematica em que foram trabalhadas
as tarefas de exploracdo e investigacao.
Esclarecimento de alguns pontos que suscitaram o interesse da investigadora na
resolucao das tarefas.
Mais especificamente as questoes a colocar sao:
O que acharam das aulas em que foram trabalhadas as tarefas de exploragdo e investigagao?
Que tipo de dificuldades sentiram no trabalho com tarefas de natureza exploratoria e
investigativa?
Gostaram de trabalhar em grupo? Porqué? O facto de trabalharem em grupo ajudou-vos de
alguma forma a superar as dificuldades sentidas?
O trabalho desenvolvido ajudou-vos a comunicar e a argumentar os vossos raciocinios?
Como?

A discussao no grupo turma ajudou-vos a superar dificuldades?
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Anexo III - Ficha de reflexao individual sobre a tarefa

Responde individualmente a cada uma das seguintes questdes:

1. O que aprendeste ao realizares a tarefa?

2. Que dificuldades sentiste?

Chegaste a supera-las? Como?

3. Qual foi o teu contributo para o trabalho de grupo?

Nome: Grupo n.°

Obrigada pela tua colaboragao!
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