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Resumo

A integracdo da calculadora grafica na realizagdo de atividades matematicas faz com que os alunos expressem
muitos dos seus processos ¢ das suas formas de pensar. Como no ensino secundario algumas dessas atividades
sdo realizadas com a calculadora grafica, pretendemos averiguar o contributo deste recurso na promogio da
aprendizagem de modelos continuos nio lineares de alunos do 11.° de Matematica B'. Adotando uma
metodologia qualitativa, recolhemos e analisamos as produgdes escritas dos alunos. No inicio, os alunos tendem
a registar a informagdo que retiram da calculadora sem justificar o que apresentam. A medida que adquirem
habilidade de usar este recurso, tendem a definir a janela de visualizagdo que lhes permite visualizar
representacdes graficas das fungdes que modelam as situagdes problema com que se depararam e relacionar
diferentes menus no estudo de caracteristicas dessas func¢des. Tais procedimentos fazem com que o registo da
informagao que retiram da calculadora seja acompanhado da justificagdo dos seus raciocinios e da valida¢do das
conjeturas que estabelecem.

Palavras-chave: Calculadora grafica; Aprendizagem de modelos continuos ndo lineares; Alunos do 11.° ano de
escolaridade.

Abstract

The integration of the graphing calculator in mathematical activity encourages students to express many of their
processes and ways of thinking. Since some of the activities at the high school level are carried out with the
graphing calculator, we intend to investigate the contribution of this resource to promote the learning of
nonlinear continuous models in the 11th grade. By adopting a qualitative methodology, we collected and
analysed the students’ writing productions. At first, students used to present the information given by the
calculator with no justification. As they acquire skills in the use of this resource, they usually set up the viewing
window in order to visualize the graphical representations of functions that model the problem situation they are
working on and also relate the different existing menus in the study of those functions characteristics. Such
procedures make students to present the data collected in the calculator with a justification of their arguments
and a validation of their conjectures.

Keywords: Graphing Calculator; Learning of nonlinear continuous models; 11th grade students.

' O sistema de ensino portugués engloba 12 anos antes da entrada no ensino superior, assim como a generalidade
dos paises do mundo. Desses anos, os primeiros nove correspondem ao ensino basico e os trés tltimos ao ensino
secundario. Nos té€s anos de ensino secundério, no qual os alunos comegam a ser encaminhados para um grupo
de cursos do ensino superior, os curriculos da disciplina de Matematica divergem, de acordo com os cursos
Cientifico-Humanisticos de Ciéncias e Tecnologias e de Ciéncias Socioecondmicas (Matematica A), Cientifico-
Humanistico de Artes Visuais, Tecnologicos de Construgdo Civil e Edificagdes, Eletrotecnia e Eletronica,
Informatica, Administragdo, Marketing e de Desporto (Matematica B), e de Ciéncias Sociais ¢ Humanas
(Programa de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais (MACS)).
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Introduciao

No acompanhamento da pratica pedagogica de futuros professores de matematica, como
formadores de professores, constatamos que a calculadora grafica ¢ mais utilizada como um
auxiliar de célculos do que na realizacao de atividades de descoberta e de exploragdo. Como a
calculadora ¢ um material didatico de uso obrigatério na aula de matematica do ensino
secundario portugués e atendendo as dificuldades que muitos alunos revelam ter na atividade
matematica, consideramos pertinente tirar partido deste recurso na promocao da
aprendizagem. A nossa intengdo ¢ corroborada pelas recomendagdes metodologicas do
programa do ensino secundario, onde se defende que as estratégias de ensino devem assegurar
atividades em que os alunos “descrevam os raciocinios utilizados e interpretem aquilo que se
lhes apresenta” (Ministério da Educagao, 2001, p. 16). A concretizacdo destas atividades
levou-nos a identificar contributos da utiliza¢do da calculadora grafica na aprendizagem de
modelos continuos nio lineares por alunos do 11.° ano de Matematica B*.

Os principios ¢ métodos de trabalho da disciplina de Matematica concorrem para a
educagao do aluno, contribuindo para o desenvolvimento da sua autonomia ¢ solidariedade,
responsabilidade e consciéncia das relagdes e a sua envolvéncia no meio ambiente em que
vive. A disciplina de Matematica ¢ uma parte imprescindivel da cultura cientifica e
humanistica, preparando o aluno para adquirir flexibilidade em adaptar-se a novas situagoes,
para que se sinta motivado a continuar a sua formacgdo ao longo da vida. Além disso, a
disciplina de Matematica ¢ também de enorme ajuda na constru¢do do didlogo na
comunica¢do com os outros, fornecendo instrumentos de compreensdo, selecdo, avaliagdo e
integracdo das mensagens e o acesso a fontes de conhecimento cientifico. Perante os desafios
de raciocinar e pensar matematicamente e, consequentemente, transmitir as suas ideias, quer
oralmente quer por escrito, os alunos desenvolvem a sua capacidade de argumentacdo
matematica. Em particular, a comunica¢do escrita ajuda os alunos a consolidar o seu
raciocinio, uma vez que os leva a refletir sobre o seu trabalho e a clarificar as suas proprias

ideias acerca dos conceitos desenvolvidos na aula, o que enriquece o seu pensamento quando

* Como na generalidade dos paises, o sistema de ensino portugués, anterior ao ensino superior, engloba 12 anos
de escolaridade. Desses anos de escolaridade, os primeiros nove correspondem ao ensino basico e os trés ultimos
ao ensino secundario. No ensino basico, constituido por trés ciclos: o primeiro de quatro anos e em regime de
monodocéncia; o segundo de dois anos e o terceiro de trés anos, o curriculo da disciplina de Matematica ¢ igual
para todos os alunos. Nos tés anos de ensino secundario, em que os alunos comegam a ser encaminhados para
diferentes cursos, tendo em vista a continuagdo de estudos ou a integracdo na vida ativa, os curriculos da
disciplina de Matemadtica divergem, consoante seguem cursos de Ciéncias e Tecnologias e de Ciéncias
Socioecondmicas (Matematica A), Cursos de Ciéncias Socias e Humanas (Matematica Aplicada as Ciéncias
Sociais) ou Cursos Tecnologicos (Matematica B).
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apresentam os seus métodos de resolu¢do ou quando justificam o seu raciocinio (NCTM,
2007).

A tecnologia, em particular a calculadora grafica, veio mudar a dinamica da aula de
Matematica e a forma de resolver as tarefas matematicas. Segundo Burril (2008), os alunos
com a calculadora grafica podem explorar conceitos matematicos de novas formas e com
maior profundidade, permitindo estabelecer ligagdes entre as vdarias representacdes (grafica,
numérica e algébrica). Importa que os alunos transcrevam estas representacdes de forma
adequada, aliando a tecnologia a comunicagdo, em particular a comunica¢ao escrita. Os
alunos ao transcreverem para o caderno o que retiram da calculadora, juntamente com a
devida justifica¢do, desenvolvem a capacidade de comunicar claramente o seu raciocinio
matematico, considerada uma competéncia essencial (Ball, 2003). Colocar uma ideia no papel
requer uma reflex@o cuidadosa e atenta, ajudando a aprender e a reter os conceitos explorados.

Desde que foi introduzida nos programas de Matematica, em 1997, a calculadora ¢ um
dos recursos tecnologicos mais utilizado nas aulas. Com a evolugdo da tecnologia, os alunos
possuem calculadoras cada vez mais poderosas e com mais funcionalidades. Segundo
Anderson et al. (1999), a calculadora veio mudar a dinamica da aula de matematica e a forma
de resolver problemas, visto que, “tradicionalmente, tanto a formulacdo do problema
matematico como a interpretacdo da solu¢do eram vistos pelos professores com menor
importancia em comparagdo com o processo de resolu¢do do problema” (p. 498). Para estes
autores, com a ajuda da calculadora na resolu¢do de problemas, os alunos tém mais
possibilidades de desenvolver capacidades cognitivas elevadas. Significa isso, tal como
defendem Fernandes e Vaz (1998), que “a simplificacdo do calculo permite mais tempo para
explorar atividades matemadticas mais profundas e significativas” (p. 44).

Ball e Stacey (2003) defendem que usar a calculadora na sala de aula exige uma atencao
cuidada sobre o que constitui um bom registo escrito, fornecendo novas oportunidades na
resolucdo de problemas. Para auxiliar alunos e professores a alterar a natureza dos registos
escritos que elaboram, com base na calculadora grafica, estas autoras apresentam as seguintes
diretrizes: (i) anotar todo o raciocinio (R); (ii) anotar toda a informagdo envolvida (I),
incluindo a sintaxe da calculadora; (iii) certificar que o plano a seguir ¢ claro (P); e (iv)
selecionar a informagdo (A), pois nem todos os passos intermédios sdo necessarios. Estas
diretrizes, designadas pelo acronimo RIPA, permitem organizar a atividade do aluno com a

calculadora grafica na aula de matematica.
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Modelos continuos nio lineares no curriculo de Matematica

A disciplina de Matematica B, embora permita também o prosseguimento de estudos,
faz parte dos cursos mais orientados para a vida ativa, apresenta uma natureza mais pratica e
tem uma duragao bienal no curso de Artes Visuais, que € o curso a que pertenciam os alunos
que participaram no presente estudo. Segundo o programa de Matematica B, de um modo
geral, a Matematica ¢ indissocidvel da cultura cientifica e humanistica, impulsionando os
alunos a fazerem escolhas profissionais, a adaptarem-se a mudancas tecnoldgicas e
fornecendo-lhes estratégias que os motivam a continuar a sua formagdo ao longo da vida. E
também um contributo essencial na constru¢do do discurso através do qual os alunos
comunicam entre si, bem como fornecendo “instrumentos de compreensdo mais profunda,
facilitando a sele¢do, avaliacdo e integracdo de mensagens necessdrias e Uteis, a0 mesmo
tempo que fornece acesso a fontes de conhecimento cientifico a ser mobilizado sempre que
necessario” (Ministério da Educagdo, 2001, p. 3). Para a concretizagdo destas competéncias
muito contribuem as tarefas de modelagdo (Ponte, 2005) que sdo também uma preocupacao
do Programa de Matematica B, tal como podemos constatar no quadro dos objetivos e das

competéncias gerais, uma vez que

constituem tanto a metodologia de trabalho privilegiada na construgdo dos conceitos matematicos
como uma competéncia a desenvolver que ¢ imprescindivel para estudantes que vao enfrentar no
seu trabalho profissional problemas concretos muito variados e terdo de saber selecionar as
ferramentas matematicas relevantes para cada situagdo. (Ministério da Educacdo, 2001, p. 16).

O aluno devera, entdo, ser capaz de utilizar a Matematica na interpretacdo do real,
através da analise de uma determinada situagdo do seu dia-a-dia, escolhendo estratégias de
resolugdo, criando ou selecionando um modelo que se ajuste a situacdo em questdo. Esse
modelo ird constituir “uma representacdo duma dada situacdo, através de objetos, relagdes e
estruturas com que se procura descrever os elementos considerados fundamentais dessa
situagdo, a0 mesmo tempo que se ignoram deliberadamente os elementos tidos como
secundarios” (Ponte, 1990, p.5).

Em particular, o Programa de Matematica B defende o estudo de trés modelos, que
fazem parte da tematica Modelos Continuos Ndo Lineares: (1) Exponencial, que pode ser
introduzido para resolver problemas de evolugdo das populacdes, poluicdo, temperaturas,
drogas no sangue, materiais radioativos, entre outros; (ii) Logaritmico, usado em tarefas de,
por exemplo, medi¢do da intensidade de um sismo, intensidade de um dado som, medicao de
PH; e (ii1) Logistico, que se trata de um modelo mais realista da evolucdo do crescimento

populacional. Deste modo, pretende-se que os alunos sejam capazes de reconhecer e dar
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exemplos de situagdes em que os modelos exponenciais sejam aplicados com eficacia; usar
propriedades das exponenciais; usar as calculadoras graficas para encontrar valores ou
representar graficos que respondam a possiveis mudancas nos parametros; predizer e
interpretar o grafico de uma funcao; descrever regularidades; obter formas equivalentes de
expressdes exponenciais; definir o nimero de Neper e o logaritmo natural de um ntimero; e
resolver equacdes simples usando exponenciais e logaritmos, no contexto da resolugdo de
problemas, fazendo também apelo ao recurso as tecnologias, a capacidade de resolugao de
problemas, as atividades investigativas ou de modelagdo matematica com vista a

concretizagao de aprendizagens significativas (Ministério da Educagdo, 2001).

A calculadora grafica na aula de matematica

A utilizacdo da tecnologia na aula de matematica tem como objetivo favorecer uma
aprendizagem mais profunda, pois permite uma abordagem mais indutiva da Matematica e o
desenvolvimento das suas aplicacdes (Fernandes & Vaz, 1998). A tecnologia deve ser
utilizada ndo com o intuito de substituir a compreensao ¢ intuigdo mas sim com o papel de
estimula-las, com a finalidade de enriquecer a aprendizagem matematica dos alunos (NCTM,
2007). A este respeito, Fernandes, Alves, Viseu e Lacaz (2006), a partir da analise dos

programas de Matematica do ensino secundario, concluiram que:

Todos os usos da tecnologia referidos [nos programas] relevam uma abordagem indutiva e
experimental da matematica, perspectivando-se a sua utilizagdo nos momentos de introducdo,
consolida¢do e aprofundamento de conceitos. Na fase de introdugdo, enfatiza-se uma abordagem
intuitiva geradora de regularidades, padrdes e ideias; na fase de consolidagdo, destacam-se as
possibilidades da tecnologia na exploracdo de exemplos e como ferramenta de apoio a resolugdo
de problemas; e, finalmente, na fase de aprofundamento, abordam-se novas questdes surgidas nos
dois momentos anteriores. (p.325)

De acordo com o programa de Matematica B, “ndo € possivel atingir os objetivos gerais
e competéncias deste programa sem recorrer a dimensao grafica, e essa dimensdo sO €
plenamente atingida quando os estudantes tragam uma grande quantidade e variedade de
graficos com apoio de tecnologia adequada” (Ministério da Educacdo, 2001, p. 14). Segundo
ainda este documento, as calculadoras graficas sdo ferramentas que se utilizam com mais
frequéncia e devem ser entendidas como potenciadores do espirito de pesquisa do aluno e nao
sO usada para efetuar meros célculos. O programa de Matematica B menciona, também, como
vantagens a abordagem numérica de problemas, a modelag¢do, a simula¢do e resolugdo de
situagdes problematicas e a investigagdo e exploragdo de relagcdes entre diferentes

representacdes para uma situacdo problematica, entre outras. Almeida e Oliveira (2009), num
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estudo sobre o uso da calculadora grafica no ensino de fungdes, concluem que a possibilidade
que a calculadora oferece de visualizar o efeito da mudanga de pardmetros no grafico de uma
funcdo faz com que os alunos possam percecionar “a matematica de uma forma dinamica,
para seu entendimento conceptual da algebra como meio de representacdo e para o
desenvolvimento da capacidade de estabelecerem conexdes entre a expressdo analitica e a
representacdo grafica de uma fungao” (p. 112).

Para Ponte et al. (1997), utilizar a calculadora grafica durante a resolucao de tarefas ¢
uma forma de estimular os alunos a formar conjeturas e a desenvolver a capacidade de
investigar e desenvolver raciocinios ¢ argumentos. No entanto, a tecnologia s6 por si nao
substitui o professor de matematica. Ela pode ser utilizada de forma eficaz ou ndo, tudo
dependendo do professor e da forma como este a utiliza. Nas atividades de aprendizagem,
Waits ¢ Demana (1994) referem trés formas de integrar a calculadora no ensino da
matematica: (1) comecar por resolver um exercicio ou problema com papel e lapis e,
seguidamente, utilizar a calculadora para verificar a resolu¢do; (2) comegar por resolver um
exercicio ou problema com a calculadora e, depois, confirmar ou completa-lo com papel e
lapis; e (3) resolver um exercicio ou problema apenas com a calculadora, pois a sua resolugao
através de outros meios ¢ impraticavel ou mesmo impossivel. Deste modo, o uso da
calculadora deve ser integrado nas aulas tanto para confirmar resultados como para gerar
ideias a serem provadas por processos analiticos e para efetuar calculos e representacdes que
de outra forma seriam impossiveis ou muito morosos.

O professor desempenha um papel importante no uso da calculadora, evitando que os
alunos se tornem dependentes da sua utilizagdo. E da sua responsabilidade que seja feita uma
utilizacao inteligente da calculadora gréafica, tendo para isso que planificar as tarefas de forma
adequada ao seu uso e para que seja o aluno a decidir se deve ou ndo utilizar a calculadora
nessas mesmas tarefas (Burril et al., 2002). As calculadoras vieram proporcionar um novo
tipo de tarefas, questdes e estratégias de ensino e aprendizagem a desenvolver dentro da sala
de aula (Dunham & Dick, 1994). Com o tempo, os alunos habituam-se a tirar o devido partido
das calculadoras graficas, o que, segundo Ruthven (1993), aumenta a sua confianca em
explora-la nas atividades que realizam. Quando comecam a utilizar a calculadora gréfica, a
autora considera que os alunos a veem como uma forma automatica de realizar um conjunto
limitado de procedimentos, tais como determinar valores de funcdes ou representa-las
graficamente. O aumento de confianca na sua utiliza¢do pode, contudo, dar origem a novas

utilizagdes, a mais promissora das quais € o recurso ao método de tentativa e erro. Com efeito,
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embora este método tenha limitagdes, constitui uma forma de os alunos abordarem problemas
que de outro modo estariam para além das suas possibilidades. A autora ¢ apologista de que o
poder da calculadora gréfica reside na possibilidade de facilitar uma abordagem na sala de
aula onde, inicialmente, as relacdes matematicas sdo exploradas através da sua representagcao
numérica ou grafica de casos particulares. Ruthven (1993) tem reservas sobre o tipo de ensino
que se baseia fortemente na representagdo simbolica, porque essa abordagem tende a separar
o argumento matematico do seu contexto original e o enfoque passa a ser o simbolo como

objeto em si mesmo.

Metodologia de investigacio

Com este estudo pretendemos identificar contributos da utilizacdo da calculadora grafica na
aprendizagem de modelos continuos ndo lineares por alunos do 11.° ano de Matematica B. Foi
nesta tematica que uma futura professora, que ¢ um dos autores do artigo, desenvolveu a sua
pratica pedagogica supervisionada. Nas suas estratégias de ensino, os topicos dos modelos
ndo lineares (traduzidos pelas fungdes exponencial, logaritmica e logistica) foram estudados a
partir de tarefas que implicavam, na maior parte delas, a utilizagdo da calculadora grafica.
Esta experiéncia decorreu durante 15 aulas. Atendendo a natureza do objetivo delineado,
adotamos uma abordagem qualitativa e interpretativa na procura de compreender a atividade
dos alunos na resolucdo de tarefas em contexto de sala de aula (Bogdan & Biklen, 1994).
Com esta finalidade, os dados foram recolhidos através dos registos escritos que os alunos
produziram, em pares, na resolucao das tarefas propostas com recurso a calculadora grafica.

A turma onde se realizou esta experiéncia era do 11.° ano de Matematica B, do curso de Artes
Visuais, composta por 16 alunos, 5 rapazes e 11 raparigas, com média de idades de,
aproximadamente, 16 anos. Em relacdo as preferéncias referidas pelos alunos, a maior parte
mencionou que a disciplina de Desenho era uma das suas disciplinas favoritas; apenas trés
referiram Matematica como uma das disciplinas favoritas e nove referiram que a Matematica
era a disciplina de que menos gostavam, pois era nela que sentiam maiores dificuldades.
Considerando o desempenho dos alunos, numa escala de zero a 20 valores, a classificagdao
média no final do ano letivo foi de, aproximadamente, 13 valores, tendo quatro alunos obtido
uma classificagdo negativa (inferior a 10 valores). Em termos de comportamento e
participacdo, a turma era composta por alunos ativos e participativos, que nao tinham
qualquer problema em expor as suas dificuldades e receios, embora em algumas aulas fosse
dificil envolvé-los nas atividades ja que se distraiam muito facilmente.

Para evidenciar a atividade dos alunos a partir da utilizagdo da calculadora gréafica, a

informacao recolhida ¢ analisada e apresentada segundo as seguintes categorias, adaptadas de
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Ball e Stacey (2003) e ja antes referidas: (i) Informagdo que os alunos escrevem quando
recorrem a calculadora (esbogo de graficos sem qualquer justificagdo); (ii) Estratégias de
utilizacao da calculadora grafica (definicdo da janela de visualizacao e relagdo entre diferentes
menus da calculadora gréfica); e (iii) Raciocinio (verbalizagdo, apresentacdo e registo de

raciocinios, formulagdo de generalizagdes e validagao de conjeturas).

Analise de resultados
A caracterizacdo da utilizacao da calculadora gréafica na aprendizagem de modelos continuos
ndo lineares ¢ organizada a partir das trés categorias antes referidas, que sdo estudadas na

exploragdo de varias tarefas pelos alunos.

Informacao
Na perspetiva de Stacey e Ball (2003), a categoria informagdo refere-se a verificar se o aluno
usa notacdo matematica em vez de sintaxe da calculadora grafica nas suas respostas e se
ilustra a informagao com graficos e tabelas sem apresentar qualquer justificacdo. Inicialmente,
os alunos recorrem a nota¢do matemadtica sem fazer referéncia a linguagem da calculadora.
Por exemplo, os alunos registam o esboco grafico de uma dada fungdo sem referir os
comandos que lhes permitem editar a expressdo no menu de fungdes. Na fase de introducao
dos modelos continuos nao lineares, os alunos ndo tinham conhecimento de qualquer um dos
modelos estudados. Para evidenciar esta atividade, os alunos resolveram a seguinte tarefa:

Um jovem agricultor tem uma estufa onde produz alfaces todo o ano. No interior da estufa

ha um sistema computorizado que permite controlar a temperatura ¢ a humidade relativa

do ar. Sejam f e gas fungdes que, num determinado dia, relacionam a temperatura em

graus Celsius com a hora do dia, respetivamente no interior e no exterior da estufa:

100 —
100y cage gym6e 3200 cn
(t—10)"+20 t~=20t+110

f()=10+
A amplitude térmica, num dado intervalo de tempo, ¢ dada pela diferenca entre as
temperaturas maxima e minima nesse intervalo de tempo. Mostra que a amplitude térmica
no exterior da estufa, no dia a que se refere a informacao dada, foi inferior a 15°C.
Na tua resposta deves apresentar:
e A temperatura minima, arredondada as milésimas

e A temperatura maxima, arredondada as milésimas

e A amplitude térmica, arredondada as centésimas.
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No texto da tarefa estd explicito a atencao a ter na representacdo do grafico da fungdo
através da consideracdo do seu dominio, como comprova o registo efetuado por um par de
alunos.

Figura 1: Representagdo grafica sem informagao escrita na resposta (P7).

T 1 T ]
] S O ) T |_1‘ I

Os alunos transcreveram o grafico para o papel tendo em conta o dominio apresentado,
delimitando o esbogo gréfico, o que se traduziu no cuidado de ndo incluir valores negativos e
de ndo prolongar esse esbogo para além do limite superior dos valores considerados, valores
que a variavel ¢ poderia assumir. No entanto, apenas apresentam o grafico indicando qual o
valor minimo € maximo e ndo retiram mais informag¢do da calculadora para poderem
responder a questdo formulada.

Outro exemplo em que alguns alunos transcrevem para o papel a representagdo grafica
de uma funcdo obtida na calculadora gréafica, que representa a situagdo-problema, sem

responder a tarefa proposta, verificou-se no estudo da concentragao de um farmaco no sangue:

Admite que a concentracdo do farmaco “Saratex”, em miligramas por litro de sangue, ¢
horas ap6s a administragio a um doente, ¢ dada pela expressdo C(f) =¢x1,057 . Durante

quanto tempo a concentracao do farmaco no sangue € superior ou igual a 2,5 miligramas
por litro?

Figura 2: Representagdo grafica sem resposta escrita (P2).
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Nesta resolugdo, o par P2 reproduziu o grafico na folha, indicando os pontos da
intersegdo dos graficos das fungdes y, =2,5 € y, =xx1,05>", mas ndo apresentou qualquer
justificacdo ou explicagdo. Este tipo de situagdes, em que apenas ¢ apresentada a

representacdo grafica sem dar a resposta a tarefa, aconteceu mais nas primeiras aulas. Com o

habito de utilizarem a calculadora grafica e, sobretudo, de registar e interpretar o méximo de
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informacdo que podiam dela retirar, os alunos comecgaram a aperceber-se da importancia da

estratégia que delineavam no ato de recorrer a calculadora.

Estratégias de utilizacao da calculadora grafica

Para além da informacgao que retira da calculadora, ao nivel da representacao grafica, o
aluno tem que ser capaz de definir corretamente a janela de visualizacdo e relacionar
diferentes menus da calculadora grafica.
Definicao da janela de visualizagdo. Quanto a defini¢do da janela de visualizagdo, na
resolugdo de tarefas, principalmente tarefas de contexto real, ha que atender ao
‘comportamento’ da fun¢do representada pela expressao que modela a situagdo dada para ser
devidamente apresentada na calculadora grafica, o que interessa no contexto do problema e
como se transcreve essa informacdo. Os alunos manifestam cuidado em designar as variaveis
dos eixos cartesianos, mas tendem a considerar as letras que sdo consideradas na calculadora

grafica, xe y, e ndo as variaveis que contextualizam o problema, como ilustra o registo que

os alunos efetuaram na resolu¢do de um problema aquando do estudo da funcdo logaritmica e
da fungao logaritmica como inversa da fun¢do exponencial (Figura 3):

Um estudo experimental sobre uma determinada espécie vegetal iniciou-se com 500
exemplares, sendo feito o acompanhamento da evolucdo ao longo dos anos. O nimero de
exemplares existentes, passados ¢ anos do inicio da experiéncia, ¢ dado pelo modelo:
E(t)=500x¢e"*".

Na resolucdo das questdes seguintes, utiliza dois processos: representagdes graficas e
logaritmos. Os resultados devem ser dados em anos e meses e os meses arredondados as
unidades.

O estudo ¢ dado como concluido quando o niimero de exemplares atingir 10000. Qual € o
tempo previsto para a realizagdo deste estudo?

Figura 3: Resolucgdo grafica e analitica da questio proposta (P3).
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Na modelagdo do niimero de exemplares da espécie vegetal ao longo de uma
experiéncia, esperava-se que os alunos indicassem o tempo (¢) previsto para se atingir os 10

000 exemplares (correspondentes a FE(f)). Nesta resolugdo, constata-se que os alunos

recorreram aos dois processos, tal como era pedido. Na resolug¢do grafica, representaram os
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esbogos graficos das duas fungdes y, =10000 e y, =500xe™*" e, de seguida, determinaram o

ponto de intersecdo desses graficos para responderem a questdo formulada. Porém, na
transcri¢do da informacdo da calculadora para o papel, os alunos ndo atenderam ao contexto
do problema, visto que ndo restringem o dominio da func¢do na janela de visualizacao (que
também nao ¢ apresentada) de modo a ndo se considerarem tempos negativos. Este problema
ja ndo acontece na resolugdo analitica porque a solugdo encontrada insere-se no dominio de
validade da condigdo formulada.

A medida que os alunos adquirem habilidade em trabalhar com a calculadora,
apercebem-se da importancia de considerar uma janela de visualizagdo que se adequa ao

contexto do problema, como exemplifica a resolucao dos alunos a seguinte tarefa:

A quantidade Q de cafeina num individuo, ¢ horas ap6s a ingestdo da mesma, ¢ dada pela
expressdo Q =0, xa'. Um individuo tomou uma chdvena de café que contém 80mg de

cafeina. Sabe-se que o tempo de semivida da cafeina no organismo ¢ de,
aproximadamente, 4 horas.

Informagdo suplementar: A semivida de uma substancia cuja quantidade decresce é o
tempo necessario para que essa quantidade passe a metade. Admite que para valores
inferiores a 15mg de cafeina no organismo a mesma deixa de exercer efeitos estimulantes.
Determina graficamente, recorrendo a calculadora, o periodo de tempo em que a cafeina
funcionou como estimulante. Apresenta o resultado em horas e minutos (os minutos
arredondados as unidades).

Figura 4: Esbogo grafico que traduz o momento em que a cafeina deixa de exercer efeitos (P5).
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Nesta resolucdo, os alunos tiveram em conta o dominio da fun¢do segundo o contexto
do problema: a variavel independente ¢ o tempo (¢), logo ndo consideraram o semieixo

negativo Ox, e a variavel dependente ¢ a quantidade de cafeina presente no organismo de um
individuo passado o tempo ¢t (Q(¢)), ndo fazendo também sentido considerar o semieixo
negativo Oy . Atendendo a estas caracteristicas, os alunos indicaram a janela de visualizagado
que utilizaram, embora num formato que ndo ¢ usual (trocaram os parénteses retos por
curvos), o que permite ao professor ou aos seus colegas reproduzir o mesmo esboco grafico.
Como era pedido o periodo de tempo em que a cafeina funciona como estimulante, sabendo

que esta deixa de exercer esse efeito para valores inferiores a 15mg de cafeina, os alunos
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t
representaram graficamente as fungdes y, =15 e y, =80x2 #para determinar o ponto de

interse¢do dos respetivos graficos. Nesta representacdo, a maior parte dos alunos definiu uma
janela de visualizacdao que lhes permitiu interpretar e responder a questao colocada.

Relacionar os diferentes menus. Com a calculadora gréfica, os alunos tém acesso a diferentes
menus, tais como de estatistica, calculo, grafico, tabela e dinamico. Na resolu¢ao de algumas
tarefas propostas, os alunos poderiam recorrer ao menu grafico e ao menu tabela. Nem sempre
foi preciso recorrer simultanecamente a estes dois menus, o que sé aconteceu em funcdo da
natureza da tarefa proposta. Por exemplo, no estudo do nimero de Neper importava que os
alunos estabelecessem conexdes entre a informacdo expressa quer pelo menu grafico quer
pelo menu tabela para compreenderem como se obtém este nimero. Para tal, foi proposta a

seguinte tarefa:

A Maria depositou 6000€ num banco a taxa anual de 10% de juros. O banco pratica
capitalizagdes (numero de vezes que os juros sdao acrescentados ao capital, ao longo do
ano) variaveis: anual, semestral, trimestral, mensal e diaria. Analisa 0 que acontece se a
Maria pudesse optar por uma capitalizagao a todo o instante.

Figura 5: Relacdo entre diferentes menus da calculadora grafica (P4).
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Os alunos puderam assim determmar atraves do confronto entre os valores da tabela e
a visualizacdo da representacdo grafica da situacdo, o fator de capitalizagdo do dinheiro
depositado no banco a todo o instante. Neste registo, os alunos indicam as varidveis nos eixos,

novamente xe », mas nao tracam a assintota horizontal porque a calculadora nao lhes

fornece essa informacgdo. Por outro lado, ao tragar o esbo¢o do grafico a partir da origem nao
consideram que o zero ndo faz parte do dominio da fun¢do. Quando se atribui a variavel
independente valores na vizinhanca de zero, a sua direita, a fung¢do tende para valores
proximo de 6000 e nao de zero. Este lapso registado pelos alunos deveu-se ao facto de na
janela de visualizagdo que consideraram ndo ser possivel ‘ver’ o eixo das abcissas. Ao
transporem a informagdo da calculadora para o papel ndo revelaram capacidade critica para

confrontar o esbo¢o obtido com o comportamento dos valores expressos na tabela.
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A discussdo da tarefa permitiu introduzir o niimero de Neper através da visualizag@o
do comportamento do grafico da sucessao (1+%)", dos valores expressos na tabela e do

enquadramento dos termos da sucessao, como mostra o seguinte registo efetuado por um par
de alunos:
Figura 6: Introducdo do numero de Neper (P4).
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Nesta resolugdo, os alunos usaram trés tipos de representagdo (grafica, tabular e

analitica). Na tabela, os alunos aperceberam-se de que a medida que o valor de n aumenta, os
termos da sucessdo aproximam-se de 2,7. No grafico, ndo apresentaram as variaveis dos eixos
nem a assintota horizontal. A associagdo da informagdo presente nestas duas representagdes
levou os alunos a registarem que a sucessdo € estritamente crescente, logo o conjunto dos seus
termos ¢ minorado pelo primeiro, determinado erradamente na tabela, e majorado pelo limite
dos termos da sucessao.

Noutras situacdes, os alunos recorreram a outros menus, como, por exemplo, aos
menus grafico e estatistico, na resolucdo de uma tarefa que tratava do crescimento
populacional no mundo entre os anos de 1900 e 2000 (inclusive).

A populagao mundial, desde 1900 até 2000, evolui segundo os valores da tabela abaixo:

Ano Nuimero de pessoas (em milhares de milhdes)
1900 1,65
1910 1,75
1920 1,86
1930 2,07
1940 2,30
1950 2,56
1960 3,04
1970 3,71
1980 4,45
1990 5,28
2000 6,08

Admite que a variavel independente designa o niimero de anos ap6ds 1900. Estima a populacao

mundial para 2010.

Determina a expressdo de uma fungdo que se ajuste aos dados da tabela, percorrendo as

seguintes etapas:

— Considera o ano de 1900 como o ano zero (0), o ano 1910 como o ano dez (10), e assim
sucessivamente até ao ano de 2000 como o ano cem (100);

— Escreve essa expressdo (apresenta os valores numéricos envolvidos na expressao e
fornecidos pela calculadora, com quatro casas decimais);

— Usando essa expressdo, estima a populagdo mundial para 2010 (apresenta o resultado em
milhares de milhdes de habitantes, arredondado as centésimas).
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Depois da introducdo dos dados em listas estatisticas, os alunos teriam de recorrer ao
menu estatistico da calculadora grafica, tendo em aten¢do que o ano 1900 correspondia ao ano
zero, o ano 1910 ao ano 1 e assim sucessivamente. Como o comportamento da nuvem de
pontos dava a entender que o grafico seria de uma fungdo exponencial, alguns alunos
ponderaram que poderia traduzir uma fungdo logistica, assunto que foi tratado na aula
anterior. Apos a clarificagdo no grupo turma acerca do melhor modelo de ajustamento aos
dados representados, os alunos registaram a informagao que retiraram do menu grafico e do

menu estatistico, como mostra a seguinte resolu¢ao de um par de alunos:

Figura 7: Relacdo entre os menus grafico e estatistico da calculadora grafica (P5).
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Os alunos voltam a representar as varidveis com as letras xe y nos eixos, apesar de

fazerem referéncia ao ano e ao numero de pessoas. Em geral, os alunos tendem a indicar as

letras x e )y para representar as variaveis no sistema de eixos cartesiano, em vez de

considerar as letras que contextualizam o problema em questdo, o que pode ser consequéncia
da calculadora grafica, uma vez que sdo essas as letras que aparecem no menu de edi¢dao das
expressoes que representam fungdes na calculadora. Compete aos alunos fazerem essa
conversdo, os quais, geralmente, mostraram ter essa percecdo quando raciocinaram sobre as

atividades que desenvolveram na sala de aula, sobretudo quando recorreram a calculadora

grafica.

Raciocinio

A utilizagdo da calculadora grafica impele o aluno a verbalizar, apresentar e registar os seus
raciocinios e a formular generalizagdes e validar conjeturas.

Verbalizar, apresentar e registar raciocinios. Relativamente a forma como o aluno da a
conhecer o seu raciocinio no que regista no papel, destacam-se dois procedimentos: (i)

recorrer somente a verbalizacdo para explicar o seu pensamento sobre a interpretacdo da

informacao que retira do grafico representado na calculadora; e (i) registar simultaneamente a
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representacdo grafica da calculadora e a verbalizacdo de como interpreta a informacao. Estes
procedimentos verificaram-se, por exemplo, na resolu¢ao de dois pares de alunos a seguinte

tarefa:

No inicio de 1972, havia quatrocentos lobos num determinado parque natural. As medidas
de protecdo fizeram com que o referido nimero aumentasse continuamente. Os recursos
do parque permitem que o niimero de lobos cresga até bastante perto de um milhar, ndo
permitindo que este valor seja ultrapassado.

Nestas condigdes, apenas uma das expressoes seguintes pode definir a fungdo P que da o
numero aproximado de lobos existentes no parque natural, ¢ anos apds o inicio das
medidas de protecao:

600(° -1

(A) 100(5)5 (B) 10000 < (C) —1200 (D) 1000- 509 =1)
1+e Ut 141,50 91 1+2¢7¢ el

Qual ¢ a expressao correta? Numa composi¢ao, com cerca de dez linhas, explica as razoes

que te levam a rejeitar as outras trés expressoes (apresenta trés razdes diferentes, uma por
cada expressao rejeitada).

Na resolugdo desta tarefa, houve alunos que recorreram a representacdo grafica de
cada uma das fungdes, aliada a informacdo que ¢ fornecida no enunciado, para justificar as

razdes que os levaram a rejeitar cada uma das expressoes.

Figura 8: Resposta dos alunos sem grafico (P5).
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No registo escrito do par P5, os alunos analisaram o numero de lobos no instante
inicial, rejeitando assim as opgdes A e D. Para decidir entre as opgdes C e B determinaram a
assintota horizontal, o que lhes permitiu verificar que o grafico da expressdao C ultrapassa o
milhar de lobos estipulado. Neste caso, recorreram a calculadora, mas sem transcrever o
esboco do grafico, ndo tendo também apresentado justificagdes diferentes para cada expressao
como era pedido. Outros alunos recorreram simultaneamente a representa¢do grafica e a
verbalizagdo das suas justificacdes para dar a conhecer os seus raciocinios, como

exemplificam os registos elaborados pelo par de alunos P7 (Figura 9).
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Figura 9: Representagdo grafica com justificagido (P7).
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Nesta resolucdo, o par representou graficamente as quatro expressoes € s6 depois tirou
conclusdes, indicando a opg¢do correta € um motivo para rejeitar as restantes. Relativamente
aos graficos, denota-se algum rigor dos alunos na representacdo, tendo em conta o dominio da
funcao, a assintota dos graficos de cada uma das fungdes e a indicacdo das varidveis nos eixos
segundo a contextualizacdo do problema. Na justificagio que os alunos escreveram,
apresentam um motivo para rejeitar cada um das opcdes incorretas.

Formular generalizacoes e validar conjeturas. Quando os alunos encontram um modelo para
uma dada situacdo, t€ém de ver se ¢ o que melhor se adequa, analisando, por exemplo, o
coeficiente de correlagdo, como se verificou na resolucdo da seguinte tarefa:

Num estudo realizado em Portugal sobre o niumero de infetados pelo virus da SIDA, efetuou-se
a primeira recolha de dados no ano de 1988. A tabela seguinte apresenta os dados relativos ao
numero de infetados pelo virus da SIDA em Portugal entre 1988 e 1996.

Anos N° de infetados

1988 522
1989 891
1990 1389
1991 2032
1992 2934
1993 3940
1994 5189
1995 6764
1996 8789

Representa graficamente os dados e analisa a evolugdo do niimero de pessoas infetadas ao
longo deste periodo de tempo. Que modelo melhor se ajusta aos dados registados?
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Nesta situagao-problema, os alunos teriam de recorrer ao menu de estatistica, inserir os

dados nas listas, considerando o ano 1988 como sendo o ano 0, o ano 1989 como sendo o ano

1 e assim sucessivamente,

e obter o diagrama de dispersdo. Analisando a representacdo

grafica, os alunos conseguiriam ter uma ideia de qual seria o melhor modelo de ajustamento.

Os alunos introduziram os dados nas listas estatisticas da calculadora gréfica,

recorreram ao modelo exponencial, afirmando que o coeficiente de correlagdo estd muito

proximo de um, sendo, por isso, um bom modelo para os dados apresentados (Figura 10).

Figura 10: Ajustamento do modelo exponencial aos dados (P1).
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Contudo, outros alunos experimentaram outros modelos, recorrendo novamente ao

valor do coeficiente de correlacdo ou mesmo ao facto de a curva passar por todos os pontos

para validar o modelo exponencial como sendo o que melhor se ajusta aos dados. Com base

nestes resultados, os alunos acrescentaram mais dados a lista e procuraram ver se 0 mesmo

modelo se adequava aos novos dados. Ao acrescentarem os dados na lista da calculadora

gréafica, a nuvem de pontos foi alterada, como se observa no registo do par P1 (Figura 11).

Figura 11: Ajustamento do modelo logistico aos novos dados (P1).
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Apesar de o coeficiente de correlacdo continuar préximo de um, o esbogo do grafico

ndo passa em todos os pontos. Tentaram, entdo, o modelo logistico, tragaram o grafico e
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verificaram que passava em todos os pontos. Deste modo, validaram o modelo e

consideraram-no como sendo o que melhor se ajusta a estes novos dados.

Conclusoes

Da analise e interpretagdo dos dados recolhidos, constata-se que os alunos recorrem a
calculadora grafica para transcrever para o papel informagdo, estratégias de utilizacdo da
calculadora e expressar o seu raciocinio. Relativamente a informagdo que retiram da
calculadora, os alunos registam sobretudo os esbogos graficos de modelos continuos nao
lineares estudados sem qualquer verbalizagdo escrita. Trata-se de um primeiro nivel de
utilizagdo deste recurso, meramente instrumental, sobretudo quando as expressdes que
definem as fungdes ndo sdo familiares aos alunos. Como referem Waits ¢ Demana (1994) e
Dallazen e Scheffer (2003), a calculadora tem uma fungao utilitaria na exploracdo de novos
conceitos e procedimentos, bem como na resolu¢do de tarefas que seria impraticavel por
outros meios.

Ao adquirirem uma maior habilidade na utilizagdo da calculadora, os alunos manifestam
cada vez mais a-vontade em trabalhar com este recurso, o que se traduz no registo das
estratégias a que recorrem para tirar partido das potencialidades graficas e numéricas da
calculadora. Nessas estratégias destacam-se a definicdo da janela de visualizagdo e a
articulacdo entre os diferentes menus da calculadora. A defini¢do da janela de visualizagao da
calculadora ¢ uma das estratégias mais importantes a desenvolver nos alunos (Consciéncia,
2013). Inicialmente, os alunos tendiam a representar graficamente uma fungdo sem atender a
defini¢do dos intervalos que lhes permitia perceber o comportamento dessa fungdo.
Posteriormente, comecaram a atender a janela de visualizagdo, mas nem sempre registavam os
intervalos que consideravam, o que indicia que esses intervalos resultavam de tentativas. A
percecdo acerca do aspeto grafico de determinada expressdo, da ordem de grandeza dos
valores correspondentes as varidaveis que contextualizam uma dada situacdo e das
caracteristicas da propria fun¢do sdo, segundo Consciéncia (2013), determinantes no registo
dos intervalos da janela de visualizagdo. No que diz respeito a articulacdo entre diferentes
menus da calculadora, os alunos inicialmente utilizavam sobretudo o menu gréfico, e
posteriormente estabeleceram conexdes entre 0 menu grafico e o menu tabela e entre o menu
grafico e o menu estatistico. Para Rocha (2002), esta capacidade desenvolve-se com a forma
como os alunos integram a calculadora nas suas atividades de estudo sobre fungdes,

designadamente quando relacionam o menu grafico com o menu tabela.
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Relativamente a forma como organizam as suas respostas ¢ ddo a conhecer o seu
raciocinio, os alunos, numa primeira fase, recorreram a calculadora para elaborar justificagdes
sem apresentar o respetivo esbogo grafico. Numa segunda fase, tenderam a registar
simultaneamente a representacdo grafica da calculadora e a verbalizar a forma como
interpretaram a informagdo. Assim, os alunos apercebem-se da importincia que tem o
confronto entre o que se pensa e regista com o que se v€. Para Ball e Stacey (2005), uma boa
utilizacao da calculadora grafica ndo dispensa o aluno de ter que pensar sobre a informagdo
nela obtida, importando confrontar o que se obtém com o que se conhece.

Potenciar a capacidade de raciocinio dos alunos decorre também da formulagdo de
generalizagdes e validagdo de conjeturas. Na generalizacdo de um dado modelo, os alunos
tiveram a oportunidade de discutir e decidir sobre o modelo que melhor se ajustava aos dados
apresentados. Por vezes, o modelo que conjeturavam, num primeiro momento, como sendo o
ideal para o problema em estudo era refutado e substituido por outros modelos com base na
comparac¢do dos coeficientes de correlagdo, que se revelavam superiores em valor absoluto.
Para além desta comparagdo, os alunos validaram também as suas conjeturas através da
analise dos esbogos graficos dos modelos encontrados, consoante as curvas se afastavam ou
aproximavam dos pontos correspondentes aos dados. Como recomenda Lee (2010), o recurso
a argumentos visuais na escrita matematica faz com que os alunos sintam a necessidade de ter

a certeza do que interpretam e do que validam.
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