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Resumo

Neste artigo discutimos um experimento de ensino que versou sobre periodicidade de fungdes
trigonométricas e foi aplicado a dezesseis estudantes do primeiro ano de um curso de licenciatura em
matemadtica. Uma Trajetoria Hipotética de Aprendizagem — THA, baseada em Simon e Tzur, foi
desenhada contemplando o mecanismo cognitivo centrado na relagdo atividade-efeito, a partir da ideia
de abstragdo reflexiva, de Piaget. Na pesquisa qualitativa, com elementos do Design Based Research,
investigamos como a tarefa matematica promoveu a aprendizagem dos estudantes. Destacamos como
os licenciandos utilizaram applets no software GeoGebra e como caracterizaram as fungdes em estudo
e seus respectivos periodos utilizando as linguagens analitica € geométrica. Os resultados indicaram que
houve coordenacdo de registros enquanto os licenciandos modificaram parametros das expressoes
algébricas das funcdes e os relacionavam com os periodos das mesmas. Identificamos fatores relevantes
para a aprendizagem propiciadas pelo experimento de ensino, os quais explicaram a relacdo entre a
aprendizagem conceitual e as tarefas matematicas propostas na THA. Concluimos que o mecanismo
ofereceu uma estrutura para os licenciandos pensarem e avancarem na aprendizagem conceitual.
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Abstract

In this article we discuss a teaching experiment that dealt with periodicity of trigonometric functions
and was applied to sixteen first-year students of one Mathematics Graduate Course. A hypothetical
learning trajectory (HLT), based on Simon and Tzur studies, was designed contemplating the cognitive
mechanism centered on the relation activity-effect, from Piaget's idea of reflexive abstraction. In the
qualitative research, with elements of Design Based Research, we investigate how the mathematical
task promoted the students' learning. We highlight how the undergraduate students developed tasks
using applets in GeoGebra software and how they used the analytical and geometric languages in order
to characterize the functions under study and their periods. The results indicated that the records were
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coordinated while modifying the parameters of the algebraic expressions of the functions and related
them to the periods of the functions. We identified relevant factors for learning provided by the teaching
experiment, which explained the relationship between conceptual learning and mathematical tasks
proposed in the HLT. We conclude that the cognitive mechanism provided a framework for
undergraduate students thinking and advancing in conceptual learning.

Keywords: Trigonometry, Conceptual Learning, Cognitive Mechanism

1 Introducio

O estudo de trigonometria estd incluso nos cursos de Licenciatura em Matematica das
Universidades Brasileiras e tem sido objeto de debates e investigagdes nas ultimas décadas,
dada a preocupacdo em preparar adequadamente os licenciandos para ensinarem a
trigonometria na Educacdo Bésica. O debate envolve a escolha de quais topicos sdo
interessantes para abordar, o que conjectura credibilidade, como os campos da trigonometria
classica devem ser vistas a luz de novos resultados, tais como a trigonometria racional (Gilsdorf,
20006) e, especialmente, como ensinar trigonometria hoje no Ensino Médio.

Um debate acalorado ocorrido cem anos atras — com estreitos paralelos com a revolucao
na trigonometria que Wildberger publicou em seu novo livro, Divine Proportions: Rational
Trigonometry to Universal Geometry, de 2005 — resultou em grandes mudangas no estudo da
Algébra linear, campo da matemadtica que surge de forma embriondria nos estudos de
trigonometria. No entanto, nem sempre os tratamentos dados ao ensino de conceitos
trigonométricos sdo consistentes entre si, tanto do ponto de vista matematico quanto do ponto
de vista pedagogico e podem dificultar a constru¢do dos mesmos e a atribuicao de significado.
Assim sendo, como enfatiza Lobo da Costa (1997, p. 1), do ponto de vista do conhecimento, “a
trigonometria, que ¢ uma das formas matematicas do Homem compreender e interpretar a
Natureza pode ser, para nossos alunos, apenas um assunto abstrato e sem utilidade”.

Em relacdo ao estudo das fungdes trigonométricas, vale ressaltar que as Orientagdes
Curriculares para o Ensino Médio (Brasil, 2006) recomendam que as fung¢des seno e cosseno
sejam associadas aos fendmenos perioddicos, de modo a auxiliar os alunos a atribuir significado
ao estudo dessas fungdes.

No caso do Ensino Superior, o professor que leciona disciplinas que envolvem
Matematica para alunos recém-ingressados nesse segmento de ¢ Ensino ndo tem, em geral,
percepcao clara das aprendizagens anteriores dos alunos e, por isso, tendem a supervaloriza-las
ou a subestima-las. Entretanto, o professor universitario das disciplinas iniciais de cursos de

licenciatura em matematica precisa auxiliar os futuros professores a reconstruirem uma série de
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conceitos e de procedimentos cuja construcao se inicia nos Ensinos Fundamental e Médio: por
exemplo, os conceitos de numero e de fungdo, que sdo objetos basicos de trabalho em cursos
de Calculo. Inferimos que este professor se pergunte: Com que formas de raciocinio, conceitos
€ processos matematicos os meus alunos tém familiaridade? Que posso fazer para criar uma
ponte entre o conhecimento ja construido pelos alunos e aquele que eu pretendo que construam?

No caso particular do ensino de trigonometria nos cursos superiores de Matematica, é
necessario considerar que ela ndo € usada apenas para estudar tridngulos e circunferéncias ou
ainda como um instrumento potente de calculo, na verdade sua aplicagdo se estende sendo uma
ferramenta para resolucdo de questdes quantitativas e ldgicas. A trigonometria ¢ utilizada em
varias situagdes praticas e tedricas; ndo somente em problemas internos da Matematica, mas
também de outras disciplinas cientificas e tecnologicas que envolvem fendmenos periddicos,
tem aplicagdes no estudo de eletricidade, termodindmica, Optica, confec¢ao de
eletrocardiogramas, entre outros. Diante disso, ¢ importante que o aluno tenha uma
compreensdo profunda do assunto “trigonometria”, e de suas aplicacdes.

O ensino e a aprendizagem da trigonometria, exigem articulagdo entre trés tipos de
linguagem matematica: a Geométrica, a aritmética e a algébrica (Duval,1998), com base nas
nogoes teodricas de representagcdo semidtica, por meio de uma articulagdo entre os registros de
representacoes nas diferentes abordagens ou dentro de uma mesma abordagem.

O pensamento geométrico sintetiza e utiliza a linguagem de figuras geométricas, linhas
e planos, intersecgdes, assim como suas representagdes graficas convencionais. No modo
aritmético analitico os objetos geométricos sdo representados como conjuntos das fungdes
trigonométricas que satisfagam certas condigdes, como por exemplo a expressao algébrica. O
Pensamento estrutural vai mais adiante, este sintetiza os elementos algébricos das
representacdes analiticas dos conjuntos estruturais.

Duval (2008) indica que construir o significado dos objetos matemdtico implica, por
uma parte, na capacidade de transformacao das representagdes que admite duas formas: a
conversao e o tratamento de forma que o sistema semiotico se permute € o mantém; por outra
a coordenagdo interna entre representacdes ja que ha uma justaposi¢cdo simultdnea de varias
representacdes em um mesmo objeto, pois se limita a um reconhecimento mediante associa¢ao
particular em cada caso.

Os trés tipos de linguagens (geomeétrica, aritmética e algébrica) coexistem, entretanto, ndo
sdo equivalentes. “Saber quando uma linguagem se usa metaforicamente, como se relacionam as
distintas representagdes e modos de pensamentos e quando uma ¢ mais apropriada que outra

frente as dificuldades principais dos estudantes” (Sierpinska, 1992).
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Estas dificuldades relativas as distintas linguagens e modos de pensamentos tém sido
discutidas e estudadas por Soto (2002). No sentido de auxiliar a superar as dificuldades de
compreensdo dos conceitos e da linguagem geométrica, a tecnologia pode ser uma aliada, pois
o que difere numa atividade com o recurso de software de geometria dindmica ¢ a possibilidade
de movimentagdo dos objetos e, a partir desses movimentos, propiciar ao aluno a oportunidade
de investigar o que acontece com as constru¢des. Desse modo, hipoteses tais como: a construgao
permanece com as mesmas caracteristicas; um simples movimento muda todas as
caracteristicas originais, podem surgir. O teste das varias hipoteses postas pode levar a
percepcao de regularidades e a tomadas de decisdo na resolugdo das tarefas e das atividades
propostas.

Para auxiliar os alunos a superarem as dificuldades de transitar entre as linguagens
matematicas a tecnologia pode ser usada, como instrumento de mediacdo semidtica, para
introduzir relagcdes e conceitos matematicos (Maschietto, 2008), pois tem um potencial em
apresentar simultaneamente varias representacdes de um mesmo conceito e favorece a intera¢ao
e o dinamismo (Lagrange & Artigue, 2009). Nesse sentido, diversas propostas tém surgido,
abordando o ensino de trigonometria, particularmente com o uso de software de geometria
dindmica, procurando articular distintas linguagens e combinar diferentes aspectos analiticos e
intuitivos por meio de uma aproximacao geométrica (Lindegger, 2000; Brito & Morey, 2004,
Lobo da Costa, 2004, Figueiredo, 2015, Orfao, 2012).

Neste artigo discutimos um experimento de ensino que versou sobre periodicidade de
fungdes trigonométricas e foi aplicado a dezesseis estudantes do primeiro ano de um curso de
licenciatura em matematica. Nele destacamos como os licenciandos desenvolveram tarefas
utilizando applets no software GeoGebra e como utilizaram a linguagem analitica e a
geométrica e, a partir dessas tarefas, como caracterizaram as fun¢des em estudo e seus
respectivos periodos. Finalizando, identificamos quais foram os fatores relevantes para a

aprendizagem propiciadas pelo experimento de ensino.

2 Marco Teorico

A investigacao contempla a caracterizagdo do mecanismo cognitivo centrado na relagao
atividade-efeito em uma Trajetoria Hipotética de Aprendizagem - THA (hypothetical learning
trajectory-HLT), Simon, Tzur, Heinz, Kinzel (2004), com uma taxonomia sobre 0s processos
de generalizagdo Assim podemos explicar a relagdo entre a aprendizagem conceitual e tarefas

matematicas, e com esta elaboracdo da THA, o mecanismo oferece uma estrutura para pensar
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sobre como uma tarefa matematica pode promover o processo de aprendizagem do estudante
(Figueiredo, 2015). A perspectiva teorica adotada procede a uma particularizagdo da ideia de
abstracdo reflexiva elaborada a partir das ideias de Piaget (1977) e utilizada por Simon e Tzur
(2004). Estes autores apontam que as acdes realizadas pelos estudantes ao desenvolver uma
tarefa produzem diferentes efeitos que podem ser considerados por eles em seus processos de
abstragao.

Um enfoque proposto por Simon (1995) e por Simon e Tzur, (2004) ¢ relativo ao
desenvolvimento profissional, eles propdem um modelo de analise da pratica do professor que
permite, com posterioridade, incorporar resultados aos programas de formagdo docente.
Explicam os autores ainda que, enquanto os alunos se concentram nas atividades para atingir
suas metas, eles criam registros mentais, assim, a experiéncia ¢ gravada no intelecto e
desenvolve uma interacdo que produz um efeito.

Este mecanismo baseia-se na descri¢do de Piaget (1977), sobre dois aspectos: o da
reflexdo e da abstragdo. O primeiro aspecto ¢ uma proje¢do, no qual as acdes em um nivel
tornam-se objetos (entrada) de agdes na proxima. O segundo aspecto ¢ um reflexo, no qual
ocorre uma reorganizagao entre acoes. O autor faz uma distingdo entre os dois tipos de reflexdo
realizados pelos estudantes em seus registros da experiéncia.

Simon e Tzur (2004), apoiados na no¢ao de abstragao reflexiva de Piaget, assumem que
os processos mentais dos estudantes sdo elementos constituintes da compreensdao de um objeto
que envolve duas fases: uma fase participativa, na qual o estudante desenvolve diferentes
atividades guiadas pelo objetivo de resolver uma tarefa matematica e uma fase antecipativa em
que, antes de cumprir uma tarefa cuja resolucao envolve o uso de um conceito matematico, o
aluno deve perceber a necessidade de usar esse conceito matematico. Neste caso, o aluno pode

usar o conceito de forma adequada, independentemente do contexto ou da tarefa.

2.1 A Taxonomia SOLO Como Processo De Generalizacio De Uma Resposta

Para analisar a atividade cognitiva dos estudantes usamos a taxonomia denominada
SOLO (Structure of the Observed Learning Outcomes) desenvolvida por Biggs e Collis (1982).
Tal taxonomia se apoia em pressupostos piagetianos e fornece um modelo para avaliagdo do
desenvolvimento cognitivo do estudante a partir da observacao do pensamento matematico. Na
taxonomia ¢ dada énfase a compreensdo de aspectos da qualidade da aprendizagem e como as
diferentes experiéncias influenciam a complexidade do pensamento matematico que surge

dessas aprendizagens. A andlise pela taxonomia SOLO permite conjeturar sobre maneiras de
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descrever o pensamento matematico, assim como tentar explicar a forma como esse pensamento
¢ transformado ao longo do tempo, ou ao longo do processo de aprendizagem.

Para Biggs e Collis (1982), alguns dos atributos da teoria dos estagios de
desenvolvimento piagetiano foram considerados como pressupostos, tais como: (i) a existéncia
de uma sequéncia de desenvolvimento cognitivo; (ii) a compreensdo em niveis particulares de
desenvolvimento das habilidades; (iii) padrdes de desenvolvimento e (iv) graus de proficiéncia
na assimilacdo de certo tipo de experiéncias. Aqui a qualidade da aprendizagem nao ¢ vista
apenas como a classifica¢ao qualitativa que um aluno obtém quando responde a uma questao,
mas também como ocorre o processo qualitativo de produgdo dessa resposta (raciocinio
matematico utilizando fatos, conceitos e capacidades).

O processo de produgdo de uma resposta por parte do aluno ¢ complexo, pois a qualidade
da aprendizagem ndo depende exclusivamente dele, mas também de outras dimensdes como a
qualidade do ensino, o conhecimento prévio das ideias matematicas abordadas, a motivacao, a
autorregulacdo da aprendizagem entre outras dimensdes mais particulares. A énfase na analise
da qualidade dessas respostas ndo estd no grau de correcdo das mesmas, mas sim na estrutura
(natureza) do processo que conduziu a resposta, codificada em categorias (niveis SOLO)
detalhando o desenvolvimento do raciocinio evidenciado.

A taxonomia criada por Biggs e Collis (1982) identifica estagios de desenvolvimento
cognitivo classificados por ordem crescente de complexidade: (I) Pré-estrutural; (II) Uni-
estrutural; (IIT) Multi estrutural; (IV) Relacional e (V) Abstrato Estendido.

Para os autores, de acordo com as respostas, os alunos podem exibir em um modo de
pensamento niveis distintos de complexidade no seu entendimento. Os niveis podem ser
descritos de maneira abstrata e genérica, da seguinte forma:

I. Pré-estrutural (P): Forma de pensar em que as respostas sdo inadequadas. O aluno
ndo responde ao que lhe ¢ solicitado, distraindo-se ou confundindo-se com aspectos
irrelevantes pertencentes a um estadio ou modo de pensamento anterior

II. Uni-estrutural (U): O aluno pensa de forma correta, mas como nao utiliza todos os
dados, obtém pouca informagdo e detém-se em um Unico aspecto relevante para a
realizagdo da tarefa. As respostas podem, por isso, ficar sem fundamento ou
inconsistentes.

III. Multi-estrutural (M): O aluno foca-se em caracteristicas mais importantes e
corretas, mas elas ndo se integram totalmente, o que leva a que possam aparecer

incoeréncias nas suas respostas.
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IV. Relacional (R): As informagdes sdo facilmente entendidas, os dados sdo avaliados
e as relagoes sdo estabelecidas de uma forma correta. H4 um entendimento do todo
€, este, torna-se uma estrutura coerente.

V. Abstrato Estendido (AE): Agora o aluno generaliza a estrutura coerente para um
plano com caracteristicas mais abstratas, representando um novo e elevado modo de
pensar. (Amantes & Borges, 2008. p5).

Os autores sugeriram cinco modos de funcionamento cognitivo em vez dos quatro
estagios de desenvolvimento definidos por Piaget. A diferenga destas duas visdes esta no
paralelismo destes modos em vez da sobreposi¢ao piagetiana, pois os novos modos ndo se
sobrepdem aos anteriores estando assim estruturados como: (i) Sensério-motor; (ii) Iconico;
(ii1) Concreto-simbolico; (iv) Formal e (v) Pos-formal.

Os modos de pensamento sdo importantes, mas nao fornecem informagao suficiente
para explicar como a complexidade do pensamento matematico ocorre em cada modo ou o que
¢ necessario acontecer de forma a que as ideias matematicas progridam para modos mais
elevados observando as diferencas existentes entre experiéncias de aprendizagem e
experiéncias de repeticao.

A partir desse arcabougo teorico foi desenhado e desenvolvido o experimento de ensino.

3 Materiais E Métodos

A investiga¢ao aqui discutida foi qualitativa, de natureza descritiva e interpretativa, com
caracteristicas da pesquisa-acao e elementos do Design-Based Research proposto por Coob,
Confrey, Disessa, Lehrer e Schauble (2003), que permite ajustes tanto para o processo
formativo quanto investigativo. A pesquisa-acdo tem por pressuposto que os sujeitos
envolvidos compdem um grupo com objetivos € metas comuns, interessados em um problema
que emerge num dado contexto no qual atuam desempenhando papéis. Constatado o problema,
o papel do pesquisador universitario consiste em ajudar o grupo a problematiza-lo, ou seja,
situd-lo em um contexto tedrico mais amplo e assim possibilitar a ampliacdo da consciéncia dos
envolvidos, com vistas a planejar as formas de transformacdo das acdes dos sujeitos e das
praticas institucionais Thiollent (1994).

A pesquisa se desenvolveu em um Curso de licenciatura em Matematica com dezesseis
académicos de uma turma ingressante na Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul-UEMS,
da Unidade Universitaria de Nova Andradina. A pesquisa se desenvolveu em um processo de

formacgao inicial no Curso de licenciatura em Matematica com dezesseis académicos de uma
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turma ingressante na Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul-UEMS, da Unidade
Universitaria de Nova Andradina. Foi desenhada uma THA sobre funcgdes trigonométricas
composta porl2 secoes de 50 minutos divididos em quatro modulos, sendo que os modulos I e
III com duas se¢des cada e os mddulos I e IV com quatro sessdes cada. A THA foi desenhada
de modo a se adequar ao grupo pesquisado e a atender aos interesses de pesquisa.

Os dados foram coletados por filmagens com uma Camera Digital e a Webcam do
notebook e gravagdes feitas com dois gravadores, um centralizado no Laboratorio de
Informatica e outro com o pesquisador-formador. Além disso, foram feitas anotacdes de campo
e recolha de documentos. Nas se¢des foram capturadas as telas com as tarefas a serem

realizadas, gravados os didlogos com o programa Gadwin Print Screen.

O Comité de Etica em Pesquisa com Seres Humanos da UNIAN autorizou a pesquisa,
sob nimero 289/12 e os participantes assinaram termos de consentimento livre e esclarecido.
Na proxima se¢do discutimos um experimento de ensino que versou sobre periodicidade

de fungdes trigonométricas e integrou a THA.

3.1 O Experimento De Ensino

O experimento de ensino foi desenvolvido em trés secdes e utilizou um applet
construido no software GeoGebra, o qual ofereceu aos alunos fungdes trigonométricas
simultaneamente representadas na linguagem geométrica e analitica, de modo que os estudantes
pudessem investigar regularidades.

As tarefas das secoes se articularam a partir dos seguintes pontos:

v Relagao entre a funcao trigonométrica e o ciclo trigonométrico (tarefa I);

v Exploragdo e levantamento de conjecturas sobre a variagdo do arco
trigonométrico e do valor da fung¢do trigonométrica (tarefa II);

v Exploracao grafica das propriedades, com o uso do software (tarefa III).

Estes pontos, se articularam em um processo hipotético de construcao e consolidagao
do conceito de periodicidade de uma fungao trigonométrica, no qual cada tarefa representa uma
etapa no processo de entendimento do conceito estudado, caracterizando os estagios especificos
para cada dominio na evolucao das fases da Taxonomia SOLO (Biggs e Collis, 1982) que, como
discutimos em se¢do anterior, se baseia em principios piagetianos para explicar a progressao do
entendimento conceitual.

Nossa hipotese foi a de que os estudantes de licenciatura em matematica, depois de

tratarem e compreenderem as indicagdes e questdes nas tarefas, se familiarizariam com o applet
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Ot

e, entdo, realizariam agdes experimentais de forma geométrica e analitica (ver Quadro 1). Estas
acOes lhes ajudariam a relacionar a atividade com o efeito que surge ao modificar as
representacdes geométricas por meio da expressdo analitica e vice-versa. Os alunos também
modificariam os arcos das fung¢des e observariam as mudancgas no periodo. Além disso,
testariam varios exemplos para verificar suas hipdteses e conjecturar sobre as propriedades das

fungoes.

Quadro 1: Processo hipotético de construg@o do conceito de periodicidade de fungdes

PROJECAO: relacionar e buscar
Concreto - simbolico

Compreensdo da tarefa e realizago Informacdes: irrelevantes, relevantes, além das
informagoes da questao
Familiariza¢do com o applet Nivel Pré-estrutural
Agoes de Generalizagao Generalizagao reflexiva
Nivel uni Nivel Abstrato | Fase quantitativa Fase qualitativa ou Nivel uni estrutural do
estrutural, Multi | estendido do ou aprendizagem aprendizagem profunda modo formal
estrutural ou modo Iconico superficial
relacional de
modo Iconico
Nivel Nivel Nivel Nivel Nivel
Pré-estrutural Uni estrutural Multi estrutural: Relacional: Abstrato Estendido:
Respostas Apresenta Inferéncia de Generalizacdo Antecipagéo e
inadequadas foco correto, propriedade do justificando as consolidacdo; estender,
apresentando contudo com | tipo analitico e do | propriedades construgdo, afirmar e definir
aspectos poucas tipo geométrico antecipagdo e apoiada em agdes de
irrelevantes informagdes relaciona consolida¢do; estender, relacionar e buscar.
dos dados propriedades do afirmar e definir sem Aplicagdo em novas
fornecidos tipo genérico com acdes de relacionar e situagdes em casos
expressao analitica buscar particulares

Fonte: Elaborado pelos autores

A partir destas agdes, esperadvamos que os alunos inferissem propriedades do tipo
analitico e geométrico, ao relacionar as propriedades antes citadas e definidas coordenando as
linguagens geomeétricas as analiticas.

Neste sentido, explicitamos a seguir cada uma das tarefas e o que esperdvamos em
consonancia com a taxonomia SOLO.

v’ Tarefa 1. Caracterizagdo da fungdo trigonométrica

Esta tarefa teve como objetivo gerar um conjunto de registros sobre a relacao entre a
acao de modificar pardmetros relativos as fungdes seno e cosseno e o efeito produzido.

Para esta tarefa foi disponibilizado o software GeoGebra de forma que os licenciandos
o exploraram livremente. Eles iam plotando e conjecturando as propriedades das fungdes

trigonométricas seno e cosseno, observando suas expressoes algébricas, comparando
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graficamente o comportamento de ambas, conjecturando possiveis ligacdes entre elas e
correlacionando as definigoes.

Consideremos a funcao seno do angulo a, definida por sin o = y/r, num circulo
trigonométrico de raio r=1. Entdo, temos sin a = y. A projecao de dois angulos, por exemplo,
a€1°Q e fE2°Q, tal que p =1 — a (ou seja,  somado com a € 1), € a mesma, isto €, sinf} = sina,
mas, para o angulo a, a fungdo seno ainda estd em crescimento (ramo crescente), € para o angulo
B a funcdo ja estd em decrescimento. Mas, para um angulo o + 27, a fungdo toma o mesmo valor
que para o angulo a, e também estd em crescimento!. O mesmo se passa para outro angulo p +
2m, relativamente a 2z. Ou seja, ao fim de uma volta completa os valores de seno repetem-se, €
com a mesma monotonia no caso da fun¢do y=sin a. O mesmo se passa para a fun¢do cosseno:
ao fim de uma volta completa (arco de 27 radianos), a fun¢do retoma os mesmos valores, e com
o mesmo sentido de crescimento.

v’ Tarefa 2. Periodicidade e uma fungio

O objetivo da tarefa 2 foi associar o conceito de periodicidade de uma fun¢do
trigonométrica conjecturando suas propriedades. Além disso observar que considerando as
fungdes trigonométricas de dominio real, elas ndo sdo injetivas®. Para um determinado valor y
da fungdo trigonométrica existe uma infinidade de angulos a possiveis, separados de um
numero inteiro de periodos da fungdo trigonométrica original (2m no caso do seno, cosseno,
secante e cossecante, € T no caso da tangente e cotangente). Desse modo, € necessario restringir
o dominio, para definir a fun¢do inversa. De fato, porque uma aplicagdo ndo pode ter, para o
mesmo argumento, dois valores distintos, hd que restringir esta classe de aplicacdes a um
dominio onde as fungdes trigonométricas sejam injetoras. Esse dominio deve também ser
escolhido de forma que todos os seus elementos tenham imagem no contradominio da fungao
trigonomeétrica, isto €, os contradominios das fungdes restringida e ndo restringida devem ser
coincidentes. Por exemplo, sendo [-1; +1] o contradominio da fun¢do seno — isto €, a imagem
da aplicagdo da func¢do a qualquer ponto do seu dominio cai sobre este intervalo —, deve-se
escolher uma restricdo do dominio da fung¢do real seno tal que os seus elementos representem
todos os valores que € possivel a fungao seno assumir e que caem no intervalo referenciado.

v’ Tarefa 3: estender o conceito de periodicidade.

! Observe: o + 27 corresponde a uma volta completa adicionada ao arco o, assim, a posi¢do coincide com a.
2 Para uma fungdo injetora, qualquer reta horizontal r intercepta uma unica vez o grafico de uma fungdo; numa
fungdo ndo injetora, existe pelo menos uma reta r que intersecta duas ou mais vezes o grafico da fungdo. As
fungdes periodicas sdo ndo injetivas, em geral em intervalos de medida igual ou maior ao periodo da fungéo.
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O objetivo da tarefa 3 foi que os alunos estendessem e fizessem inferéncias, relativas a
periodicidade de uma fung¢do, generalizando as suas propriedades, fossem elas representadas na
forma algébrica ou geométrica (no ciclo ou no grafico cartesiano).

Para isso foi disponibilizado inicialmente um applet com o objetivo dos licenciandos
investigassem posigdes de arcos no ciclo e seu correspondente grafico. Supondo que assim eles
comegassem a movimentar o ponto P, tal que P=A, sobre a circunferéncia trigonométrica no
sentido anti-horario até completar uma volta completa e o correspondente grafico da funcao no
plano cartesiano, poderiam observar propriedades. No applet o licenciando tinha a opgao de
movimentar o ponto P também pelo controle deslizante, como se pode observar no applet

representado na figura 1.

¢

A 2r3whr T Seor An Trlle 2
i a
= 3 46 34 6
-0.5
P,
-1
K| SenoCiclo (] CossenoCiclo ] TangenteCiclo
W] SenoGrafico ] CossenaGrafico | TangenteGrafico

Figura 1: Applet com relagdes trigonométricas no ciclo e os graficos correspondentes
Fonte: Acervo dos autores

Na mesma atividade os alunos receberam outro applet (ver Figura 2) com um recurso a
mais, de forma a caracterizar e generalizar suas conjecturas e afirmagdes do conceito abordado.

Provocamos os estudantes com indagagdes do tipo: Como vocé explica o conceito de
periodo em uma func¢ao? Qual estratégia pode ser utilizada a fim de proporcionar a construgao
do significado de periodicidade?

Os alunos poderiam modificar, por meio do recurso “controle deslizante” diversos
parametros das fungdes e observar as modificagcdes no grafico de fungdes trigonométricas e,

particularmente, observar em quais delas ocorreram mudancas de periodo. Além disso,
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poderiam modificar a fungdo habilitando a caixa “fun¢do” no applet e selecionando o tipo de
funcdo (seno, cosseno ou tangente)

Os estudantes receberam um protocolo em papel, contendo algumas fungdes
trigonométricas na forma algébrica e, utilizando o applet, com o controle deslizante, deveriam
plotar tais fungdes, explorando para cada uma delas qual a amplitude, o deslocamento vertical
em relacdo, por exemplo, a fungdo f(x)=sin x, 0 dominio e o periodo.

Neste novo applet o aluno tinha a op¢ao de conjecturar também sobre o comportamento

do periodo de uma func¢ao trigonométrica modular.
O e
: fix)=abs(a+b*sin(c*x+d)) V=X

| f0Eathsingetcrd) k=]

J fungdo J=x1

d=015 2l
\/ fungdes

i}

\_/4 -3m -2\/ e o ™ v an A
-1

Figura 2: Applet para o estudo das fungoes trigonométricas, incluindo modulares
Fonte: Acervo dos autores

Vale ressaltar que uma fung¢ado f: R— R ¢ periddica se existir um numero real ¢, t>0, tal
que f(x +t) = f(x), para todo x do dominio. Ao menor nimero positivo ¢ que satisfaz essa
condi¢do chamamos periodo fundamental da funcao.

Assim, por exemplo, a fungdo f(x) = sin x ¢ periodica, de periodo t=2m. Isto significa
dizer que a curva obtida no intervalo [0,27] vai se repetir a cada intervalo 2.

[

T o | RS S N e B
Xt 3ot

b=
=1

F

Y

t : * t
Figura 3: Valores particulares da funcdo f(x)= sin x e a periodicidade
Fonte: Acervo dos autores
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Ot

Ainda, podemos afirmar que em uma fung¢do periddica f, se t € um periodo para uma
entdo para qualquer de
fOG)=fx+1) =flx+2t) = f(x+3t)

ou seja, o valor da funcdo obtido para abcissa x se repete ao adicionar t, 2t, 3t, 4t,..., em X .

funcdo f, valor X do Dominio da funcdo, tém-se

E comum utilizar a expressdo periodo para designar o periodo fundamental. Assim,
quando dizemos que 2 ¢ o periodo da fungdo sinx, estamos nos referindo ao periodo
fundamental, pois 4m, -4 w, 6 7, etc., sdo também periodos de sin x. (Figueiredo, 1977, p.12).
Isso porque, quando observamos o grafico da funcao seno, por exemplo, a curva obtida no
intervalo [0, 4x] se repete a cada intervalo 4.

Generalizando temos ainda que, se k € um inteiro positivo, negativo ou nulo, podemos
afirmar que f(x + kt) = f(x +t) = f(x), sendo t o periodo fundamental

Este tipo de discussdo ndo estd no escopo das empreendidas com um aluno do Ensino
Meédio, entretanto ¢ fundamental para um futuro professor de Matematica que atuara nesse
segmento de ensino. Assim, a partir dos processos de reflexdo sobre as a¢des ao estudar a
periodicidade em diferentes fungdes, os licenciandos poderiam chegar a estender as defini¢des
e propriedades de uma fung¢ao periddica as fungdes trigonométricas, entendendo que as fungdes

trigonométricas sdo periodicas e quais sao seus periodos. No experimento a intengao foi levar

o aluno a chegar a esse nivel de abstracdo, no caso, o nivel Abstrato estendido.

No quadro 2 explicitamos e relacionamos as linguagens geométrica e algébrica

selecionadas no experimento de ensino.

Quadro 2: Relagao entre as linguagens matematicas ao realizar as tarefas

da aplicagdo

A projegdo de dois angulos,
por exemplo, a€l°Q e
pe2°Q, talque p=n—a

g(x)= cos a = y/r, num
circulo trigonométrico de
raio r=1.

Cenas Linguagem Geométrica Linguagem Algébrica Acgdes relacionadas aos Estagios
da Taxonomia

Tarefa 1: Representagdo Geométrica | Representacdo algébrica de | Digitar no software GeoGebra as

Caracterizagdo | da fungdo seno e cosseno. | fx)=sinx e fungdes trigonométricas para o

S€no € CoSseno

Observar os pontos do software

Tarefa 2:
Defini¢ao da
fungao seno x
para circulo de
raio 1

Projecdo para o estudo da
variacdo

f(x) =y =sinx e
g(x) =y = cosx,

para 0<x<2 m.

Representagdo plotada no
software na janela algébrica
do GeoGebra da Funcdo
trigonométrica e  suas
inversas

Verificar se existe periodicidade
das fungdes trigonométricas e
identificar se uma funcdo
trigonométrica € injetora.

Tarefa 3:
Determinagao
do argumento
das fungoes
trigonométricas

Representagdo Geométrica
Uma fung¢do f: R— R ¢
periddica de periodo 7 se

flx +t) = f(x) para todo

X.

Mostrar que a fungdo ¢
periédica se existir um
numero real p, p>0, tal que

f(x +p) = f(x), para todo
x de seu dominio.

Movimentar sobre a
circunferéncia um ponto P no
sentido anti-horario até
completar a tabela e o grafico

Identificar o argumento das
fungdes trigonométricas
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Modificar os valores ¢ ¢ d no
controle deslizante e observar
mudangas de periodo das fungdes

Fonte: Elaborado pelos autores a partir da articulagdo dos tipos de linguagem Matematica

Estas generalizacdes podem ser expressas durante as agdes ao realizar as tarefas, estas
suturam a subfase de antecipacao local (construcao do conceito matematico) que transcende o
conceito ao buscar a fase de antecipagado (consolidagao). Assim os estudantes poderiam estender
algumas afirmacdes e defini¢des apoiando-se nas acdes de relacionar e estender. Os estudantes
também poderiam estender algumas defini¢des, tais como o conceito de periodicidade para
outras fungdes trigonométricas além das propostas na investigagdo com os dois applets.

Destacamos no quadro 3 os tipos de generalizagdes esperadas.

Quadro 3: Tipos de generaliza¢des esperadas nas resolugdes das tarefas

Tipos de Tarefa: periodicidade
generalizagdes
Relacionar O pensamento geométrico sintetizando e utilizando a linguagem de figuras

geomeétricas com suas representagdes graficas e as de modo analitico, ou seja, objetos
geomeétricos que expressam analiticamente a representacdo geométrica e vice-versa.

Estender A partir de casos particulares, estender a casos gerais a relagdo entre o periodo de
uma fungéo seno expressado analiticamente e geometricamente.

Definir Definir e conjecturar sobre as propriedades sejam elas algébricas ou geométricas.

Afirmar Afirmar identificando as propriedades além dos casos particulares tais como,

estender definigdes como o conceito de periodicidade para 0<x<2 m em qualquer
fungdo trigonométrica.

Fonte: Acervo dos autores

As tarefas propostas no experimento de ensino nos permitiram estabelecer como os
académicos empregaram os conceitos de periodicidade de fungdes trigonométricas € como
utilizaram as linguagens analitica e geométrica.

As gravagdes dos encontros com os alunos foram transcritas e as telas dos computadores

capturadas para conhecimento das acoes realizadas em cada cena, com o software e o applet.

4 Analise e Discussao dos Dados

Consideramos cada cena como uma unidade de andlise e associadas ao tipo de acao,
segundo a taxonomia de SOLO, seja de generalizagdo ou o produto da generalizag¢do. Para isto
as relacionamos com o Quadro 1 e aos tipos de generalizagdes esperadas na tarefa no Quadro 3.

Inicialmente analisamos se os estudantes se adaptaram ao software e ao applet.

Observamos que com poucas instrugdes eles conseguiram plotar as expressoes algébricas para
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a fungdo trigonométricas na barra de comando do software e sem dificuldades geraram as

representacdes algébrica e a geométrica para as fungdes seno e cosseno.

Para analisar as respostas dos alunos dadas nas tarefas sobre periodicidade, seguimos
Biggs e Collis (1982) e utilizamos a Taxonomia que leva em conta os dois tipos de
aprendizagem: a superficial — ligada a reproducdo de detalhes do contetido — e a profunda —
ligada a um entendimento intrinseco do conteudo, que permite estabelecer analogias, extensoes,
abstratos e conexodes com 0s conhecimentos prévios.

Nesta analise o objetivo foi o de identificar o tipo de pensamento exibido pelas respostas
de estudantes, submetidos as tarefas sobre o conteudo periodicidade de fungdes
trigonométricas.

Os autores, a partir das respostas dos alunos descreveram niveis de entendimento do
pensamento do aluno, tais niveis podem ser descritos de maneira abstrata e genérica da seguinte
forma: Para a discussdo dos niveis SOLO de acordo com o didlogo dos estudantes nas
operagdes, o tipo de raciocinio envolvido na resposta e como sdo estabelecidas as conclusdes
(uma conclusdo ja muito experimentada em aula, uma reprodu¢do de uma generalizacdo
realizada anteriormente ou trata-se de uma generalizacdo inédita). Analisamos se a resposta ¢
de nivel de complexidade adequada ao ano de escolaridade, se ¢ fechada ou ndo fechada, se ¢

unica ou se existe a possibilidade de mais do que uma resposta e, nesse caso, se estas sdo, ou

nao, do mesmo tipo.

Quadro 4: Tipos de categorias e respostas esperadas nas tarefas

Categorias Conhecimento Operacoes Respostas
Abstrato Identifica informagdes relevantes: Os raciocinios sdo de Respostas de carater aberto
Estendido envolve a elaboracdo de hipdteses carater indutivo e/ou que permitem diversas
de trabalho. dedutivo. alternativas para a solugdo.
Os conhecimentos envolvidos sdo Sao estabelecidas Na resolugdo da questdo
de grau adequado ou superior ao generalizagdes imediatas. | surgem diversas solugdes
nivel de escolaridade e estdo possiveis.
relacionados entre si.
Relacional Identifica informagdes relevantes Os raciocinios sao de Respostas tnicas ou do
para que os conhecimentos carater dedutivo e/ou mesmo tipo de processo na
envolvidos se adequem ao nivel de indutivo. resolugdo da tarefa;
escolaridade. Hé generalizagao As inconsisténcias
Estabelece relagdes entre os semelhante as ja sugeridas dentro do
conhecimentos existentes no intelecto. sistema sdo resolvidas.
Multiestrutural | Identifica operagdes relevantes para Os raciocinios sdo de Respostas do mesmo tipo e
os conhecimentos envolvidos na carater indutivo e/ou unicas.
resolucgdo de grau adequado ao dedutivo semelhantes a As inconsisténcias
nivel de escolaridade sendo outros a experimentados. sugeridas dentro do
utilizado de forma isolada. As conclusdes também sistema proposto sao
sdo semelhantes as ja resolvidas, e podem
experimentadas. sugerir processos de
resolugdo alternativo.
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Uni-estrutural Informagdes fornecidas no Os raciocinios sdo de Respostas sempre do
enunciado sdo suficientes para a carater indutivo ou mesmo tipo
resolucdo ndo necessitando a dedutivo, sendo que as Nao sugerem processos de
discriminacdo mais detalhada dos conclusdes sao resolugdo alternativa.
elementos e estdo no nivel semelhantes as ja
adequado de escolaridade. existentes em termos de
um Unico conhecimento.
Pré-estrutural | Apresenta conhecimentos inferiores | Nao se identifica o tipo Respostas tnicas ou do
ao nivel de escolaridade e utiliza o de raciocinio ou mesmo tipo e dentro do
senso comum podendo ter ou ndo generalizagdo. sistema envolvido sem
ter ligacdo com o conhecimento complexidade.
matematico.

Fonte: Acervo dos autores

A grelha de andlise ¢ aplicavel a qualquer nivel de escolaridade, desde que se tenha em
consideragdo que os conceitos e conhecimentos a que nos referimos em cada caso sdao os
estabelecidos para o ano de escolaridade pelo programa em vigor ao momento € que as
operagdes envolvidas sdo as proprias do desenvolvimento cognitivo dos alunos submetidos a
realizacdo das tarefas.

Melhorias e corre¢des podem ser introduzidas durante a andlise de novas questdes, ja
que o grupo de investigagdo sente a existéncia de algumas debilidades que ainda ndo foi
possivel resolver nos parametros Operagdes e Resposta. Observamos que no caso das operagdes
identificamos que o raciocinio ¢ do tipo dedutivo ou indutivo, e se a resposta envolve algum
tipo de generalizagdo, distinguindo as que sdo inéditas por nunca terem sido experimentadas
em aula, das que sdo idénticas a outras ja realizadas e recomendadas pelo programa.

Por fim, categoriza-se a questao formulada por cada um dos itens, tendo como suporte
o quadro acima — Resumo dos critérios estabelecidos para definir as diferentes categorias deste
modelo de andlise — construido para o efeito com base na Taxonomia SOLO e que se utiliza
para a analise de dados.

Na modelagdo das acdes dos estudantes no experimento de ensino, cujo o objetivo foi
de investigar nas respostas dos alunos na realizagdo das tarefas se havia referéncia no didlogo
e se estabeleciam a compreensdo do conceito de periodicidade de uma funcdo trigonométrica
com um indicador completo de informacdes generalizadas sobre o processo de construcdo, a
descri¢cdo abaixo de um dos alunos na resolucao da tarefa I, nos permite entender a situagao
quando tenta entender os passos de uma interiorizagao do conceito.

Aluno: Seremos capazes de encontrar a forma algébrica disto?

<referindo-se ao grafico plotado e a expressdo algébrica anotada em seu caderno>
Professor: Sim movimente o ponto P no ciclo e observe o comportamento do grafico ao
lado.

Aluno: Seria isto mesmo? O Periodo ¢ o intervalo da fungdo aqui! Que na circunferéncia é
27, e no grafico esta em “x”. E aqui vejo que a hora que o ponto p chega em 27 no ciclo o
periodo também se completa.
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O discurso de generalizag@o do aluno, coloca em um momento particular e geral para o
conceito. Sua estratégia ¢ a de usar as anotagdes para criar o contexto no applet ao qual pode
conjecturar as observagdes geométricas no grafico observando o ciclo, podemos interpretar que
o aluno provoca uma interiorizacdo do conceito de periodicidade, e segundo a taxonomia de
SOLO ele relaciona e identifica informagdes relevantes para que os conhecimentos envolvidos,
apresentando um pensamento de grau adequado ao nivel de escolaridade do mesmo,
relacionando os conhecimentos entre si, assim sendo apresenta um tipo de pensamento
caracteristico da categoria Multiestrutural.

No segundo applet, (figura 2) descrevemos a generalizagdo realizada pelo mesmo aluno
ao realizar as agdes na resolugdo da tarefa 3. O excerto abaixo evidencia que o aluno discrimina
varias caracteristicas do grafico em relagcdo ao plano cartesiano, mas em um primeiro momento
ndo consegue relacionar as defini¢cdes conceituais estudadas no ciclo trigonométrico com as
fungdes trigonométricas, mesmo considerando que na taxonomia SOLO poderiamos

estabelecer algumas distingdes na resposta.

Aluno: Bom, agora este ao habilitar as fun¢des vejo que posso modificar tanto o periodo
como a amplitude. A unica davida é como vou transportar as defini¢des aqui?

<. Referindo-se as defini¢des para o argumento das fungdes trigonométricas, a medida que
alterava os valores ¢ e d no controle deslizante>.

Quando movimento o controle deslizante ao habilitar as caixas para fungdes
trigonométricas ‘“ndo altera em nada o periodo so sobe e desce.

<. Referindo-se ao deslocamento vertical do grafico em relagdo ao eixo y (abscissas) >

E quando movimento o “d” também nao altera, mas ha um deslocamento no eixo x.

As observagoes realizadas pelo aluno evidenciam que ele foi capaz de adiantar-se aos
resultados nos casos possiveis das fungdes seno e cosseno, na realizagdo da tarefa 1. Isso, ao
gerar um conjunto de registros sobre a relagdo entre a agdo de modificar pardmetros relativos
as fungdes seno e cosseno e o efeito produzido ao movimentar os parametros “a” e “d” em cada
funcao trigonomeétrica.

O processo de constru¢do no primeiro didlogo o estudante foi do nivel Relacional a
partir das figuras geométricas plotadas no grafico, realizando verbalizag¢des e interagdes para
resolver a tarefa. No segundo didlogo se caracterizou a participagao do aluno no contexto da
manipulagdo do Ponto P do grafico e conjecturar (validar as propriedades), neste sentido a
taxonomia, nos forneceu subsidios para interpretar as respostas dos estudantes no entendimento

das tarefas.
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Na tarefa 3 procuramos identificar se os estudantes utilizaram corretamente as
defini¢cdes algébricas para validar e conjecturar o conceito de periodicidade em uma fungio
trigonométrica. Para esta tarefa os licenciandos utilizaram também o segundo applet.

Ao longo das analises dos dados, encontramos falas semelhantes as feitas pelo aluno
nos extratos acimas quer noutras atividades, quer envolvendo as fungdes trigonométricas, o que
seria de se esperar, que os fendomenos de maturacao e o desenvolvimento continuado do ensino
a partir das tarefas provocasse aumento nas habilidades, refor¢ando-se a hipotese de se tratar
de situagdes em que os alunos demonstram desempenho pontual e ndo suas capacidades globais.

Observamos que no experimento de ensino sobre periodicidade em um entorno
tecnologico os alunos utilizaram nas tarefas a linguagem analitica e a geométrica mesmo
quando as essas se tornaram mais complexas, com maior nivel de dificuldade.

Um dos fatores relevantes para a aprendizagem propiciado pelo experimento de ensino,
foi entendermos que a constru¢do do conceito de periodicidade pelo estudante se manifesta
quando ha evidéncias no processo de resolucdo da agdo de se estender, apoiada por aquelas de
se relacionar e buscar, o que resulta em afirmacdes e definicdes que mostram a coordenagao
interna (Duval, 2008) entre a representacdo analitica e geométrica de tal nocdo. A consolidacao
surge quando a acdo de extensdo, afirmagdes e defini¢des ndo sdo suportadas por outras agoes.

As tarefas do experimento de ensino, em momentos diferentes nas ag¢des, apresentaram
coordenagdo dos dois sistemas semioticos: o analitico € o geométrico, com caracteristicas
comuns que indicam que a constru¢do de um conceito ¢ um processo progressivo de extensao
a novas situagdes e de coordenagao entre diferentes sistemas semioticos.

A andlise permitiu constatar que a atividade dos alunos em contexto tecnoldgico,
integrando diferentes representagdes inter-relacionadas, ajudou os alunos a avangarem na
construgdo do conceito de periodicidade de fungdes trigonométricas, de forma que a interagao
e o dinamismo das agdes de relacionar, buscar e estender facilitaram a coordenagdo interna
entre as representagdes analiticas e geométricas. Tais fatores foram relevantes para a
aprendizagem de conceitos de fungdes trigonomeétricas.

A investigacdo confirmou que o uso simultdneo de representagcdes geométricas e
algébricas dinamicas em atividades interativas podem auxiliar a avangar na compreensdo € na

constru¢ao de conceitos matematicos.
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