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Resumen

Desde una perspectiva epistemolodgica y cognitiva, en el presente informe de investigacion se analizan
los argumentos intuitivos producidos por futuros profesores de matematicas del nivel bachillerato en
una experiencia con un fenémeno aleatorio de manera sistematica. Los elementos tedricos se enmarcan
en el desarrollo conceptual de la probabilidad (intuitivo, cldsico, frecuencial y axiomatico), la intuicion,
esquema de prueba empirico y la argumentacion. Con un enfoque cualitativo, se desarrolld una actividad
de ensefianza sobre la mezcla aleatoria con 12 participantes de una universidad publica mexicana. El
método de la experienciacion permitio la instrumentacion de guiones de clase, guion de la actividad de
referencia, hojas de control y videograbacion. Los resultados sugieren una configuracion de argumentos
intuitivos respecto a la medida de probabilidad, espacio muestra, combinatoria y ley de los grandes
numeros, que permitieron evolucionar a nociones matematicas relativas a la probabilidad.
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Abstract

From an epistemological and cognitive perspective, this research report analyzes the intuitive arguments
produced by future mathematics teachers at the baccalaureate level in an experience with a random
phenomenon in a systematic way. The theoretical elements are framed in the conceptual development
of probability (intuitive, classical, frequency and axiomatic), intuition, empirical test scheme and
argumentation. With a qualitative approach, a teaching activity on random mixing was developed with
12 participants from a Mexican public university. The method of experience allowed the instrumentation
of class scripts, script of reference activity, control sheets and video recording. The results suggest a
configuration of intuitive arguments regarding the measure of probability, sample space, combinatorial
and law of large numbers, which allowed us to evolve to mathematical notions related to probability.
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1 Introduccion

El gran avance tecnologico y cientifico que vive actualmente la sociedad ha generado el
acceso a la informacion sin restricciones. Esto debido al desarrollo de la teoria de la
probabilidad (Narens, 2007). Sus repercusiones competen en la ciencia, la filosofia, en la
actividad humana, incluso en tendencias en el arte (Ojeda, 2003). Por ejemplo en psicologia, la
probabilidad y la estadistica han jugado un papel importante no solo para otorgarle el status de
disciplina, sino en la investigacion de procesos del pensamiento del individuo (Fischbein,
1975).

Lo anterior exige que los ciudadanos deban estar preparados para el tratamiento de la
informacion. Los sistemas complejos y masivos demandan a los habitantes una formacién en
estocasticos! para la toma de decisiones. El reconocimiento de tal situacién obliga al sistema
educativo nacional introducir temas de probabilidad y de estadistica en toda la educacion basica.

Los cambios curriculares que han sufrido varios paises han considerado la problematica
de agregar elementos de probabilidad y de estadistica como contenido disciplinar (Vasquez y
Alsina, 2017). Esto se ha reflejado también en la formacion de profesores, por ejemplo en el
contexto mexicano Martinez y Ojeda (2017) sefialan una reciente incorporacion de estos temas
en el curriculo para profesores de primaria regular en la materia Procesamiento de la
Informacion Estadistica. Sin embargo, ain prevalece la incomprension de estocésticos tanto en
los estudiantes como en los futuros profesores (Lopez-Mojica, Ojeda y Salcedo, 2018), lo que
propicia sesgos del pensamiento (Kahneman, Slovic y Tversky, 1982; Ojeda, 1994).

La necesidad del estudio de la probabilidad y de la estadistica es relevante, por un lado,
desarrollar un pensamiento probabilistico impone un modo distinto de pensar (Fischbein, 1975),
porque el pensamiento se abre a lo posible (Piaget, 1982) y en consecuencia se desarrolla un
pensamiento critico. Ademas, los temas de estocasticos convocan la promocion de otros
conceptos matematicos (Steinbring, 2005) y permiten dotarle de otro sentido por su uso, por lo
que se establece una red conceptual para la constitucion de un pensamiento matematico que
considera la intervencion del azar (Heitele, 1975; Steinbring, 1991).

A mas de 30 afios Steinbring (1989) sefiald que la probabilidad y la estadistica no pueden
ensefarse de la misma manera que las matematicas escolares convencionales, pues el caracter
aleatorio y la naturaleza especifica de las disciplinas se pierde (Steinbring, 1989). Esta idea

persiste en estudiantes, pues las miran como una coleccion de reglas y recetas sin explicaciones

! En el presente documento, la palabra estocasticos refiere a conceptos relativos a la probabilidad y a la estadistica.
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o argumentos (Holmes, 1980). Por lo que es necesario comenzar a identificar la estrecha
relacion y complementariedad de ambas disciplinas (Batanero y Borovenik, 2016). Conviene
entonces, introducir los temas en cuestion “en un contexto mas amplio de situaciones
significativas que ofrezcan oportunidades para argumentos, interpretaciones y decisiones
estadisticas” (Steinbring, 1989, p. 151).

Es necesario analizar ese tipo de argumentos, interpretaciones y decisiones estocasticas
que desencadenen un razonamiento probabilistico, pues identificarlas “podria permitir auxiliar
a la formulacion de estrategias de intervencion didactica y de herramientas de evaluacion
formativa orientadas a favorecer el aprendizaje de formas de validacion basadas en el
razonamiento deductivo” (Larios, Arellano y Gonzalez, 2018, p. 281).

Tratar los temas de probabilidad con los futuros docentes del nivel medio superior,
permitiria su incorporacion en la formacion matematica de los jovenes y asi ofrecerles un acceso
al estudio de fendémenos aleatorios de manera sistematica. Es decir, se estaria preparando a los
alumnos a enfrentarse a situaciones deterministas como indeterministas y garantizar, de cierta
manera, una educacion matematica basica integral (Ojeda, 2003).

Vasquez y Alsina (2017) expresan que un lenguaje cotidiano es pieza clave para el
desarrollo de un lenguaje probabilistico y éste es un soporte para la alfabetizacion
probabilistica. Ademads, sugieren que los docentes empleen el uso de ideas intuitivas de los
alumnos para incorporar de manera gradual los significados de la probabilidad. Lo que
concuerda con lo planteado por Heitele (1975), quien recomienda presentar actividades de
probabilidad y estadistica lo més temprano posible para generar en el individuo intuiciones
auxiliares.

El presente informe de investigacion tiene como fin caracterizar los argumentos
intuitivos que exhiben los futuros profesores de bachillerato cuando se les presenta una
situacion aleatoria. Dada la influencia de la matematica escolar determinista, es necesario
romper con la tendencia de ofrecer una sola respuesta a problemas que plantean una variedad
de resultados. Pues conjeturamos que una educacion determinista en probabilidad provocaria

en los futuros profesores argumentos con un enfoque determinista también.

2 Elementos Teoricos De La Investigacion

En la correspondencia entre Fermat y Pascal, a mas de 300 afios transcurridos, se

identificé una primera aproximacion al estudio del azar. En ella se puede senalar que ante la
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necesidad de analizar los juegos de azar, los autores enumeraron todas las posibilidades de
ocurrencia de cierto suceso, a manera de encontrar un modelo matematico que permitiera su
explicacion (Coutinho, 2007).

Sin embargo, autores como Hacking (1975) expresan que el concepto de probabilidad
no surgi6 del todo de los juegos de azar. Dada su naturaleza, la idea de probabilidad implica un
significado dual, “uno estadistico que concierne a las leyes estocasticas de los procesos
aleatorios y el otro epistemolédgico, dedicado a estimar grados razonables de creencia en
proposiciones carentes de un fondo estadistico” (Hacking, 1975, p. 25).

Revisar el desarrollo histérico de la probabilidad (Coutinho, 2007) da pautas para
generar en los escolares un conocimiento gradual a partir de sus errores o dificultades; ademas
permitiria a los profesores tomar conciencia de esos problemas como parte natural de esa
evolucion conceptual (Batanero, 2005). Por lo tanto en esta investigacion se reconocen los
significados histéricos de la probabilidad sefialados por Batanero, Henry y Parzysz (2005):
intuitivo, clésico, frecuencial y axiomatico.

El enfoque intuitivo de la probabilidad, se ha interpretado como el grado de creencia de
una persona en la ocurrencia de los posibles resultados de una situacion azarosa (Fischbein,
1975), también refiere al “uso de frases o expresiones coloquiales para cuantificar sucesos
inciertos” (Batanero, 2005, p. 253). Toma relevancia la intuicion como un programa de accioén
que es parcialmente autobnomo dentro de la cognicidén y que es una sintesis de la experiencia
individual en un dominio dado (Fischbein, 1975). Ya que se vive en un medio ambiente
caracterizado por fendémenos estocasticos, desarrollar una intuicion de frecuencia es esencial,
ésta se genera de modo natural, como resultado de experiencias acumulables del sujeto ante
situaciones que implican sucesos aleatorios y que le provocan un conocimiento por la
experiencia (Fischbein, 1975).

El enfoque clasico se define como la razén del nimero de casos favorables respecto al
numero total de casos posibles, siempre y cuando éstos sean igualmente posibles. Fue instituido
por Laplace (1814) y asume la equiprobabilidad de los posibles resultados. Se le puede
interpretar como una distribucion uniforme de probabilidad.

El enfoque frecuencial se refiere a la estimacion de la probabilidad de un evento con
base en su frecuencia relativa de ocurrencia en una secuencia grande de repeticiones del
fendmeno aleatorio, del cual ese evento es un resultado posible. Es un enfoque a posteriori o
empirico (Hawkins y Kapadia, 1984), pues supone la realizacién de las repeticiones del

fenomeno aleatorio, por lo que la probabilidad es el limite hacia el que tiende la frecuencia
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relativa en un numero muy grande de repeticiones de ese fenomeno (Fine, 1973).

El enfoque axiomatico se estableci6 como una red de definiciones y relaciones a partir
de tres axiomas (Kolmogorov, 1956), una medida de probabilidad P sobre un c-campo de
subconjuntos A de un conjunto Q es una funcién con valores reales y dominio en A, tal que:
1)P(R) =1;2)P(A) = O0paratodo A € A;3)siA,,n = 1,2,3, ..., son conjuntos mutuamente

disjuntos en A, entonces:

P (CJ An) = z::lP(An)

Una confluencia de los enfoques frecuencial, clasico y axiomadtico se muestra por
primera vez con el teorema de Bernoulli (Steinbring, 1991) o la ley débil de los grandes
numeros. Esta consiste en que la probabilidad axiomatica se pone en relacion con la frecuencial
y la clésica, cuando la segunda tiende a la tercera en un nimero muy grande de ensayos
idénticos.

El enfoque intuitivo expresa en menor o mayor grado la probabilidad segin la
percepcion del individuo, por lo que éste podria sentar bases embrionarias para el desarrollo de
la probabilidad axiomaética (véase la Figura 1), si se tratan a la par los enfoques frecuencial y
clasico (Hawkins y Kapadia, 1984). Desarrollar de manera simultanea los tres enfoques,
permitiria al individuo establecer elementos para estructurar argumentos matematicos
encaminados a razonar sobre la situacion aleatoria que se esté analizando. Es decir, promover
la interpretacién y comprension de los procesos y resultados que propuso el estudiante, hacia la
evolucion de una estructura matematica (Larios, Arellano y Gonzélez, 2018), desembocarian

en estructuras del pensamiento elaboradas en relacion a la situacion aleatoria de la que se trate.

[ Enfoque clasico ]
4

Enfoque intuitivo —_— b E— Enfoque axiomético

[ Enfoque frecuencial ]

Figura 1: Constitucion del enfoque axiomatico
Fuente: Elaboracion propia

Para Sarda (2003) la argumentacion refiere a una actividad social, intelectual y verbal
que permite justificar una opinion. En tanto Larios, Arellano y Gonzalez (2018) expresan que
un argumento es “el encadenamiento de razonamientos dados por los alumnos para explicar la

validez de sus respuestas y procedimientos seguidos para darle solucion a un problema” (p.
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285), en este caso una situacion aleatoria. Por lo tanto, interesan los argumentos intuitivos,
basados en los grados razonables de creencias segin el significado epistemologico de la
probabilidad, para explicar la validez de repuestas y como se van constituyendo respecto a la
experiencia sensorial (Harel y Sowder, 1998) con el fendmeno aleatorio; conciernen asi los
argumentos intuitivos tendientes a explicar el como y por qué de la situacion aleatoria, lo que

Harel y Sowder (1998) llaman esquema de prueba empirico.
3 Procedimiento De La Investigacion

De tipo cualitativa (Vasilachis, 2006), la investigacion se desarroll6 en tres fases (véase
la figura 2). En la primera, de indagacion, se aplicé un cuestionario diagnostico para sefialar las
nociones de probabilidad a una muestra de estudiantes de la licenciatura en ensefianza media
con especialidad en matematicas. En la segunda fase, de ensefianza, se implementaron
actividades de probabilidad ex profeso, con miras a ponderar una caracterizacidon matematica
del azar (Ojeda, 2003, 2006). En una tercera fase, de comprension, se aplicd un cuestionario
que permiti6 identificar la comprension de las ideas fundamentales de probabilidad después de

su ensefianza.

\\ Fase | \\ Fase I1 \\ Fase 111
/ Indagacion y Ensefianza //f Comprension
v 4 \/

y

_
Cuestionario Actividades Cuestionario
- Escritura en papel Guidn de ensefianza - Escritura en papel
- Videograbacion
- Hojas de control

Figura 2: Organizacion de la investigacion en curso
Fuente: Elaboracion propia

Para este informe de investigacion los resultados conciernen a la Fase Il de Ensefnanza.
En la cual se desarrollaron cinco actividades para caracterizar de manera matematica el azar
(Ojeda, 2003, 2006), pero para el presente documento s6lo se informan los resultados de una.
El método fue la experienciacion (Maturana, 2003) en estocésticos de los investigadores y los
participantes. Los instrumentos fueron las actividades de referencia a fenomenos aleatorios y el
guion de ensefanza. Para el registro de los datos se usaron hojas de control y la videograbacion,
con su respectiva transcripcion.

Para tener un mejor acercamiento a la produccion de los futuros profesores, se aplicaron

criterios de analisis propuestos por Ojeda (2006). Estos conjugan aspectos de los elementos
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tedricos y de método. Asi pues, en el analisis de la presentacion de una situacion estocastica,
para y en la ensefianza, conviene no solo referirse a los estos conceptos, sino distinguirlos de
los otros conceptos matematicos que se requieren en la situacion cuyo foco son los primeros
(Ojeda, 2006).

De igual forma, se complementarian los datos provenientes de los recursos semidticos
con soporte grafico (lengua natural escrita, dibujos, graficas, diagramas, notacion matematica)
empleados para presentar situaciones con fendmenos aleatorios (Ojeda, 1999), asi como el tipo
de expresiones que aluden a los estocdasticos. Por la naturaleza de la investigacion a los criterios
se les agregan esquemas de prueba empiricos (Harel y Sowder, 1998) para identificar los
argumentos de los futuros profesores. Por lo tanto, para el presente documento, los criterios
son:

% Situacion de referencia: compete a la relacion del individuo con su medio ambiente,

el cual condiciona, limita, funda y determina posibilidades (Abbagnano, 1974).

% Ideas fundamentales de estocasticos (Heitele, 1975): permiten tener un analisis
conceptual de la situacion aleatoria, por lo que son medida de probabilidad, espacio
muestra, regla de la adicion, regla del producto e independencia, equidistribucion y
simetria, combinatoria, modelo de urna y simulacion, variable estocéstica, ley de los
grandes nlimeros y muestra.

& Argumentos intuitivos: expresiones de aceptacidon o negacion en relacion con
experiencias sensoriales (esquema de prueba empirico, Harel y Sowder, 1998),
relacionados a un conocimiento que se deriva de la experiencia (Fischbein, 1975)

aleatoria y estructura un modelo explicativo (Heitele, 1975) en un plano intuitivo.

e

% Otros conceptos matematicos: nimeros naturales y el cero, su orden, operaciones

aritméticas basicas, razon y proporcion, producto cartesiano, por mencionar algunos.
% Recursos semioticos: graficas, figuras, diagramas, notacidbn matematica, lengua
natural escrita. Ojeda (2006) argumenta que se hace referencia a ‘“recursos
semioticos” en lugar de “representaciones semioticas”, ya que esta ultima frase
corresponde a una interiorizacion de los usos de esos recursos, que no es inmediata

a su presentacion (Ojeda, 1999).

K/

% Terminos empleados: las palabras y las frases que aluden a estocésticos, ya sea
técnicas o cotidianas (Ojeda, 2006, p. 210).
La correlacion entre los seis criterios nos permitira tener una aproximacion al analisis

de los argumentos que externen en su produccion los futuros profesores respecto a la situacion
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aleatoria que se desarrolle y a su vez a un acercamiento a su comprension de la probabilidad.

3.1 La Situacion De Referencia

Se eligié una actividad que implica el estudio de un fenomeno aleatorio de manera
sistematica. Particularmente se pretendié favorecer la idea de azar, asi como de las ideas
fundamentales de estocasticos como: ley de los grandes numeros, combinatoria, espacio
muestra y medida de probabilidad. La actividad se tomo de la obra de Piaget e Inhelder (1951)
acerca del origen de la idea de azar en el nifio.

Bajo el enfoque intuitivo, la situacion consiste en el balanceo de una bandeja de madera
(ver Figura 3) provista de un pivote por debajo, a lo ancho y en el centro de ella; 20 canicas del
mismo tamano de dos colores en igual proporcion (diez blancas y diez negras), colocadas a lo
ancho en un lado de la bandeja y libres de rodar al lado opuesto en cada balanceo de ésta. Ante
el planteamiento del como regresarian las canicas y sus posiciones relativas, se espera la

produccion de los argumentos de los individuos respecto a la situacion azarosa.

Figura 3: Productor de mezclas aleatorias
Fuente: adaptado de Piaget e Inhelder (1951, p. 14)

La actividad promovié la idea de azar, pues por el nimero relativamente grande de
canicas, resulta muy dificil la anticipacion de un acomodo particular de ellas al cabo de un
balanceo de la bandeja; asi como la irreversibilidad de la mezcla, es decir, que ademads por el
nimero relativamente grande de balanceos es dificil que las canicas regresen a su acomodo
inicial. En efecto, el nimero (N) de maneras en que las 10 canicas indistinguibles, excepto por

el color (blancas y negras), se pueden acomodar en los 20 lugares disponibles para ellas es:

N = n! X2 = 20!

e X2 = e X2 = 369512, <.

La actividad implica las ideas fundamentales de estocasticos: medida de probabilidad,
de manera cualitativa se apela a la idea con la prediccion de las posibles posiciones de las

canicas como resultado de los balanceos de la bandeja; combinatoria (técnicas de conteo) con
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la peticion del dibujo de la anticipacion de la posicion relativa de las canicas y las trayectorias
de las mismas ante cierto numero de balanceos; espacio muestra, como el conjunto de las
posibles posiciones de las canicas; ley de los grandes numeros, ya que con la alusion al acomodo
resultante de un nimero muy grande de balanceos y un nimero relativamente grande de canicas
se pretende la identificacion de la irreversibilidad de la mezcla; es decir, a un nimero muy
grande de balanceos de la bandeja, el regreso de las canicas a su posicion inicial tiene poca
probabilidad. La idea de azar resulta de la advertencia de un nimero muy grande de posiciones
relativas (enfoque frecuencial de la probabilidad) de las canicas y de la irreversibilidad de la

mezcla (enfoque cléasico de la probabilidad).

3.2 Los Participantes

La situacion de referencia se desarrolldo con 12 profesores en formacion (20-22 afios)
del sexto semestre de la Licenciatura en Educacion Media especializada en Matematicas de la
Universidad de Colima (UdC). Este programa educativo tiene como objetivo la formacion de
profesores de matematicas que incidan en el nivel bachillerato y estd enfocado a la educacion,
pero ofrece cierta especializacion en el area de matematicas. Un acercamiento a la probabilidad
la tienen en la unidad de aprendizaje Probabilidad y estadistica aplicada a la educacion, que
entre los propodsitos se encuentran: “Explorar las nociones frecuencial y clédsica de la
probabilidad a través de actividades muy diversas, asi como realizar diagramas de arbol para
enumerar los posibles resultados de una experiencia aleatoria” (UdC, 2002, p. 180).

Es de notar que los propdsitos de la materia sugieren un nivel operativo; es decir, se
limitan s6lo a la aplicacion de reglas de la probabilidad y se descuida la comprension de ésta.
Ademas, pareciera que, a pesar de mencionar conceptos matematicos, el enfoque es meramente
determinista: realizar diagramas de arbol para enumerar los posibles (UdC, 2002, p. 180;

agregamos negritas).

4 Los Argumentos Intuitivos De Los Futuros Profesores

La actividad de referencia se aplico a los participantes en dos sesiones de trabajo con
una duracion de 30 minutos en promedio. Durante el desarrollo, los futuros profesores dieron
evidencia de argumentos hacia la comprension de las ideas fundamentales de probabilidad:

medida de probabilidad, espacio muestra, combinatoria y ley de los grandes ntimeros.
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Segun la produccion, al inicio las expresiones correspondian a la asignacion de grados
de creencia mediante palabras como “posible”, “poco probable”, “imposible” (enfoque
intuitivo). Conforme se desarrollaba la actividad y, con la interaccidon constante con el material
concreto y un nimero relativamente grande de ensayos (enfoque frecuencial — enfoque clésico)
por parte de ellos, las expresiones aludian a justificaciones del fenomeno aleatorio implicado

desde la estructura matematica (enfoque axiomatico).

4.1 Argumentos Sobre Medida De Probabilidad

Ante la peticion de la prediccion del acomodo de las canicas después de balancear la
bandeja, los futuros profesores hicieron alusion a la medida de probabilidad de manera
cualitativa por medio de la asignacion de grados de creencia (imposible, poco probable y
posible) a los acomodos de las canicas y a las trayectorias de éstas. Por lo que se identificaron
tres tipos de argumentos: argumento predictivo imposible, argumento predictivo poco probable
y argumento predictivo posible.

El argumento predictivo imposible fue atribuido a la anticipacioén del acomodo de las
canicas por parte de tres futuros profesores, ademas otros cinco advirtieron que era imposible
predecir, anticipar o conocer las trayectorias que tomarian las canicas durante muchos
balanceos. Algunas de las expresiones se muestran a continuacion, en los episodios de dialogos
se muestra la interaccion entre el investigador y los estudiantes para profesor diferenciados por

la inicial de su nombre.

Investigador: ... ;Alguien me puede decir que paso o a qué se debe que el acomodo que ustedes
anticiparon de las canicas no es el mismo que se dio después del balanceo?

Alumno J: Yo.

Investigador: ;Si?

Alumno J: No puedes predecir el movimiento de las canicas porque es algo mds bien...
Alumno D: jAleatorio! [interrumpe].

Alumno J: Aleatorio, no sé...[pensativo]

Investigador: D, ;qué paso? ;Coincide el acomodo que ti anticipaste con el acomodo que
resulto de los cincuenta balanceos?

Alumno D: [Se levanta a observar el contenido de la bandeja] No.

Investigador: ;A qué se debe?

Alumno D: Pues... yo siento que es algo que no se puede determinar, es imposible, aunque sea
un balanceo o sean cincuenta.

Investigador:  ;Por qué? ;Por qué imposible? A, ;querias decir algo?

Alumno A: Ah, si. Yo creo que es imposible identificar con imagenes mentales, quiza haciendo
otras cosas...

(Dialogo entre futuros profesores e investigador, 2017).

El argumento predictivo poco probable fue expresado para las mismas acciones que en

REVEMAT, Floriandpolis (SC), v.14, Edi¢do Especial Educagdo Estatistica, p.1-18, 2019. 10



ISSN 1981-1322
Er DOTI: http:// doi.org/105007/1981-1322.2019.e61978

el primer argumento. Los futuros profesores indicaron que era poco probable o no seguro que
fueran efectivas las predicciones del acomodo de las canicas emitidas en sus dibujos; otros
asignaron la misma medida de probabilidad a realizar la prediccion de la trayectoria y acomodo
de las canicas. Sobre el regreso de las canicas a su posicion original (alineadas y separadas por
el color), en mayor medida, tres participantes indicaron que habia pocas probabilidades de que
sucediera esto.

Respecto al argumento predictivo posible, no se le asigna una probabilidad como tal,
pero los futuros profesores consideraron que esto podia suceder en algin momento o de alguna
manera. En sus respuesta, seis indicaron que era posible o probable que las canicas regresaran
a su posicion original. De estos futuros profesores, algunos entraron en discusion sobre dicho
suceso, en sus argumentos iniciaban en considerar el numero de balanceos necesarios para
obtener la posicion inicial (canicas blancas y canicas negras agrupadas por color).

Investigador: ... Si realizamos muchos, muchos otros balanceos, ;pueden regresar a la posicion
inicial donde estaban estas canicas?

Alumno A: Pero no creo que regresen a su posicion inicial.

Alumno V: Yo digo que si se puede mientras no haya tantas canicas.

Alumno L: Y mientras no modifiques el tablero este... Y puedas hacer tantos balanceos hasta
que por fin te dé el inicial. [Murmullos].

Alumno D: No, es que estamos alegando que es un ciclo...

Alumno A: Es un ciclo.

Alumno D: Pero lo que yo digo es que a lo mejor si pueden llegar otra vez las diez blancas y
las diez negras, va a ser no sé, en “n” eventos, pero el problema es que no es un ciclo porque
si das otro mas tendria que repetirse el primer balanceo que la primera posicion. Pero si se
puede, a lo mejor a los setenta puedes llegar a las diez blancas y a las diez negras...

Alumno A: O setenta y ocho.

Alumno D: Y vuelves a empezar, ;no? Otra vez a los balanceos y ahora a los ciento veinte
balanceos otra vez diez y diez [refiere al acomodo inicial de las canicas], entonces no es algo
que se pueda terminar.

(Dialogo entre futuros profesores e investigador, 2017).

Como se podré identificar, la evolucion de los argumentos de los estudiantes para
profesor, ante la necesidad de explicar la situacion aleatoria, evocan a otras justificaciones como
los choques entre las canicas o con las paredes de la bandeja, la fuerza que se imprime en el
movimiento, el viento, etc., y no solo refieren a la intervencion del azar como unica respuesta.

Alumno D: Porque hay muchos elementos o variantes de... que afectan ese evento. Por ejemplo,
el viento que le dé a una canica y ya se mueve para un lado o...

Alumno G: Que vaya lento o que vaya rdapido.

Alumno D: jAha! La fuerza que imprimas en cada uno de los balanceos no es la misma que
imprimes en todos.

(Dialogo entre futuros profesores e investigador, 2017).
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4.2 Argumentos Sobre Espacio Muestra

Los tipos de argumentos para esta idea fundamental, estan relacionados a la prediccion
de las posiciones relativas de las canicas en conjunto, al cabo de cierto nimero de balanceos
(cinco balanceos, cincuenta balanceos y muchos balanceos). El investigador promovié la
reflexién sobre el dibujo realizado por los futuros profesores, pues éste corresponde a una
posicion del conjunto de muchas posiciones posible que podrian tomar las canicas.

Se solicito la prediccion del conjunto de canicas después de realizar un balanceo. Los
participantes anticiparon mediante un dibujo esas posiciones relativas de manera lineal (cuatro
futuros profesores); es decir, todas formando una fila revueltas entre ellas o con el mismo orden
y sugirieron que su trayectoria seria rectilinea. De los doce futuros profesores, solo cinco
anticiparon un acomodo distinto a la inicial, advirtieron de los choques entre las canias y las
caras laterales de la bandeja. Por lo anterior, los tipos de argumentos que se identificaron fueron:
argumento predictivo de posicion lineal y argumento predictivo de posicion no lineal.

Después de la primera interaccion con la bandeja (primer balanceo), en las siguientes
predicciones los participantes anticiparon acomodos lineales y no lineales; es decir, las canicas
ordenadas en una sola linea o unas sobre otras, respectivamente. También identificaron la
mezcla de las canicas e indicaron que en la trayectoria de las canicas, durante los balanceos,
chocaban entre ellas y con los bordes de la bandeja; del mismo modo, atribuian los acomodos
y trayectorias de las canicas a fuerzas externas como el viento, la fuerza impresa en los
balanceos, la gravedad, lo que sugiere una evolucion al tipo de justificaciones; algunas de las

producciones se pueden observar en la Figura 4.

Figura 4: Tipos de producciones segtn los argumentos lineal y no lineal
Fuente: datos del estudio

4.3 Argumentos Sobre Combinatoria

Los tipos de argumentos que emitieron los futuros profesores respecto a la combinatoria,

corresponden a acomodos lineales (cinco participantes), en un primer momento, y posterior aun
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balanceo, sus acomodos incluyeron amontonamiento de canicas (tres participantes). También
se revelo cierto patron de orden de las posiciones y aseguraban que entre mas balanceos, mas
revueltas quedaban las canicas (cuatro participantes); es decir identificaron la mezcla.

Hubo predicciones de acomodos de canicas que de ninguna manera resultarian pues no
mantenian la cantidad de canicas utilizadas en la bandeja o aunque mantenian la cantidad total
de canicas, el numero de canicas por color no correspondia al empleado en la bandeja. Por lo
que los tipos de argumentos que se identificaron fueron: argumento de acomodo lineal,
argumento de acomodo con patron, argumento de acomodo conglomerado y argumento de
acomodo azaroso.

U

)

00040099

T

[/ "
1)

¢) Conglomerado d) Acomodo azaroso

Figura 5: Tipos de acomodos anticipados por los participantes
Fuente: datos del estudio

Con la peticion de la prediccion del acomodo de las canicas después de cincuenta
balanceos por medio de un dibujo, los participantes indicaron predicciones azarosas respecto
las primeras producciones. Esto es, la experiencia de la interaccion con la bandeja influyd
directamente en los futuros profesores para ampliar sus argumentos respecto al contenido

matematico (ver Figura 5).

4.4 Argumentos Sobre La Ley De Los Grandes Numeros

Los futuros profesores evidenciaron un acercamiento a la irreversibilidad de la mezcla.
Se pregunto si era posible que las canicas regresaran a la posicion inicial cuando la bandeja se
balanceara muchas, muchas veces, a lo que respondieron que era casi imposible o muy poco
probable. Por lo que, se tienen argumento de reversibilidad y argumento de irreversibilidad.
Sus argumentos evolucionaron a justificaciones con estructura matematica, por ejemplo el
reconocer que una probabilidad pequeia puede ocurrir siempre y cuando exista.

Investigador: Ok, gracias. Chicos, entonces si nosotros balanceamos muchas, muchas, muchas
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veces mas este... la bandeja, justedes consideran que las canicas regresarian a su posicion
inicial, es decir, diez blancas y diez negras?

Todos: Nooo...

Alumno L: Si, chance si, pero es...

Alumno D: Espera...

Alumno L: Es que yo... Algo asi puse en mi prediccion, pero no exactamente. Quedaban negras,
digo, nueve negras y quedaba una blanca y una negra y después las otras nueve [refiere a las
blancas]. Yo tenia esa prediccion, pero no sé, creo que si se podria, pero seria una probabilidad
muy muy muy pequeria de que quedaran asi.

Alumno K: Mmm ...[Mueve la cabeza en tono de desacuerdo].

Alumno M: Bueno, pues mientras exista la probabilidad si puede pasar, pero es poca, es
pequerna.

(Dialogo entre futuros profesores, 2017).

Un resumen de los tipos de argumentos intuitivos que produjeron los futuros profesores
se presenta en la Tabla 1. Respecto al nimero de participantes, estos varian en relacion a las

anticipaciones de los movimientos (uno, cinco, cien) de la bandeja.

Tabla 1: Caracterizacion de los argumentos intuitivos por idea fundamental

Ideas fundamentales de

e Tipos de argumentos intuitivos
estocasticos

Argumento predictivo imposible

Medida de probabilidad Argumento predictivo poco probable
Argumento predictivo posible

) Argumento predictivo de posicion lineal
Espacio Muestra Argumento predictivo de posicion no lineal

Argumento de acomodo lineal
) ) Argumento de acomodo con patron
Combinatoria Argumento de acomodo conglomerado
Argumento de acomodo azaroso

Argumento de reversibilidad

Ley de los grandes numeros Argumento de irreversibilidad

Fuente: Elaborado por los autores

5 A Manera De Conclusion

Después de la aplicacion de la actividad mezcla aleatoria, los elementos tedricos
permitieron identificar los argumentos intuitivos respecto a la probabilidad, particularmente
medida de probabilidad, espacio muestra, combinatoria y ley de los grandes nimeros. Se mostrd
una evolucion de justificaciones intuitivas causales a justificaciones matematicas. En
correspondencia a lo que determinan Piaget e Inhelder (1951), los futuros profesores transitaron
en los tres estadios en las sesiones de trabajo: de ver el conjunto de canicas como un solo objeto

a sefalar las posiciones relativas de éstas, sus trayectorias aleatorias y la irreversibilidad.
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Figura 6: Esquema de argumento empirico para la mezcla aleatoria
Fuente: adaptado de Harel y Sowder (1998)

La evolucion de los argumentos estuvo caracterizada por la intuicion de frecuencia
(Fischbein, 1975) al realizar los ensayos con el material concreto y que, ante la prediccion,
provoco el surgimiento de grados de creencia (Fischbein, 1975; Batanero, 2005). Lo anterior
desemboco en pruebas de esquema empirico (Harel y Sowder, 1998) dada la experiencia con el
fenomeno aleatorio, por lo que se configur6 el argumento (Larios, Arellano y Gonzalez, 2018;
Sarda, 2003) intuitivo. En el esquema de la Figura 6, se presenta la evolucion logica de las
expresiones emitidas por los futuros profesores para consolidar sus argumentos.

Respecto a medida de probabilidad, los argumentos intuitivos presentan un
acercamiento a la comprension tanto de manera cualitativa como cuantitativa, pues asignaron
grados de creencia por medio de expresiones como “posible”, “poco probable” e “imposible”
(Fischbein, 1975; Batanero, 2005), las asignaciones numéricas que declaraban como
probabilidad poniendo en relacion la cardinalidad del evento con la cardinalidad del espacio
muestra, de esa manera normaban la probabilidad (Heitele, 1975) como una funciéon en el
intervalo [0,1].

En la actividad de ensefianza intereso el balanceo de la bandeja con las 20 canicas (10
blancas y 10 negras) y todas las posiciones relativas de éstas; ademas de la prediccion por medio
de dibujos, se apelo a las ideas de combinatoria, ley de los grandes niumeros, espacio muestra 'y
medida de probabilidad. El recurso semidtico permitid recuperar elementos de la situacion
aleatoria que se escapaban a la simple vista y someti6 al andlisis el fendmeno aleatorio implicito
(Ojeda, 1999).

Segtn Fischbein (1975) la intuicion de frecuencia se desarrolla naturalmente, con

experiencias individuales acumulables de situaciones aleatorias. En ese caso, la actividad de
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ensefanza ofreci6 a los futuros profesores el acercamiento a un aprendizaje probabilistico con
la comparacion de sus producciones anticipadas (enfoque clasico) con lo que resulto
efectivamente al cabo de los ensayos (enfoque frecuencial). Por lo tanto, se favorecid un
conocimiento promovido por la experiencia y permitié abonar a los argumentos de los
individuos para formalizar un conocimiento matematico (enfoque axiomatico).

Steinbring (1989) argumenta una necesidad de tratar los conceptos de estocasticos en
una estrecha relacion con marcos de referencia que permitan acentuar la naturaleza de la
aleatoriedad y de la incertidumbre. Para la referencia al objeto se utiliz6 material fisico, pues
Steinbring (2005) considera importante diferenciar la situacion que implica al objeto, de los
signos o simbolos empleados en la presentacion de la actividad y en su desarrollo, para poner
en juego el concepto matematico. Como lo sefiald Fischbein (1975), la exposicion a situaciones
concretas que revisten una acumulacion de experiencias provocan en el individuo, de manera

natural, la intuicion de frecuencia relativa.
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