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Resumo

A média aritmética ¢ uma das medidas resumo mais importante da Estatistica e aparentemente
¢ um conceito prosaico, porém para sua apropriagao ¢ preciso explicitar sua complexidade,
tanto do ponto de vista de seu significado, quanto da rede de conceitos, propriedades,
representacdes e multiplicidade de situagdes nas quais ela pode ser encontrada e situagdes nas
quais requer cuidados para sua utilizagdo. Neste trabalho apresentamos uma primeira
aproximagdo do campo conceitual da média aritmética, ancorados na Teoria dos Campos
Conceituais, a partir da sistematizagdo dos resultados das pesquisas envolvendo este conceito.
Esta aproximacgao se limita ao conceito de média aritmética no campo empirico € ndo envolve
amédia de varidveis aleatorias, pois o foco € servir de base para seu ensino na Educagao Basica.
Assim, explicitamos a rede de conceitos, operacdes e propriedades que formam os Invariantes
(I); as Representacdes (R) (verbal, numérica, algebrica, grafica e pictérica), bem como as
Situagdes (S) que dao sentidos diferenciados ao conceito. Distinguimos trés classes de média:
a simples que implica na soma de todos os valores dividido pelo numero de dados; a agregada,
quando ndo se conhece os valores originais, mas apenas o todo e, nesse caso, recorremos a razao
entre duas grandezas e a média ponderada. Na média ponderada distinguimos trés subclasses,
a média ponderada genuina, onde os pesos sdo resultado de valoragdo; a média ponderada pela
frequéncia com dois tipos, valores pontuais € marca de classe; e, a média ponderada para
encontrar a média geral a partir de médias parciais.

Palavras-chave: Campo conceitual, Média aritmética, Educagdo Bésica.

* Doutor em Educagio pela Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP). Professora Plena da Universidade
Estadual de Santa Cruz (UESC), Ilhéus, Bahia, Brasil. E-mail: icazorla@uol.com.br.

™ Doutor em Educa¢iio Matematica pela Pontificia Universidade Catélica de Sdo Paulo (PUC-SP). Professora
Titular da Universidade Estadual de Santa Cruz (UESC), Ilhéus, Bahia, Brasil. E-mail: eurivalda@hotmail.com.
™ Doutor em Educacdo pela Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP). Professora da Universidade
Estadual de Campinas (UNICAMP), Campinas, Sdo Paulo, Brasil. E-mail: mutsumi@unicamp.br.

REVEMAT, Floriandpolis (SC), v.14, Edi¢do Especial Educagdo Estatistica, p.1-21, 2019. 1


mailto:icazorla@uol.com

@ ISSN 1981-1322
Ev DOL: http:// doi.org/105007/1981-1322.2019.¢62827

Abstract

The arithmetic mean is one of the most important summary measures of Statistics and,
apparently is a prosaic concept, but for its appropriation it is necessary to make explicit its
complexity, both from the point of view of its meaning, and from the network of concepts,
properties, representations and multiplicity of situations in which it can be found and situations
in which it requires care for its use. In this work we present a first approximation of the
conceptual field of the arithmetic mean, anchored in Conceptual Field Theory, from the
systematization of research results involving this concept. This approach is limited to the
concept of arithmetic mean in the empirical field and does not involve the mean of the random
variables, because the focus is to serve as the basis for their teaching in Basic Education. Thus,
we explain the network of concepts, operations and properties that make up the Invariants (I);
Representations (R) (verbal, numerical, algebraic, graphical and pictorial), Situations (S) which
give different meanings to the concept. We distinguish three classes of media: simple one that
implies in the sum of all the values divided by the number of data; the aggregated mean, when
the original values are not known, but only the whole and in this case, we resort to the ratio
between two quantities and, the weighted mean. In the weighted mean, we distinguish three
subclasses: genuine weighted mean, where the weights are the result of valuation; frequency-
weighted mean with two types, point values and class mark; and, the weighted mean to find the
general mean from the partial mean.

Keywords: Conceptual Field, Arithmetic Mean, Basic Education.

1 Introducao

A maioria das pessoas ja ouviu falar da média aritmética, lida com este conceito de
forma bastante familiar ¢ intuitiva e esta acostumada a estimar a média em diversas situacdes
do seu cotidiano, como por exemplo, tempo médio que demora para chegar ao trabalho. Para
chegar a essas estimativas, ninguém anotou sistematicamente os dados, somou e dividiu pelo
nimero de dados (Cazorla, 2003). Na escola, a média também faz parte da vida dos estudantes,
pois para ser aprovado em uma disciplina ele tem que atingir a média ou a soma de pontos nas
avaliagcdes e, muitos dos estudantes vivem aplicando as propriedades da média para saber
quanto devem obter em uma avaliagdo especifica para “alcangar” a média. A média também ¢
muito utilizada na comunica¢do de importantes indicadores econdmicos e sociais, como por
exemplo: “renda per capita”, “expectativa de vida”, “taxa de fecundidade”.

O seu ensino na Educagdo Basica, dentro do bojo do ensino de Estatistica, foi
oficializado pelos Parametros Curriculares Nacionais para os dois primeiros ciclos do Ensino
Fundamental - PCN, ainda em 1997 (Brasil, 1997) e ratificado na Base Nacional Comum
Curricular para o Ensino Fundamental — BNCC (Brasil, 2017).

O reconhecimento da importancia da Estatistica na forma¢dao do cidaddo, em nivel

mundial, fez com que os paises recomendassem seu ensino na Educacdo Basica (Batanero,
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2000). A sua inser¢do no Brasil impulsionou uma area de pesquisa denominada Educagao
Estatistica, preocupada com os processos envolvidos no ensino e¢ na aprendizagem dos
conceitos estatisticos (Lopes, Coutinho & Almouloud, 2010). Da mesma forma, os autores dos
livros foram aprimorando a apresentacao deste conceito ao longo dos diversos anos escolares,
embora geralmente concentrado em um ano escolar (Carvalho, 2011).

Na escola, os professores t€ém implementado o ensino de Estatistica de acordo com as
possibilidades fornecidas pela sua formagao inicial; porém os cursos de Licenciatura, que
formam os futuros professores de Matematica, parecem nao ter ampliado substancialmente o
tempo dedicado ao ensino de Estatistica como mostrado por Viali (2010).

Assim, apds mais de duas décadas da insercdo do ensino de Estatistica na Educagao
Bésica, nos propomos a realizar um estudo documental das dissertagdes e teses publicados no
Brasil e artigos que serviram de base para esses trabalhos, mais especificamente, os trabalhos
liderado por Batanero (2000), nos ultimos 20 anos, com relagdo a média aritmética e a partir
desses resultados propomos uma primeira aproximagdo para o campo conceitual da média
aritmética, ancorados na Teoria dos Campos Conceituais (Vergnaud, 1990, 1994 e 1996),
esquadrinhando os conceitos, operagdes, propriedades, representacdes e situagdes a fim de
apresentar as Situagdes (S), Representagdes (R) e Invariantes (I) desse conceito.

Observamos que neste estudo focaremos nos trabalhos que ampliam aspectos do campo
conceitual da média, bem como, nos deteremos apenas nos aspectos deste campo e ndo
trataremos da Mediana e nem da Moda, porque, tanto a mediana, quanto a moda sdo estatisticas
mais restritas em termos de propriedades e construindo o campo conceitual da média, o campo
das medidas de tendéncia central (Média, Mediana e Moda) sera uma extensdo deste. Além
disso, esta proposta se limita ao conceito de média tratado na Educacao Basica, portanto ndo se
tratard da esperanga matematica, que ¢ a média de variaveis aleatorias, nem outros aspectos da

média que sao objeto de estudo do Ensino Superior.

2 A Teoria Dos Campos Conceituais

A Teoria dos Campos Conceituais (TCC) ¢ uma teoria cognitivista que foi desenvolvida
pelo psicologo francés Gérard Vergnaud, a qual “visa fornecer um quadro coerente e alguns
principios de base para o estudo do desenvolvimento e da aprendizagem das competéncias
complexas” (Vergnaud, 1996, p. 155).

Desta forma, a TCC interliga o saber, o professor e o estudante possibilitando ao

professor identificar em quais aspectos pode dar maior atengao, principalmente em suas praticas
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pedagogicas. Além disso, esta teoria nao foi desenvolvida especificamente para o ensino da
Matematica, mas teve como ponto de partida os conteudos relacionados as estruturas aditivas e
multiplicativas, as relagdes nimero-espago e da algebra (Vergnaud, 1996).

Segundo Vergnaud, uma tnica situagdo, por mais simples que seja, engloba mais de um
conceito, por isso, nao faz sentido falarmos em apenas um conceito, € sim, em um campo
conceitual. Podemos definir um campo conceitual, de acordo com Vergnaud (1983, p. 127),
como sendo “um conjunto de problemas e situagdes para o tratamento necessario de conceitos,
procedimentos e representacdes de diferentes tipos, mas estritamente interligados”.

Desta forma, para que ocorra a apropriagdo de um conceito, € necessario que exista uma
interacao entre as situagdes nas quais o conceito esta envolvido, o que possibilitara ao estudante
aprimorar nao s6 um Unico conceito, mas se apropriar de uma variedade de conceitos nas
situacdes que ele for envolvido.

Segundo Vergnaud (1996, p. 156), um conceito “ndo pode ser reduzido a sua definicao,
pelo menos quando nos interessamos pela sua aprendizagem e pelo seu ensino”. No mesmo
sentido concordamos com Santana (2010, p. 31), sendo o conceito “a formula¢ao de uma ideia
através das palavras e do pensamento. E a defini¢do, como o ato de determinar a extensao e os
limites de um objeto ou assunto”.

Além disso, como afirmado por Santana (2010), “um conceito ndo tem sentido em si
mesmo, mas adquire sentido quando esta envolvido numa situacao-problema a ser resolvida”
(p. 32). Assim, a compreensdao de um conceito, por estudantes ou professores, ndo ocorre
quando confrontados com uma Unica situa¢ao-problema, mas ¢ adquirida por meio de situagdes
tedricas ou praticas, que possibilitem mobilizar outros conceitos e propriedades para soluciona-
las.

Nesta teoria, Vergnaud (1996), considera que um conceito ¢ uma terna de trés conjuntos,
que podemos representar simbolicamente por C = (S, I, R).

S € o conjunto de situagdes que da sentido ao conceito (a referéncia). I, o
conjunto dos invariantes nos quais se assenta a operacionalidade dos esquemas
(o significado). R, conjunto das formas pertencentes e ndo pertencentes a
linguagem que permitem representar simbolicamente o conceito, as
propriedades, as situagdes e os procedimentos de tratamento (o significante).
(Vergnaud, 1996, p. 166).

Para Vergnaud (1996), o conceito de situagdao envolve duas ideias principais:

1) ideia de variedade: existe uma grande variedade de situagdes num dado campo
conceptual, e as variaveis de situagdo sdo um meio de gerar, de forma
sistemadtica, o conjunto das classes possiveis;

2) ideia de histdria: o conhecimento dos alunos ¢ formado pelas situagdes com
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que eles se deparam e que progressivamente dominam, nomeadamente pelas
primeiras situacdes suscetiveis de dar sentido aos conceitos e aos procedimentos
que lhes pretende ensinar. (Vergnaud, 1996, p. 171).

Com relagdo a ideia de variedade, em um campo conceitual, esta relacionada a uma
variedade de situagdes que podem ser organizadas sistematicamente, por meio de classes,
procurando dar sentido ao conceito, isto €, a variedade ¢ inerente ao conceito. E, a ideia de
histéria, os estudantes vao se apropriando dos conceitos e procedimentos, historicamente e
progressivamente, ou seja, sdo as situacdes que os estudantes ja dominam, isto ¢é, a historia é
inerente ao conhecimento que o estudante possui.

De acordo com Vergnaud (1996) ha duas classes de situagdes,

1) classes de situagdes para as quais o sujeito dispde, no seu repertdrio, num
dado momento do seu desenvolvimento, € em determinadas circunstancias, das
competéncias necessarias ao tratamento relativamente imediato da situagao;

2) classes de situacdes para as quais o sujeito ndo dispde de todas as
competéncias necessarias, o que o obriga a um tempo de reflexdo e de
exploragdo, a hesitagdes, a tentativas abortadas, conduzindo-o, quer ao éxito,
quer ao fracasso. (Vergnaud, 1996 p. 156).

A primeira refere-se as situagdes, que o sujeito ao ser submetido, utiliza das
competéncias e habilidades ja dominadas para a sua resolucdo, em outras palavras, podemos
dizer que sdo as classes de situacdes que o sujeito j& dominou e as utiliza para solucionar
determinadas situagdes. A segunda, refere-se as situagdes em que o sujeito ndo dispde, naquele
momento, de competéncias e habilidades, por isso requer do individuo maior tempo de reflexdo
e tentativa, levando-o ao acerto ou nao.

Com esses pressupostos em mente analisamos como os autores apresentam a média
aritmética e quais conceitos, propriedades, operagdes, representagdes e situagdes sao
trabalhados, visando sua sistematizagdo e apresentar uma primeira aproximagdao do campo

conceitual da média aritmética.
3 A Média Aritmética E O Que Ja Foi Investigado Sobre Ela

A partir daqui, denominaremos a média aritmética simplesmente como média. Podemos
definir a média como um niimero (X) que resume um conjunto de dados e o representa (Mokros
& Russell, 1995). Pela sua construgao, ela representa o centro de gravidade do conjunto
numérico, ¢ 0 unico nimero que estd mais proximo de todos os niumeros que ela representa.

Matematicamente, apresentamos sua representacao algébrica:

i(xi -X=0
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maxi—=X) =YL xi—- ¥, X =YL, xi—-nX=0

Y xi

Logo: X = -
Onde:
X: representa a variavel em estudo;
Xi: representa o valor da varidvel em uma observacao especifica;
X: 1é-se X barra, representa a média de um conjunto de dados;
n: n minuscula, tamanho da amostra, representa o numero de dados envolvidos no
calculo da média.
Como mencionado, Vergnaud (1996) considera que o conceito ¢ uma terna (S, I, R).
Dessa forma, visando determinar os potenciais invariantes operatorios do conceito de média,
analisamos as propriedades deste conceito, nas quais pode se assentar a operacionalidade dos
esquemas de resolugdo da situacdo, que segundo Strauss e Bichler (1988) sdo sete:
1) amédia esta localizada entre os valores extremos (Xmin < X < Xmax);
2) asoma dos desvios a partir da média é zero (X(xi — X) = 0);
3) amédia ¢ influenciada por cada um e por todos os valores (média =X xi/n);
4) amédia ndo necessariamente coincide com um dos valores que a compdem;
5) a média pode ser um numero que ndo tem um correspondente na realidade fisica
(por exemplo, o nimero médio de filhos por mulher € de 2,3);
6) o calculo da média leva em consideragdo todos os valores inclusive os nulos e os
negativos;
7) amédia ¢ um valor representativo dos dados a partir dos quais ela foi calculada.
As trés primeiras propriedades sdo consideradas propriedades estatisticas da média, da
quarta a sexta sdo consideradas propriedades abstratas.
A média ¢ de fundamental importancia para a analise e compreensao do comportamento
de um conjunto de dados e, apesar de ser vulneravel a influéncia de valores extremos, ¢ sem
davida a medida mais importante da Estatistica Descritiva; além disso, a média serve de base

de célculo para outras medidas, tais como o desvio padrao, correlagdo, dentre outras.
4 O Que Ja Foi Investigado Sobre O Campo Conceitual Da Média Aritmética

A seguir apresentamos a andlise das dissertagdes, teses e artigos apenas nos aspectos
relativos @ média aritmética, visando encontrar subsidios para a construcdo do campo

conceitual. Nesta analise ndo nos deteremos nos resultados de tais pesquisas.
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Batanero (2000) analisou o campo de problemas e atividades a partir do qual emerge o
conceito de Média e as demais medidas de tendéncia central. A pesquisadora afirmou que a
média tem um carater complexo e podem ser identificados nela cinco tipos de elementos, a
saber: os extensivos, que se referem aos campos de problemas de onde surge a média (como a
melhor estimativa em medidas repetidas, divisdo equitativa, como representante € como o valor
provavel); os actuativos, se referem as operacdes matematicas envolvidas (adigdo,
multiplicagdo e divisdo); os ostentivos referentes as representagdes, os intensivos referentes as
propriedades da média e os validativos referentes as demonstracdes matematicas das
propriedades do conceito.

De acordo com a autora, as propriedades propostas por Strauss e Bichler (1988) estao
nos elementos intensivos. Batanero apresenta a média simples, a Esperanga Matematica (Média
de uma variavel aleatéria) discreta e continua; a média geral a partir da média de grupos e a
ideia da média como a razdo entre duas grandezas, como a renda per capita.

Cobo (2003) realizou um estudo sobre o significado e compreensdo das medidas de
tendéncia central, revisando livros do ensino médio e superior ¢ as diretrizes curriculares do
ensino médio espanhol. Também realizou um estudo experimental, onde participaram da
pesquisa 312 estudantes do ensino médio que responderam um questionario contendo 15
questdes envolvendo as medidas de tendéncia central. Além do campo de problemas ja
postulado por Batanero (2000), verificou as representagdes verbais, simbdlicas (observe Figura
1) e numéricas.; com relagdo aos algoritmos e procedimentos, apresentou a média simples,
ponderada, célculo grafico da média, inversdo do algoritmo (dado um valor para a média, buscar
a distribui¢c@o); quanto as defini¢des e propriedades, mostrou a média como algoritmo para

média simples e ponderada e as propriedades ja postuladas por Strauss e Bichler (1988).

Figura 1: Representacdo da média como o fiel da balanga
Fonte: Cobo (2003), p. 51.

Cobo e Batanero (2004a) afirmam que o problema da compreensdo da média esta
intimamente ligado a como se concebe o conhecimento matematico. Os termos e expressoes
matematicas denotam entidades abstratas cuja natureza e origem devem ser explicitadas para

poder elaborar una teoria util e efetiva para compreender tais objetos. As pesquisadoras
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trabalharam com quatro problemas abertos a fim de avaliar a compreensao da média aritmética,
com 53 estudantes do ensino médio. Os problemas exploravam: a) a média como operagao; b)
calculo da média ponderada; ¢) a soma dos desvios em relagdo a média; e, d) obtencdao de uma
distribui¢do a partir de um valor dado para a média.

Em outra pesquisa, Cobo e Batanero (2004b) analisaram 22 livros didaticos do Ensino
Médio relativamente aos problemas propostos, algoritmos, definigdes, propriedades,
representacdes ¢ argumentos, a fim de sistematizar os diversos aspectos que envolvem o
conceito de média. Nesse trabalho fica explicita a média simples (dados isolados), a média a
partir de uma Tabela de Distribui¢do de Frequéncia (TDF) de uma variavel discreta e de uma
variavel continua, o céalculo grafico da média a partir da frequéncia relativa acumulada e, a
média populacional (aquela que leva em consideracao todos os elementos da populagido). Com
relacdo as representagdes dos dados que originam a média as pesquisadoras listaram os dados
isolados (brutos) apresentados sem formato; tabela de dados; TDF e de frequéncias acumuladas;
tabelas de dados agrupados em intervalos de classe; diagramas de barras, histogramas,
poligonos de frequéncias e poligonos de frequéncias acumuladas; curva de distribuicdo de
frequéncia; diagrama da caixa e grafico de ramo e folhas.

O estudo de Novaes (2004) envolveu variaveis discretas e continuas, cujos dados foram
convertidos em TDFs e foram calculadas médias utilizando a média “ponderada” para valores
pontuais e valores em intervalos de classe. A pesquisadora teve como objetivo analisar a
mobilizacdo eficaz de conceitos estatisticos na resolu¢do de problemas praticos, com 12
estudantes, de um curso de Tecnologia em Turismo, utilizando como subsidio tedrico, a TCC.

Melo (2010) investigou como o conceito de Média Aritmética é compreendido por
alunos e professores dos anos iniciais do Ensino Fundamental, considerando os diferentes
invariantes, significados e representagoes, postulados por Strauss e Bichler (1988) e Batanero
(2000), na perspectiva da TCC. Para isso elaborou dois testes, com sete questdes equivalentes
entre os invariantes e significados do conceito de média variando a representa¢do do enunciado
das questdes: grafico de colunas ou enunciado escrito. As variaveis trabalhadas foram discretas
e continuas, com o nimero maximo de cinco dados, todos os nimeros inteiros ¢ com ordem de
grandeza pequeno. Melo trabalhou apenas com a média simples, a partir de dados brutos,
envolvendo as propriedades da média.

Amaral (2010) e Lemos (2011) construiram uma sequéncia composta por dez questdes,
sete envolvendo a média, das quais trés solicitavam o célculo da média simples; outra solicitava

o calculo da média geral a partir de médias parciais; outra solicitava a média “ponderada” pela
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frequéncia, de uma variavel discreta, a partir de um pictograma; outra explorava as propriedades
da média a partir do valor da média e do tamanho da amostra; outra de interpretacao da média
sem referente no mundo real e outra referente a analise da possibilidade de calculo da média a
partir de uma variavel qualitativa, disposta em uma TDF.

Carvalho (2011) analisou como os livros didaticos de Matematica dos anos finais do
Ensino Fundamental, aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didatico, abordavam a
média. Ancorado na TCC, realizou uma pesquisa documental, analisando dez colec¢des de livros
didaticos, cada uma com quatro volumes, totalizando 40 volumes. Com relag¢do aos invariantes,
o autor utilizou as propriedades propostas por Strauss e Bichler (1988); em relagcdo aos
significados, tomou como base os propostos por Batanero (2000). O pesquisador verificou que
os autores dos livros didaticos apresentam: a) a média simples, a média ponderada “genuina”
(quando os valores da variavel sdo afetados por pesos diferentes) e a média “ponderada” pela
frequéncia); b) a ideia da média como ponto de equilibrio ou centro de massa, ¢ a média como
a razdo entre duas grandezas, como a renda per capita; c) as representagdes dos dados
envolvidos no calculo da média em linguagem materna, grafica e tabular, sendo a mais utilizada
a lingua materna, porém parece ndo ter detectado representacdes graficas e pictoricas da média;
d) seis das sete propriedades e verificou a presenga de variaveis discretas e continuas.

Novaes (2011) apresentou duas representagdes de média: a média no diagrama de pontos
utilizando o triangulo como o fiel da balanca e uma linha vertical. Zequim (2012), Alves (2016)
e Aratjo (2018) também estudaram diversos aspectos da média, sendo que o ultimo utilizou o
Geogebra e dados de uma variavel composta “expectativa de vida”, que por defini¢do ¢ uma

média ponderada.

5 O Campo Conceitual Da Média Aritmética

A Estatistica ¢ uma ciéncia que tem como objetivo desenvolver métodos para coletar,
organizar e analisar dados, objetivando resumi-los, de forma a compreender sua esséncia, tanto
para descrevé-los, quanto para fazer previsdes. Por essa razao, a Estatistica faz parte do método
cientifico, das areas do conhecimento que lidam com dados empiricos.

Assim, a Estatistica Descritiva ou Analise Exploratoria de Dados disponibiliza
procedimentos tais como: as tabelas estatisticas que nos permitem organizar os dados em um
sistema matricial; os graficos que nos permitem visualizar padrdes ou relagdes e assim realizar
descobertas, apresentando os resultados de modo simples; e, as estatisticas ou medidas resumo

que sintetizam os dados em um ou poucos valores.
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Esses procedimentos, que acarretam uma variedade de conceitos, em geral se
complementam, e sua utilizacdo harmoniosa nos permite a extragdo e compreensdo das

informagdes subjacentes aos dados.
5.1 Os Invariantes (I)

Nesta secdo detalhamos os conceitos relacionados a média. Todo fenomeno a ser
investigado possui uma populagdo a ela associada (elementos de onde se recolhe os dados). De
acordo com o tipo de investigacdo, os dados podem ser recolhidos da popula¢do ou de uma
amostra (subconjunto da populagdo). Dos elementos da populagdo (unidades populacionais ou
amostrais) sdo selecionadas varidveis (caracteristicas da populacdo), que gerardo dados
(quantificacao ou qualificagcdo da variavel em um elemento da populagdo ou amostra).

Assim, os conceitos de variavel e de dados sdo chaves para a Estatistica, pois s3o sua
matéria prima. As variaveis medem ou descrevem as caracteristicas da populagao em estudo, e
podem ser qualitativas (geram categorias) como por exemplo, sexo, raca, regido ou
quantitativas (geram numeros) e, dentre estes, as discretas (resultado de contagem), como por
exemplo niimero de filhos por mulher, nimero de pessoas de um pais, ou as continuas (resultado
de mensuracdo), como por exemplo altura e peso (massa corporea) de uma pessoa, renda
familiar etc.

Essas varidveis recolhidas diretamente das unidades populacionais ou amostrais geram
dados brutos, isto €, sem nenhum tratamento estatistico ou matematico. A partir das variaveis
originais, como por exemplo a altura (A) e peso (P), podem ser criadas novas variaveis, que
aqui denominamos “compostas”, por exemplo o Indice de Massa Corpérea (IMC) que é uma
razdo entre as duas variaveis anteriores (IMC = P/A?).

Também existem as varidveis agrupadas, que ja sofreram tratamento estatistico, como
por exemplo, a renda per capita, expectativa de vida, Indice de Desenvolvimento Humano
(IDH), dentre outros. Em geral, essas variaveis sdo denominadas de indices e a unidade
populacional ou amostral (de onde se coletam os dados) se referem a um coletivo de unidades
populacionais. Por exemplo, a renda per capita ¢ calculada por paises ou regiodes.

Esta distingao ¢ importante para o calculo da média, pois ndo se pode calcular a média
simples da renda per capita dos estados brasileiros para se obter a renda per capita do Brasil,
uma vez que o tamanho dos estados (Numero de habitantes) varia substancialmente entre esses.

Nestes casos, devemos utilizar a “média ponderada”, como veremos mais adiante.
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Os dados brutos podem ser apresentados em lista, rol, planilhas, banco de dados, tabelas
simples ou de dupla entrada, bem como em TDF. Ja as variaveis agregadas, em geral, sdo
apresentadas em tabelas estatisticas'. A TDF é um caso particular de tabelas estatisticas formada
por uma varidvel (TDF simples) ou por duas varidveis, em geral uma quantitativa e uma
qualitativa. Os dados brutos ou agregados, também podem ser apresentados em graficos, de
onde ainda pode ser calculada a média.
Para a constru¢do da TDF para valores pontuais (discretas que tomam poucos valores,
como numero de filhos por mulher), basta colocar os valores acompanhados de sua frequéncia
absoluta (fi), que € o nimero de vezes que ocorre. Ja em uma TDF em intervalos de classe, a f;
se refere ao numero de dados contidos em cada intervalo de classe (como ilustramos nas Figuras
3 ¢ 4 na secdo 4.2.3). Para construir as classes de uma varidvel continua precisamos da
Amplitude Total (A), que ¢ a diferenga entre o valor maximo (Mdximo ou Xmax) € 0 valor
minimo (Minimo ou Xmin) da varidvel, que ¢ particionada em k classes, que gerardo os
intervalos de classe, em geral, com amplitude de classe (a) do mesmo tamanho. Outro conceito
inerente a2 média ponderada é o peso ou ponderagdo definido por um niimero que exprime a
importancia ou valorac¢do de cada valor pontual da variavel.
Quanto as propriedades, ja apresentadas na Secdo 3, além das sete apresentadas por
Strauss e Bichler (1988), adicionamos trés propriedades algébricas, que ao nosso ver, compdem
os invariantes.
8. asoma de todos os valores da variavel ¢ igual ao produto do nimero de observagdes
(tamanho da amostra) pela média;

9. ao acrescer a todos os valores da variavel um valor constante, a média fica acrescida
dessa constante e,

10. a0 multiplicar todos os valores da varidvel por uma constante, a média fica

multiplicada por essa constante.
5.2 As Situacgoes (S)

As Situagoes (S) mobilizam diferentes esquemas. Assim propomos trés classes de
situagdes: aquelas que abordam a média simples (soma dos valores divido pelo nimero de
dados), a média agregada (quando ndo se conhece os valores individuais da varidvel, mas

apenas a soma) e, a média “ponderada”, quando os valores da variavel tem “pesos” diferentes

! Uma tabela é uma organizac¢do matricial que contém dados. Ela é uma tabela estatistica se os dados ja foram
tratados estatisticamente, como contagens, somas, médias etc., caso contrario ¢ uma lista, um banco de dados.
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e, portanto ¢ preciso ponderar. Neste tltimo caso teremos ainda trés subclasses que sao: a média
ponderada genuina, a média ponderada pela frequéncia e a média geral, como descrevemos a
seguir.

Observamos que embora o esquema para a média ponderada seja igual para as trés
subclasses, a natureza delas ¢ conceitualmente diferente. Na Figura 2 apresentamos a estrutura

do campo conceitual para a média aritmética, que descrevemos logo a seguir.

Média
| . |
Meédia simples Me(i(ﬁség;gigada Ponderada
I |
| Genuina | | Pela frequéncia | | Média geral |
I
| Valores pontuais | | Marca de classe |

Figura 2: Estrutura do Campo Conceitual da Média aritmética.
Fonte: construcao dos autores.

5.2.1 A Média Simples

Quando estamos diante de um conjunto de dados brutos, independentemente da forma
em que esses dados estejam representados de forma verbal, em lista, tabelas, graficos, o
esquema a ser utilizado serd somar os valores e dividir pelo nimero de dados, o que ¢

denominado de média simples, cuja representacdo algébrica é:

5 XX XX et Xy

n n

Onde X representa a varidvel em estudo, xq, X5, ..., X,,, 0s valores que a varidvel toma
no i-ésimo elemento ¢ n é o numero de dados ou observagdes, também conhecido como
“tamanho da amostra”. A notac¢do utilizada no Ensino Superior ¢ X (lé-se “X barra”). Na
Educacao Basica, os livros didaticos tém utilizado a palavra “Média” ou simplesmente M.

Vejamos um exemplo: cinco criangas estdo jogando bola de gude no patio da escola.
Jodo tem cinco, Dara tem uma, Caio tem duas, Ivo tem seis e Lucas tem uma. Para iniciar o
jogo Dara teve a ideia de juntar todas as bolas de gude e repartir o total igualmente entre todas
as criangas. Com quantas bolas de gude cada crianga ficou?

Neste exemplo estamos lidando com uma varidvel discreta “Numero de bolas de gude
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que cada crianca tem”, que estd na linguagem verbal e que tem o sentido de média como

“divisdo em partes iguais”.

L (5+1+2+6+1)bolas de gude ]
Média = - = 3 bolas de gude/crianca
5 criancas

5.2.2 Média Agregada Ou Razao Entre Duas Grandezas

Este caso se aplica quando ndo conhecemos cada um dos valores da variavel, os dados
brutos, mas conhecemos a soma de todos os valores, como por exemplo, a renda per capita, que
é calculada como a razdo entre o Produto Nacional Bruto (PNB)? e o niimero de habitantes de
uma regido. No numerador temos a riqueza produzida nessa regido e dividimos em partes iguais

entre os habitantes daquele pais. Este valor representa a renda média por pessoa daquele pais.

Produto Nacional Bruto (PNB)
numero de habitantes

Renda per capita = = valor monetario/pessoa

De acordo com os dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE)
arenda per capita no Brasil, no ano de 2017, foi calculada em R$ 1.268,00 por més.

Observamos que aqui estamos utilizando a representagdo verbal.

5.2.3 Média Ponderada

Neste caso distinguimos trés subclasses: a primeira que denominamos de média
ponderada genuina, quando o peso ou ponderacdo ¢ uma valoragdo; a segunda, onde a
ponderacao ¢ a frequéncia com que ocorre cada valor ou faixa e portanto ndo ¢ uma ponderacao;
e a terceira quando temos médias parciais e queremos calcular a média geral, recompondo as

somas parciais dos grupos a partir do produto da média parcial pelo tamanho do grupo.

a) Média ponderada (genuina)

Muitas vezes, os valores da variavel tém pesos ou ponderacdes diferentes, fruto de uma
valoragdo, em geral, de cunho subjetivo. Devemos observar que este caso ¢ tipico de valores
pontuais, que podem ser discretos ou continuos, mas que em geral sdo poucos valores. Um

exemplo classico ¢ o das notas nas disciplinas. Suponha que um estudante tenha quatro notas

ZPara calcular o PNB ¢é preciso usar o valor do PIB e tirar dele o valor dos produtos que sdo enviados para o exterior
e acrescentar o valor recebido de empresas de fora do Brasil.
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(1* nota: 4,0; 2* nota: 5,8; 3% nota: 7,6 € 4* nota: 6,2) e que o peso da segunda nota fosse o dobro
da primeira, o da terceira o dobro da segunda e o da quarta o dobro da terceira, totalizando um
pesode 15 (1 +2 +4 + 8). Logo, a média ponderada levard em consideracao esses pesos (wj) €

sua representacao algébrica é:

Wik Wy Wy K Xy e Wk X

k

X = =
i1 Wi Wy + Wy ..+ wy

Onde k ¢ o nimero de valores de X; xi sdo os valores de X no ponto i € wi sd0 0s pesos
que ponderam cada valor de x;.

Sua representacdo numérica ¢é:

1+40+2:58+4+76+8+62 _ 40+116+304+496 _956 _

X= 1+2+4+8 15 15

b) Média ponderada pela frequéncia

Neste caso temos dois tipos. O primeiro quando temos uma varidvel discreta que toma
poucos valores (valores pontuais) e o segundo quando a variavel €é continua ou discreta que

toma muitos valores, nestes casos os valores sdo agrupados em classes.
b1) Variavel discreta que toma poucos valores

Este caso se refere a varidvel discreta que toma poucos valores (x;) e se encontra disposta
em uma TDF ou em grafico de barras, de pontos, de hastes ou pictograma que contém a
frequéncia com que ocorre cada valor pontual (f;). Em todos esses casos para encontrar a Média
serd necessario recompor a soma dos valores da variavel, que sera abreviada pelo produto dos
valores pontuais da varidvel (xi) pela frequéncia respectiva (f;).

k k
Yice fixxi _ Xiq fi*xi

X =
K fi n

Nesse sentido, a organizacdo dos calculos fica facilitada na TDF, onde podemos
adicionar uma coluna para o produto do valor da variavel (x;) pela sua frequéncia (f;), que gera
somas parciais, como podemos ver no Quadro 1. Assim, no final da segunda coluna temos o
numero total de mulheres, que € o tamanho da amostra (n), e, na terceira coluna o niumero total
de filhos que todas essas mulheres tém. Portanto, a Média € a razao entre essas duas grandezas:
nimero de filhos e nimero de mulheres. Podemos proceder da mesma forma partindo de uma
representacdo grafica (Figura 3), onde o tridngulo vermelho representa a média, no sentido do

fiel da balanca.
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Observamos que neste caso, ndo se trata de uma real ponderacao, mas de uma abreviacao
de calculos, isto €, ao invés de somar valores isolados, basta multiplicar os valores da variavel
pela sua frequéncia e somar para recompor o numerador.

Aqui ¢ importante mencionar que o conceito “taxa de fecundidade” nasce deste calculo.
A diferencga ¢ que a taxa de fecundidade ¢ calculada como o numero médio de filhos que uma

mulher teria durante sua vida reprodutiva.

Quadro 1: Exemplo de uma TDF para calcular a

média de uma variavel discreta que toma poucos 40
valores ERIR ¥
Ne° de filhos Ne de Produto % 30 +
por mulher mulheres (somas parciais) E, 25 1
(x) (£) () =
0 30 0 g
1 37 37 < 15T
2 20 40 Z 104
3 9 27 s I I
4 8 32 . _ _
2 (1) (5) o 1A2 3 4 5 6 7
4 1 5 Média = 1,4 N° de filhos
Total 106 148 Figura 3: Diagrama de hastes do nimero de filhos
Meédia = 148/106 = 1,4 por mulher.
Fonte: construgdo dos autores. Fonte: construcdo dos autores.

b2) Variavel continua, ou discreta que toma muito valores, agrupada em classes

Quando a varidvel ¢ continua (ou discreta que toma muitos valores) e seus valores estao
em uma TDF, em classes (Quadro 2) ou em um Histograma (Figura 4), ndo se tendo mais os
valores originais, utilizamos o mesmo esquema da média ponderada pela frequéncia, porém, a
marca de classe x; substituird os valores originais da variavel contidos naquele intervalo. Nesse
sentido, a organizagdo dos calculos na TDF facilita seu calculo e aproveitamos o histograma
para representar a média com um tridngulo vermelho como o fiel da balanga. Observamos que
esta média pode ser calculada utilizando a frequéncia relativa (h;, em probabilidade), uma vez

que hi = fi/n. Vejamos o exemplo do calculo da média das alturas (em cm) de 30 estudantes:

YK fiexg T feexp 3790

X = SE - ==y = 126,3
Quadro 2: Exemplo de uma TDF para

calcular a média de uma variavel 9 -
agrupada em classes 8 1
Classes de Marca de N° de 7 A
i (o) classe estudantes Produto 2 6 -
(xi) (f)) (xi*fi) g 51
100 |-- 110 105 5 525 = 4
% 3 -

S 2 —
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110]-- 120 115 7 805
120 |-- 130 125 4 500
130 |-- 140 135 8 1080
140 |-- 150 145 5 725
150 ou + 155 1 155
Total - 30 3.790

Meédia = 3.790/30 = 126,3
Fonte: construgdo dos autores.

¢) Média geral a partir de médias parciais

Este caso se refere quando estudamos uma variavel em uma populagdo que ¢ dividida
em grupos e queremos calcular a média geral a partir das médias parciais. Neste caso, o tamanho
da populagdo (n) é composto pela soma do tamanho dos grupos (7;) € o valor da variavel ¢

formado pela média dos grupos.

7 XM R My E Ay R Ky A Mk Ky Ny Ky Ty * Ty Ty * B
geral — k - -
i1 M n; +ny..+n n
Onde: x; é a média do grupo i; k € o numero de grupos, n; € o tamanho do grupoien é
L

o tamanho da amostra geral, que ¢ a soma do tamanho de todos os grupos:

k
n=n1+n2+---+nk=2ni

i=1

Vejamos o exemplo do problema do elevador. Suponha que ha 10 pessoas no elevador,

6 mulheres e 4 homens. A média do peso das mulheres ¢ de 60 kg, e a média do peso dos
homens ¢ de 80 kg. Determine a média do peso das 10 pessoas que se encontram no elevador.
Assim, podemos calcular a média geral a partir das médias parciais, onde a frequéncia

¢ o tamanho do grupo e a média parcial ¢ a média do grupo.

Y x% Ny kX +n,*%, 6%60+4+80 360+ 320

Xgeral = = =

geral 2 n, +n, 6+4 10
- 680 kg

geral = m = 68 kg/pessoa

Aqui estamos aplicando a Propriedade 8 da Média, pois a soma dos valores de cada
grupo ¢ reconstituida ao multiplicarmos o niimero de dados pela média de cada grupo. Por essa
razao, se a variavel for a renda per capita (que ¢ uma média), bem como a expectativa de vida
(que ¢ uma média ponderada), para encontrar a média geral, precisariamos ponderar pelo

tamanho do pais ou regido.
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5.3 As Representacoes (R)

As Representagoes (R) sdo a forma como expressamos o conceito e suas relacdes.
Segundo Vergnaud (1996, p.184), “[...] as representacdes simbolicas t€ém justamente a
vantagem de auxiliar a resolugdo de um problema quando os dados s3o numerosos e a resposta
a questdo exige varias etapas”.

As representagdes para a média sdo a verbal, a numérica, a algébrica, a grafica e a
pictorica. As trés primeiras ja foram apresentadas ao longo do texto. Aqui apresentamos a
representacdo grafica e pictorica, observando que a média € um Gnico nimero.

Para isso, apresentamos o problema proposto no livro didatico de Matematica, do 8°
ano, por Andrini e Vasconcelos (2015, p. 142), referente ao volume de agua em decimetros
clibicos em seis caixas-d’agua cilindricas iguais (8, 3, 5, 10, 9 e 7 dm?), assentadas no mesmo
plano e ligadas por registros nas suas bases. Apos a abertura de todos os registros, todas as
caixas ficardo com o mesmo nivel de agua, que € o volume médio.

Na Figura 5 apresentamos os dados na representagdo pictorica utilizada pelos autores
do livro didatico (a), o grafico de barras com a representacdo da média com a linha que “iguala”
os valores da variavel (b) e, o triangulo que representa o “fiel da balanga” no diagrama de pontos
(c). Assim, podemos ver que as caixas d’agua 1, 4 e 5 perderdo 1, 3, e 2 dm? respectivamente;
as caixas 2 e 3 receberdio 4 e 2 dm’ respectivamente e a caixa 6 permanecera inalterada. Neste

caso estamos diante de uma média simples, com o significado de “divisdo em partes iguais”.

N Volume e \édia

107
E s
@

8dm 3dm 5dm 10dm 9dm 7dm %0 6T
2,1

Representagdo pictorica dos dados brutos(a) £
> 2T
=)
> 5 I

L { o o0 o0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 r2 3 4 5 6
A Caixa d’agua
Volume de dgua (dm?)
Representagdo da média no diagrama de pontos (c) Representagdo grafica da média (b)

Figura 5: Representacdo dos dados de origem e da média simples
Fonte: Adaptado de Andrini e Vasconcellos (2015, p. 142).

A média também pode ser uma varidvel, como por exemplo o tempo médio de estudo,
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como mostramos na Figura 6 e embora o grafico se destaque pela sua estética, o grafico de
barras simples € muito mais eficiente para transmitir a informagao.

Na Figura 7 apresentamos uma representagao pictorica da taxa de fecundidade (numero
médio de filhos por mulher) e ja observamos um erro conceitual, pois apresenta a figura de um
casal, quando deveria apresentar apenas uma mulher, pois se trata da taxa de fecundidade e nao

do tamanho médio das familias.

TEMPO MEDIO DE ESTUDO ® o
TOP 15 PAISES + BRASIL (ANOS) 'ﬁ"ﬂ Niger

Y 1T
Iﬂln ®
ey Israel lﬂl N @ Afeganistdo
[ ,ﬂ\ |H| |ﬁ| JE\IHI Iz\

Geral Mulheres

[ ]
IIlluﬁ Alemanha
I
e o
Iﬂ"ﬁ‘@Singapura
|ﬁ|
@ Alemanha EUA Ithas Cayman Israel @ Lituania
Reino Unido  Polonia @ Eslovénia  Suécia @ Australia Taxas de Fecundidade o
Holanda China Bélgica Chipre Moldova Brasil (Média de Filhos por Mulher) ——
Figura 6: Representacdo grafica da variavel tempo Figura 7: Representacdo pictorica da taxa de

médio de estudo por pais®. fecundidade®

Consideracoes Finais

E importante destacar que para compreender o conceito de média devemos lembrar que
ela ¢ um Gnico numero que resume e representa o conjunto de dados de onde ela foi obtida, que
¢ preciso ampliar o conceito de média simples, para a média agregada e para a média ponderada,
examinando a natureza da variavel, pois em geral as variaveis agregadas, precisam de
tratamento diferenciado.

A representacao dos dados também tem um papel importante na apreensdao do conceito
e, nesse sntido observamos que a melhor representacdo dos dados brutos ¢ o diagrama de
pontos, pois somente com ela temos a visualizagao da distribui¢ao dos dados, podemos localizar

os valores minimo e maximo, observar se esses se distribuem simetricamente ou se concentram

3 https://www.megacurioso.com.br/educacao/106035-o-brasileiro-estuda-em-media-7-4-anos-contra-a-media-de-
14-dos-alemaes.htm
4 https://brasilescola.uol.com.br/geografia/taxa-fecundidade.htm.
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nos menores ou maiores valores, verificar a presenga de valores extremos, € intuir a localiza¢ao
da média como o “fiel da balanca™; a representacao da média como a linha que “iguala” os
valores da variavel disposta num gréafico de barras (verticais) também ¢ eficiente, pois permite
“ver” os desvios verticais. Infelizmente, a BNCC nao incluiu o diagrama de pontos como
representacao a ser estudada na Educagao Basica.

Temos consciéncia de que este trabalho ¢ uma primeira aproximagdo conceitual e
esperamos que a comunidade contribua para sua expansdo, a fim de que possamos delinear
sequéncias de ensino para ampliar o dominio deste campo conceitual pelos estudantes da

Educacao Basica.
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