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Resumen

En este articulo, estudiamos procesos relacionados a la resolucion de tareas que involucran prueba y
demostracion. El objetivo es identificar el Modelo Epistemoldgico Dominante (MED) peruano, los
tipos de procesos (técnicas) y las herramientas matematicas (tecnologias) que se utilizan para solucionar
una tarea que requiere demostracion en geometria del espacio. Para el analisis se empleo6 la nocion de
praxeologia de la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD). Los resultados obtenidos fueron detectar
las técnicas y las tecnologias para resolver una tarea y ademas mostrar las articulaciones de las
tecnologias, el tipo de organizacién matemadtica que permitird construir una organizacion didactica
teniendo presente el modelo dominante peruano.

Palabras-chave: Prueba y demostracion, Baricentro del Tetraedro, Teoria Antropologica de lo
Didactico.

Abstract

In this article, we study processes related to solving tasks that involve proof and demonstration. The
objective is to identify the Peruvian Dominant Epistemological Model (MED), the types of processes
(techniques) and mathematical tools (technologies) that are used to solve a task that requires
demonstration in space geometry. For the analysis, the notion of praxeology of the Anthropological
Theory of the Didactic (TAD) was used. The results obtained were to detect the techniques and
technologies to solve a task and show the articulations of the technologies, the type of mathematical
organization that will allow to build a didactic organization keeping in mind the dominant Peruvian
model.
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1 Introduccion

La utilizacion de envases en forma de tetraedro revolucion6 este concepto, no solo por
el material utilizado: papel, plastico y aluminio, sino también por la optimizaciéon de material
utilizado en su construccion. El nuevo envase fue llamado Tetra Pak, presentado por Ruben
Rausing en 1951, estd constituido por cuatro caras que son triangulos. Si son tridngulos
equilateros, es decir iguales entre si, se denomina un tetraedro regular, también conocido como
uno de los cinco solidos denominados platonicos.

En este articulo analizaremos una tarea que incluye la resolucion de un problema de
geometria que requiere demostrar que las bimedianas de un tetraedro son concurrentes, es decir,
que se cortan en un punto conocido como baricentro. El analisis de la demostracion presentada
se realizard a la luz de la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD) de modo que mostraremos
algunas técnicas utilizadas, la tecnologia empleada, asi como su teoria. Esto nos permitira no
solo identificar los tipos de procesos y las herramientas matematicas que se utilizan para dar
solucion a una determinada tarea, sino que permitird mostrar como se articulan las tecnologias
y el tipo de organizacion matematica. Finalmente, a partir de este andlisis proponemos una

organizacion didactica para el estudio de baricentro del tetraedro.

2 La Ensefianza De La Geometria En La Educacion Basica Regular Y Primer Ciclo De La

Educacion Superior De Peru

La educacion primaria inicia a los 6 afios de edad, consta de 6 grados, un grado por afio,
donde se considera como ciclo III (1ro y 2do grado), ciclo IV (3ro y 4to grado) y ciclo V (5to
y 6to grado). Para luego continuar la educacion secundaria que consta de 5 grados, un grado
por ano, con el ciclo VI (1ro y 2do grado), ciclo IV (3ro y 4to grado) y ciclo V (5to grado).

Ademas, el estudio de solidos geométricos se encuentra presente en el Programa
Curricular Nacional de Pera en los niveles primario y secundario del Area curricular de
Matematica. Este contenido, se introduce desde el primer grado nivel primario donde el alumno
debe resolver problemas de forma, movimiento y localizacién, combina las siguientes
capacidades:

* Modela objetos con formas geométricas y sus transformaciones.
* Comunica su comprension sobre las formas y relaciones geométricas.
+ Usa estrategias y procedimientos para orientarse en el espacio.

» Argumenta afirmaciones sobre relaciones geométricas.
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La descripcion del nivel de competencia esperado al final del ciclo IIT y IV (de primero
a sexto grado) considera “Resuelve problemas en los que modela caracteristicas y datos de
ubicacion de los objetos a formas bidimensionales y tridimensionales, sus elementos,
propiedades, su movimiento y ubicacion en el plano cartesiano. Elabora afirmaciones sobre las
figuras compuestas; asi como relaciones entre una forma tridimensional y su desarrollo en el
plano; las explica con ejemplos concretos y graficos” (Pera, 2018 (1) p. 256). Por ejemplo, al
final de cuarto grado se espera que el estudiante podria decir: “Un cubo se puede construir con
una plantilla que contenga 6 cuadrados del mismo tamafio”.

Para la descripcion del nivel de la competencia esperado al final del ciclo V (quinto y
sexto grado) indica:

Resuelve problemas en los que modela las caracteristicas y la ubicacion de objetos del
entorno a formas bidimensionales y tridimensionales, sus propiedades, su ampliacion,
reduccion o rotacion. Describe y clasifica prismas rectos, cuadrilateros, tridangulos,
circulos, por sus elementos: vértices, lados, caras, angulos, y por sus propiedades;
usando lenguaje geométrico. Realiza giros en cuartos y medias vueltas, traslaciones,
ampliacion y reduccion de formas bidimensionales, en el plano cartesiano. [...] Explica
sus afirmaciones sobre relaciones entre elementos de las formas geométricas y sus
atributos medibles, con ejemplos concretos y propiedades (Pert, 2018 (1), p. 260).

Es decir, el alumno al final del nivel primario reconoce y distingue formas y graficas de
figuras geométricas en dos y tres dimensiones, por ejemplo, en dos dimensiones se abordan:
triangulo, rectangulos y circunferencias y en tres dimensiones identifica caras de sélidos con
mayor énfasis en prisma recto y cilindros.

En la secundaria son retomados los s6lidos geométricos tanto irregulares como regulares
para trabajar con la geometria sintética y asi hallar la medida de las aristas, apotemas de las
caras, areas, y volumenes.

La descripcion del nivel de la competencia esperado al final del ciclo VI (primero y

segundo grado de secundaria) menciona:

Resuelve problemas en los que modela caracteristicas de objetos mediante prismas,
piramides y poligonos, sus elementos y propiedades, y la semejanza y congruencia de
formas geométricas; asi como la ubicacion y movimiento mediante coordenadas en el
plano cartesiano, mapas y planos a escala, y transformaciones. Expresa su comprension
de las formas congruentes y semejantes, la relacion entre una forma geométrica y sus
diferentes perspectivas; usando dibujos y construcciones. Clasifica prismas, piramides
y poligonos, segtn sus propiedades. Selecciona y emplea estrategias, procedimientos y
recursos para determinar la longitud, area o volumen de formas geométricas en unidades
convencionales y para construir formas geométricas a escala. Plantea afirmaciones
sobre la semejanza y congruencia de formas, relaciones entre areas de formas
geométricas; las justifica mediante ejemplos y propiedades geométricas (Peru, 2018 (2),
p. 165).

En el nivel superior podemos observar que parte de la sumilla del curso de Algebra
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Matricial y Geometria Analitica presenta:

(...) se abarca los siguientes tres temas: geometria analitica, con las definiciones y
propiedades importantes de la recta, circunferencia, parabola, elipse e hipérbola, y la
rotacion de ejes; algebra matricial, que comprende las definiciones y operaciones de
vectores y matrices aplicados en la resolucion de sistemas lineales homogéneos y no
homogéneos, y que, ademas, incluye el calculo de vectores y valores propios de una
matriz; numeros complejos y sus operaciones basicas. En este curso, se propone la
aplicacion de todos estos temas en la resolucion de problemas intramatematicos y
extramatematicos. (Sumilla de Algebra Matricial y Geometria Analitica, 2018).

A continuacion, en la figura 1 se muestra el proceso mediante el cual se estudia figuras
en el plano y el espacio, en el nivel basico regular, es decir nivel primario y secundario, y el

nivel superior.

Nivel Superior
Nivel Secundario .
Geometria Sintetica,

Nivel Primario X -
Vectorial y Analitica

Geometria Sintética y
Geomefria Sintética Analitica . ’
Realiza graficos,

identifica

(Reconocey
distingue graficos
de figuras en el
planoy formas en
el espacio)

(Identifica graficos,
propiedades tanto de
figuras en el plano
como en el espacio)

J

propiedades
geomeétricas en el
plano y en el espacio
para luego resolver
problemas

intramatematicos y
extramatem éticnﬂ/

Figura 1. Evolucion del estudio de s6lidos geométricos
Fuente. Los autores

3 Fundamentacion Teorica

La TAD permite realizar el analisis de las distintas maneras de dar solucion a una tarea,
ya que segun Chevallard: “toda actividad humana regularmente realizada puede describirse con
un modelo Unico, que se resume aqui con la palabra de praxeologia” (1999, p. 2). Es decir, el
nivel praxis o ‘“saber-hacer" engloba un tipo de tareas y preguntas, asi como las técnicas
empleadas para llevarlas a cabo. El nivel logos o “saber”, en el que los discursos describen,
explican y justifican las tareas y técnicas, es llamado tecnologia de la técnica. Toda tecnologia
necesita también de una justificacion a lo que se denomina teoria de la tecnologia.

Chevallard (1999) define:

Tipos de Tareas (T): como un conjunto de tareas (t), donde una tarea (t € T) es una accion

en un objeto especifico que es ejecutado por alguien, definido por un verbo, llamado género de
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tarea. Ademas, el género de tarea es la accion que agrupa los tipos de tareas.

Técnica (1): es la manera de resolver una tarea especifica.

Tecnologia (8): es un discurso racional, cuya primera funcion es justificar la técnica T,
para ejecutar un tipo de tarea. Una segunda funcion de la tecnologia es explicar la técnica para
que ella sea inteligible. La ultima funcion de la tecnologia es la produccion de nuevas técnicas
mas eficientes y adaptadas para la resolucion de una tarea especifica.

Teoria (®): es el discurso racional sobre la tecnologia, esto es, aquella que justifica y
explica las afirmaciones de la tecnologia.

Se puede concluir que alrededor de una tarea (T), se encuentra una técnica (1) sustentada
por una tecnologia (0), que a su vez es explicada por una teoria (®). Finalmente [T/1/6/@]
constituye una praxeologia puntual, relativa a un unico tipo de tarea. Es decir, una praxeologia
esta constituida por un bloque practico-técnico, [T/ t], y por un bloque tecnologico-tedrico,
[0/O].

Se tiene presente que las praxeologias integradas a un saber matematico son la
organizacion matematica (OM) y la organizacién didactica (OD). La OM estudia la situacion
identificada en las tareas, técnicas, tecnologia y teoria. La OD observa la manera como estas
situaciones fueron constituidas, por intermedio de momentos de estudio. La nocion de
“momento” fue concebida por Chevallard (1999) para delinear una OD y esta estructurada en
seis etapas.

Las praxeologias, de acuerdo con el grado de complejidad de sus componentes, se
clasifican de la siguiente manera: Organizacion Matematica Puntual (OMP), considerada
apenas un tipo de tarea; Organizacion Matematica Local (OML), que deriva de la integracion
de varias praxeologias puntuales que atienden a una misma tecnologia; Organizacion
Matematica Regional (OMR), obtenida de la articulacion de praxeologias locales referentes a
la misma teoria matematica; y Organizacion Matematica Global (OMG), que surge de la union
de diferentes praxeologias regionales, a partir de la integracion de diversas teorias.

Siguiendo el constructo de investigacion propuesto por la TAD (Chevallard, 1999), para
abordar a dimension epistemologica de la construccion del problema didéctico, precisamos de
un Modelo Epistemologico de Referencia (MER) sobre vectores. Por esa razéon, el MER
constituye un instrumento de emancipacion del investigador y de la didéctica, ya que permite
cuestionar la manera como las instituciones envueltas en la problemadtica didactica interpretan
el conocimiento matematico.

El MER también es esencial para estudiar el conocimiento matematico antes de ser
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transformado en objeto a ser ensefiado. Es el instrumento con el cual el investigador puede
desconstruir 'y reconstruir las praxeologias cuya divulgacion intrainstitucional e
interinstitucional pretende analizar.

Un MER depende de la intencioén de quien lo propone, sirve para cuestionar y analizar
los modelos epistemoldgicos denominados dominantes (Gascon, 2003; 2011) Asi, un modelo
de referencia que predomina en una institucion es denominado modelo de referencia dominante
(MED).

En la perspectiva de la Didactica de la Matematica hay necesidad de tener un
entendimiento minimo sobre uno o mas objetos matematicos, lo que implica que hay necesidad
de tener presente un MER para contrastar el Modelo Epistemologico Dominante (MED) y
concebir una organizacion didactica matematica (OMD) fundamentada en la razén de ser de los
objetos en estudio y de su articulacion en nivel de complejidad creciente.

También se tendra presente el concepto de prueba y demostracion definida por Balacheff
(1987), es decir prueba es una explicacion planteada por una comunidad. Mientras que
demostracién es una prueba realizada por matematicos respetando ciertos criterios rigurosos de

reglas o axiomas.

4 Metodologia

Esta investigacion sigue los procesos de las contribuciones de la TAD para determinar
y analizar qué técnicas, tecnologias y teorias se aplican para realizar una tarea concreta, en el
contexto de la geometria. Dicho andlisis, nos permitiré identificar una organizaciéon matematica,
reconocer su tipo y analizarla con miras a plantear, mas adelante, un modelo epistemoldgico de
referencia alternativo y una organizacion didéctica para la ensefianza de las demostraciones en

geometria en el espacio.
5 Procesos

Para lograr nuestro propdsito se exhibirdn cinco formas de realizar demostraciones sobre
la interseccion de bimedianas de un tetraedro. Asimismo, en el analisis se explicara cada una
de las formas en las fue resuelta la tarea (técnicas), las propiedades (tecnologias) y contenidos
matematicos utilizados (teoria). Se finalizard con el analisis a partir de la esquematizacion de

las comparaciones y articulaciones realizadas por las demostraciones.
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6 Analisis de los resultados

La tarea solicitada es la siguiente:

[ Determinar el centro de gravedad o baricentro de un tetraedro regular. ]

Dicho de otra manera, se puede enunciar la tarea del siguiente modo:

Demostrar que el centro de gravedad o baricentro de un tetraedro regular es igual al
punto de concurrencia de las bimedianas.

Ademas, debemos tener presente que en un tetraecdro regular las cuatro caras son
tridngulos equildteros y presentan sus respectivos baricentros, que este caso son también
incentro, ortocentro y circuncentro. Para de determinar el baricentro del tetraedro se necesita
trazar las bimedianas, es decir, son rectas que unen el baricentro de cada tridngulo (cara de
tetraedro) con el vértice que se le opone respectivamente. De la interseccion de dos de dichas
bimedianas se obtiene el baricentro.

Para dar solucion a la tarea, a continuacion, se describen cinco procedimientos o técnicas
que incluyen propiedades o tecnologias de la Geometria Sintética, de la Geometria Analitica y
de la Geometria Vectorial.

Para abordar la primera forma de solucion (técnica) se utilizaran herramientas
(tecnologias) de la geometria sintética, también conocida como la geometria euclidiana, teoria
que se ocupa del estudio de figuras en el plano y en el espacio (puntos, lineas rectas, circulos,
triangulos, etc.), donde los teoremas se demuestran deduciéndolos a partir de los axiomas y
postulados de Euclides.

Solucion (forma 1).

Para poder dar solucion a la tarea, debemos determinar la razoén a la que divide el
baricentro del tetraedro a cada bimediana.

Para tal efecto, consideramos un tetraedro de vértices VABC y arista a. Ademas, en el
tridngulo AABC tenemos que si F es el baricentro de dicho triangulo, entonces este punto divide

a cada mediana en una razon de 2 a 1. De modo que, si la arista del tetraedro mide a, por ende,

el lado del tridngulo mide a, lo cual implica que la mediana mide \/2—5 a en particular CM, y VM,.

{3 _v,
3 3

M,

Por lo tanto, —CF = % oque CF =

Asi, CF mide \/3—5 a, como se muestra detalles en la figura 2.
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Figura 2. Baricentro del tetraedro.
Fuente. Los autores.

Ademas, consideramos el baricentro £ del tridangulo AVAB para poder trazar su
bimediana, en este caso consideramos la bimediatriz a la recta que pasa por el vértice C'y el
punto E, denotada por L.r y otra bimediana a la recta que pasa por el vértice V'y el punto F,
denotada por Lyr. De modo que Loz N Lyp = {G}, es decir, de la interseccion de las rectas
tenemos el baricentro G.

Seguidamente, debemos encontrar la longitud de VF, para lo cual consideramos el
tridngulo rectangulo AVFC, recto en F, como se puede apreciar en la figura 3. Aplicando el

teorema de Pitdgoras tenemos

Figura 3. Longitud de la altura de un tetraedro regular
Fuente: Los autores.

Ahora en el triangulo AV M, C tenemos que VE tiene la misma medida que CF e igual a
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? a y también EM, tiene la misma medida igual a FM, e igual g a.

Recordemos que las bimedianas VF' y CE tienen medida igual a ?a. Podemos notar

que EM, mide igual a M,F y GM,, es un lado en comun para los tridngulos AM,FG y AM,EG
por criterio de congruencia LAL, entonces se tiene que los triangulos AM,FG, y AM,EG son
congruentes. Lo cual conduce a que el lado £G mida igual al lado FG. Ello implica que CG

mida igual a VG, ver detalles en la figura 4.

Figura 4. Congruencia de triangulos AM,FG y AM,EG.
Fuente: Los autores.

Seguidamente observamos la bimediana VF = VG + GF o \/3_ga = VG + GF, y también

(GF)? = (€C6)? — (CF)? o (GF)? = (€G)? — (ﬁ—ga)zy como VG = CG,

entonces resolvemos las ecuaciones

2
(GF)? = (VG)? — <§ a)
NG

—a=VG+GF.

Tenemos VG = ? ayGF = g a. Se puede ver detalles en la figura 5. Asi, larazéon a la

que divide G a la bimediana esta en razon de
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vV

? a },1 ? a Al’)

Figura 5. Razon 3 a 1 que divide el baricentro G a la bimediana VF.
Fuente: Los autores.

La siguiente demostracion sera realizada en la geometria vectorial (teoria), es decir, en
la geometria que se ocupa del estudio de vectores (definido por una direccion, sentido y una
longitud). La introduccion de esta herramienta matemadtica hace posible, en particular, controlar
la alineacion de los puntos, el paralelismo o la perpendicularidad de las lineas, determinar las
coordenadas de puntos particulares, de la distancia entre dos puntos, calcular angulos, realizar

operaciones algebraicas (tecnologias).

Ademas se considerara la razéon de 1 a 3 divide en baricentro de una bimediana (técnica
que consideran en Collection Inter Africaine de Mathematique). Por lo tanto, se deberd

demostrar que las 4 bimedianas coinciden en un mismo punto G.
Solucion (forma 2)

Dado los cuatro puntos de los vértices del tetraedro, A, B, Cy V. Sean E, F, H y K los
baricentros de las caras AVAB, AABC, AVAC y AV BC respectivamente, como podemos apreciar

en la figura 6.

Figura 6. Baricentros de las caras del tetraedro
Fuente: Los autores.
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Consideran que O es el origen de coordenadas, entonces tenemos

_ (V—O)+(A;0)+(B—0) F—0= (A—O)+(B;O)+(C—O)

E-0

_ (Vv-0)+(4-0)+(Cc-0) K—0 = (Vv-0)+(B-0)+(Cc-0)

3 3

H-0

Calculando la bimediana que une los puntos A y K tenemos G

_(A-0)+3(K -0)

G1=0 143
(A _ 0) +3 (V-0)+(B-0)+(Cc-0)
J— — 3
1 1+3
A-0)+WV-0)+B-0)+(C—-0)

Gl_O= 4

Similarmente hallamos G,, considerando By H,

_(B-0)+3(H-0)

G20 143
GZ—O=(B_O)+(V_O)I(A_0)+(C_0).

Luego G3, teniendo en cuenta C'y E,

_(C-0)+3(E-0)

G =0 1+3
63_0=(C—O)+(V—0)1—(A—0)+(B—0).

Finalmente G,, a partir del vértice V'y el baricentro F,
_(V=0)+3(F-0)
B 1+3

V-0)+A-0)+B-0)+(C-0)
2 .

64_0

G4_O=

Del calculo realizado, podemos observar que los cuatro baricentros exactamente
identicos, G; = G, = G3 = G, = G. Como se muestra en la figura 7. Por tanto el punto G es

obtenido a partir de la cuarta parte de la suma de los cuatro vértices, es decir

_A+B+C+D
= 2 :
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Figura 7. Interseccion de bimedianas
Fuente: Los autores.

La siguiente forma de solucion es realizada considerando la geometria vectorial (sin
coordenadas).
Teniendo en cuenta que la geometria vectorial se tiene elementos denominados vectores

que deben tener en cuenta tres caracteristicas: direccion, sentido y longitud.

Solucion (forma 3)
Dado los cuatro puntos de los vértices del tetraedro, A, B, C y V. Se define la bimediana

como el segmento que es trazado a partir de un vétice al baricentro de su cara opuesta.

L . . A+B+V
Para el vértice C se traza al baricentro de su cara opuesta AAVB, es decir E = S Y

B+C )
teniendo las cuatro

” . A+
para el vétice V' se traza al baricentro de su cara opuesta F =

medianas, una para cada vértice. Determinaremos que las medianas se intersecan en el punto

G, como se muestra en la figura 8.

Figura 8 Baricentro del tetraedro.
Fuente: Los autores.
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Teniendo las ecuaciones:

A+B+V
G=aC+(1- a)T, ael0,1]
A+B+C
Igualando dichas ecuaciones tenemos:
A+B+V A+B+C
aC+(1—a)———=pV+(1- ﬁ)—.

3
De donde

1-@) 1-p)\, (G-a) A-p (1-p)
A< @42 >+B< @42 >+C<a— : >+v<

=0

(5905 -1+ (55-0)

1-a)
3 _ﬁ>

Se tiene que V es un punto que esta en el espacio que no puede ser escrito como
combinacion lineal de los puntos A, B y C que estan en un mismo plano. Por tanto,

1—«a

De la segunda igualdad tenemos:

(A+B)<ﬁ; >—C(ﬂ—a>.

om0 5 a5 a5 o5 o

Como OA + OB y 0C son coplanares no paralelos, la igualdad es verdad si

B—a 1-5
=0y ———a=0.
3 Yy =3 ¢
Porlotanto f = a = i, de donde se tiene que la ecuacion del baricentro es:
_A+B+C+D
= 2 :

Lo que concluye la demostracion.

La siguiente manera de resolver en la geometria vectorial y analitica (con coordenadas),

es decir considerando la ecuacion vectorial de la recta.

Solucién (forma 4)

Considerando las rectas bimedianas, una que pasan por los puntos C y E, denotada por

L otra que pasas por V' y F, Ly, escritas en forma paramétrica, y se representa como el
CEY VF

conjunto de puntos donde cada uno tiene la forma del punto P. Asi, la recta puede ser escrita

vectorialmente como:

Leg:P=C+ t(ﬁ),con teR.
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Lyp:P =V +s(VF),cons € R.
Entonces de la interseccion de estas dos rectas tenemos el punto G, es decir
Leg 0 Lyp = {G}.
En el proceso de resolucion se tiene la ecuacion
C +t(EC) =V + s(VF),con t,s € R.
O dicho de otro modo
(xc,¥er z¢) + t(Xge, Yec, Zec) = (v, v, 2v) + s(yr, Yvr Zyr)

Xc + thC = Xy + SXyFr

Yc +tYec = Yv + SYvr
ZC + tZEC = ZV + SZVF'

En el sistema podemos observar que se tiene tres ecuaciones lineales y ademas se tiene
dos variables t y s, es decir el nimero de variables es menor al numero de ecuaciones (bastaria
tener en cuenta dos ecuacion y los resultados deben satisfacer la tercera ecuacion), entonces el
sistema tiene una solucion unica. Luego, de la solucion del sistema de ecuaciones se tiene las
coordenadas explicitas del baricentro G. Podemos ver la representacion grafica de dos rectas
(en este caso solo se graficaron dos rectas) en la figura 9. Del mismo modo se procede con otro

par de rectas para luego encontrar las coordenadas del baricentro.

Figura 9. Baricentro del tetraedro como interseccion de rectas.
Fuente: Los autores.

La siguiente forma de solucion es realizada en la Geometria Analitica y la Geometria
Vectorial, considerando planos que pasan por el punto medio y baricentro de cada cara del
tetraedro. Son cuatro planos, pero bastara considerar tres de ellos para encontrar el Baricentro
que buscamos, ya que se procede de manera similar si se considera otra combinacién de otros
tres planos.

Solucion (forma 5)

Para determinar el baricentro del tetraedro considerando los planos Tycuy,, Typm, ¥
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Tcpm,» d€ la interseccion de dichos planos se obtiene el punto G.

Ademas se puede realizar traslaciones y rotaciones de modo que el tetraedro se puede
ubicar en el espacio de diversas formas.

Sin perdida de generalidad consideramos la cara ABC del tetraedro contenida en el
plano X7, con el baricentro de dicha cara en el origen de coordenadas, de manera que los
vértices A, B, C tienen la tercera coordenada igual a cero, ademas el vértice 4 ubicamos en el
eje Y con y, > 0, es decir A(0,yy,,0). Por lo tanto, los vértices B(xg,y5,0) y C(xc, vc, 0)
serian simétricos respecto al eje Y, con la condicion que xg = —x¢, ¥Yg = Ve, ¥ Ye < 0. El

vértice V de coordenadas (0,0, z;;). Como se puede visualizar en a figura 10.

Figura 10. Tetraedro en el sistema de coordenadas XYZ
Fuente: Los autores.

Para cada plano tycp,, Tygm, Y Tcam,» S€ tiene la siguiente ecuacion:
Tyem,: (P=V)-(AB) =0
((x, y,z) — (0,0, ZV)) (x5 — Y, 0) =0
(x,y,z—zy) - (xg,¥p — Y2, 0) =0
xpX+ (Y —ya)y +0(z—2) =0
xgx+ (yg —y4)y + 0z =0.
Para el plano 1y gy, tenemos
Typu,: (P=V)-(AC) =0
xcx+ (Ve —ya)y +0z=0
De modo similar tenemos 7r¢ppy,
Teamg: (P—B)-(AV) =0

0x —y,y + (2y)z = —yay5
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Asi, el sistema que se debe resolver para tener el baricentro es el siguiente:

xpx + (yp —ya)y +0z=10
xcx+ (Ve —ya)y+0z=0
0x —yay +2yZ = —Y4Yp

La solucidn de sistema es

xc (Ve —Ya) 0
0 (=y4) (zy)

Fl sistema tendra solucion si

xg Up—Ya) O |px
)]
z

0
0 ]
—YaYVB

xg (Vg —Ya) 0
det|xc (c—ya) 0 |=2zylxg(yec—ya) —xc(ys — ya)l.
0 (—va) (zy)

Como xg = —Xx.y Y = Y¢, tenemos:

= zy[xg (Ve — ya) + (=x) s — ya)] = zv[x5 (e — ya) + x5 (Ve — ya)]
= zyxp[(2yc — 2y4)] = 2vxp[(2yc — 2y4)] = 22yx5(Yc — Ya)-
Se sabe ademas que y. < 0y y4 > 0 entonces —y, <0 yyc —y,4 > 0.

xg (Vg —Va) 0
Por lo tanto, det [x¢ (¢ —Ya) 0 |=2zyxg(yc—ya) # 0.

0 (=ya) (zy)

Por la regla de Cramer (el sistema puede ser resuelto, también, por otros métodos)

tenemos
0 e—ya) O Xg 0 0
det 0 ec—ya) O det [xc 0 0 ]
X —YaYVB (=ya) (ZI_/') =0, y= 0 —yayvp (zy) —0,
xg (Vg —Ya) 0 xpg (Y —Ya) 0
det|xc (c—ya) O det|xc (c—ya) O
0 (=ya) (ZV)_ 0 (=¥a) (zv)
xg (Y —Ya) 0 |
det|xc (Yo —Ya) 0
;= 0 —Ya —YaYB| —_ VaYelxp (Ve — ya) — xc(¥p — ya)l _ _YaYs
xg (Y —Ya) 0 2zyxp(Yc — Ya) Zy

det|xc (yc—ya) O
0 (=ya) (zy)

Asi el baricentro G del tetraedro tiene como coordenadas:
)’A)’B)

Zy

G = (0,0,—

Como se muestra en la figura 11.
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Figura 11. Baricentro del tetraedro como interseccion de planos.
Fuente: Los autores.

Para la solucion de la tarea, con base en la TAD, podemos identificar que se procedio
por cinco técnicas. En cada técnica inicia recurriedo al concepto de baricentro de un tridngulo;
es decir, considera en la geometria euclidiana (sin coordenadas) que el baricentro divide a la
mediana (del vértice al punto medio del lado que se le opone) en una razonde 2 a 1 y en la
geometria analitica o vectorial se considera que el baricentro del tridngulo es un tercio de la
suma de las coordeadas de los vértices de dicho tridngulo. Lo cual se debe realizar en cada cara
del tetraedro, para luego preceder a determinar las bimedianas, es decir determinar el segmento
que une un vértice y el baricentro de la cara del tetraedro que se le opone.

La primera forma para demostrar que el punto G divide al segmento bimediana en una
razén de 1 a 3, se aplica division de un segemento por una razén dada, luego congruencia de
triangulos y un par de veces el teorema de Pitagoras, en la Geometria Sintética. Después, se
demuestra que el punto G es donde coincide la interseccion de las bimedianas.

La segunda forma, se considera resutados de la primera forma, es decir la division de
un segmento bimediano por una razén 3 a 1, para luego determinar las coordenadas de
baricentro del teraedro que son la cuarta parte de la suma de los cuatro vértices del tetraedro.

En la tercera forma de demostracion es concebida en la Geometria Vectorial utiliza las
propiedades de vectores tales como la igualdade, la adicion y el paralelismo de vectores, para
asi poder determinar el baricentro.

Para cuarta manera de demostrar se hizo en la Geometria Analitica y Vectorial puesto
que se usa la definicion de una recta que es un punto paso mas el producto de un parametro y
un vector direccion, luego se procede a resolver el sistema de ecuaciones lineales. Asi, se logra
determinar las coordenadas de baricentro.

De las técnicas empleadas para realizar la demostracion, podemos resaltar los teoremas
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y propiedades utilizadas en el cuadro 1 mostrado a continuacion.

Cuadro 1 . Técnicas para resolver tarea.

Modelos de demonstracion

Geometria Sintética Geometria Vectorial Geometria Analitica y Vectorial
(Sin coordenada) (Con coordenada)
(1) (72) (73) (74) (Ts)
> Baricentro de un > Baricentro de > Baricento del > Baricentro del ~ p Baricentro del
triangulo triangulo triangulo triangulo triangulo
B Teorema de Pitagorasp> Segmento dividop> Segmento en forma P> Rectas en forma p> Planos en forma
> Congruencia de por una razoén paramétrico paramétrica cartesiana
triangulos dada > Operaciones con Sistema de > Sistema de
Divisiéon de un > Operaciones con| vectores: igualdad, ecuaciones ecuaciones
segmento por una vectores. adicion y > Matrices y
razén dada paralelismos. Determinante
Combinacion lineal. Regla de Cramer

Fuente: Los autores.

Por lo tanto, podemos identificar dos tecnologias para la demostracion y son trabajar sin

vectores 0 con vectores, como se muestra en la figura 12.

Tarea de Geometria

—— —

Sin vectores (8;) Con vectores (0,)

—

Geometria Geometria Geometria Geometria Analitica
Sintética (sin Vectorial (sin Vectorial (sin Geometria Vectorial
coordenadas) coordenadas) coordenadas) (con coordenadas)

(71) (72) (13) (T4, Ts)

Figura 12. Tecnologias que justifican las técnicas para la resolucién de la tarea.
Fuente: Los autores.

7 Conclusiones

En este articulo se observo que la tarea de determinar el baricentro del tetraedro fue
abordada por medio de cinco técnicas, donde se aprecid que las demostraciones fueron hechas
sin vectores (en geometria sintética) y con vectores (en geometria analitica y vectorial) y
haciendo uso de las propiedades (tecnologias) respectivas en cada geometria (teoria).

De primera y segunda forma de haber sido realizado la demostracioén, podemos inferir

que fue posible articular las geometrias para tener resultados explicitos. Ademas, la propiedad
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de division de un segmento por una razon dada permitio concluir la demostracion. De la tercera,
cuarta y quinta forma podemos inferir que debido a que presentan propiedades en comun tales
como combinacidn lineal, independencia lineal de vectores permiten concluir la demostracion
con vectores. Asi mismo, se cuenta con una tecnologia que reune propiedades tanto geométricas
como algebraicas que facilitaron las demostraciones.

Se puede notar que cada una de las técnicas (t;) presentadas se trataria de OMP vy, al
agrupar (71) y (72), es decir la que no usa coordenadas con la que si se puede hablar de una
OML. Asimismo, al articular las que usan coordenadas (con la tecnologia (6,)), da lugar a una
OML. Finalmente, el estudio de la OM permitira analizar y proponer la OD.

Para el objeto matematico baricentro tenemos que es ensefiado tanto en la Educacion
Basica Regular (Programa curricular de Educaciéon Primaria y Secundaria, 2018) como
Educacion Superior, en particular en el nivel universitario (Sumilla de Algebra Matricial y
Geometria Analitica, 2018).

Por lo tanto, el MED que presenta el sistema educativo peruano se muestra en el

siguiente esquema que podemos apreciar en la figura 13.

Tetraedro
Nivel s Nivel
Primario Secundario Superior
Geometria , G i
L Geometria eometria
Sintética —P Analitica +—> Vectorial

Figura 13. Modelo Epistemologico Dominante del objeto matematico Tetraedro
Fuente. Los autores

En la figura 13 se puede apreciar que, en el contexto peruano, en el nivel primario se
estudia la geometria sintética sin demostracion del baricentro, de modo que puedan distinguir
las diferentes figuras geométricas. En el nivel secundario se estudia la geometria sintética y
vectorial con algunas demostraciones. Si bien se estudia propiedades como el baricentro del
triangulo, rara vez las bimedianas y el baricentro del tetraedro en geometria analitica. En el
nivel superior, es mas frecuente realizar las demostraciones del baricentro del tridangulo y muy
pocas veces se estudia el baricentro del tetraedro en los cursos de geometria analitica y vectorial,

ya que representa serias dificultades para los estudiantes.
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