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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo identificar avangos no raciocinio geométrico de um grupo de alunos submetidos a uma
proposta didatica no tema congruéncia de tridngulos, a partir da manifestagdo das habilidades logica e visual. A sequéncia
didatica foi elaborada no ambito de mestrado profissional em ensino de ciéncias e matematica e aplicada a alunos do
oitavo ano do ensino fundamental, sendo utilizados materiais manipulaveis, slides com animacao e o software GeoGebra.
As andlises dos dialogos e dos registros produzidos pelos alunos, feitas com base no modelo tedrico de Van Hiele,
permitiram identificar avangos no raciocinio geomeétrico, ja que as atividades promoveram: (a) a formacao, a inspecéo e
a manipulacéo de imagens mentais, o que permitiu interpretar e deduzir informagdes a partir de figuras (caracteristicas
da habilidade visual) e (b) o processo de analise acerca das afirmagdes verdadeiras e falsas, e de tirar conclusées a partir
de principios e evidéncias (caracteristicas da habilidade l6gica). Considerou-se que a aplicagdo da sequéncia didatica em
outros contextos pode gerar analises de modo a avangar no entendimento a respeito do raciocinio l6gico na aprendizagem
da geometria.

Palavras-chave: Pensamento geométrico, Habilidades geométricas, Psicologia da educacdo matematica.

ABSTRACT

The objective of this work is to identify improvements in geometric reasoning from the manifestation of logical and visual
skills, related to a group of students submitted to a didactic proposal in the topic “congruence of triangles”. The didactic
sequence was developed in the scope of professional Master's degree program in Sciences and Mathematics teaching,
and was applied to students from grade eight of elementary school. Manipulable materials were used, as well as slides
with animated figures and the software GeoGebra. The analysis of dialogues and registers produced by the students were
based on Van Hiele’s theoretical model and allowed to identify improvements in geometric reasoning, seeing that the
activities promoted: (a) formation, inspection and manipulation of mental images, which allowed to interpret and deduce
information from figures (characteristics of visual skill); and (b) the process of analyzing true and false statements and
drawing conclusions from principles and evidences (characteristics of logical ability). It was considered that the application
of that didactic sequence to other contexts can generate analysis in order to advance the understanding of logical reasoning
in geometry learning.

Keywords: Geometric thinking, Geometric skills, Psychology of mathematical education.
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1 INTRODUGAO

O raciocinio légico € um tipo formal de pensamento que pertence ao processo de
tirar conclusdes a partir de principios e evidéncias. No raciocinio indutivo, alcangca-se uma
provavel conclusdo geral a partir de fatos ou observagdes especificas; no dedutivo,
extraem-se conclusdes que sao definidamente validas, contanto que outras informacdes
sejam consideradas verdadeiras. Os estudos da psicologia cognitiva indicam que as
pessoas naturalmente tém essa forma de raciocinio, mas falham em situagdes mais criticas,
seja por erros de compreensao, seja por inadequagao da linha processual do raciocinio
(Eysenk & Keane, 2000; Sternberg, 2000).

O desenvolvimento do raciocinio légico, do espirito de investigacdo e da
capacidade de produzir argumentos convincentes € um dos objetivos do ensino da
matematica, conforme indica a Base Nacional Comum Curricular da Educacao Basica —
BNCC (Brasil, 2017).

Tentativas de explicar o desenvolvimento do raciocinio légico na aprendizagem de
conceitos e proposi¢des referentes a geometria escolar foram realizadas por Van Hiele
(1986). A teoria explica que os alunos podem progredir numa hierarquia de formagéao
conceitual, que se da em cinco niveis, desde o reconhecimento de figuras de maneira
global, evoluindo para andlise de propriedades; em seguida, para dedugao informal, em
que se verifica a capacidade de o aluno reconhecer que umas propriedades decorrem de
outras e descobrir estas implicagdes; até atingir o nivel formal de deducgao e, finalmente, o
rigor matematico.

Nas literaturas nacional e internacional sdo encontradas pesquisas que investigam
0s niveis de conceituagcdo de alunos, bem como sugerem metodologias de modo a
contribuir para o avanco do chamado pensamento geométrico (Hohenwarter & Jones, 2007;
Villiers, 2010). Outras pesquisas sugerem o desenvolvimento de habilidades consideradas
importantes para a aprendizagem da geometria, e destacam-se aquelas que se apoiam na
perspectiva de Hoffer (1981) — este autor relacionou cinco habilidades (visualizagao,
desenho, légica, verbalizacdo e aplicagdo do conhecimento geométrico em outras areas)
com os niveis de raciocinio geométrico proposto por Van Hiele (1986). No que se refere a
habilidade visual, pesquisas indicam a relagao entre esta e o desempenho em matematica
(Bishop, 1990; Lean & Clements, 1981); outras buscam apoio teérico em Kosslyn (1995),

que explica os processos de formagao e manipulagéo de imagens mentais (Viana, 2005).
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Nos anos finais do ensino fundamental, um dos temas cuja aprendizagem parece
exemplificar a necessidade de avango no desenvolvimento do pensamento geométrico € a
congruéncia de triangulos. ABNCC (Brasil, 2017) indica que, no 8° ano, o estudante deveria
ser capaz de reconhecer as condi¢des necessarias e suficientes para obter tridangulos
congruentes e de aplicar esse conhecimento para realizar demonstra¢des simples, o que
contribuiria para a formagdo do raciocinio dedutivo, um dos objetivos do ensino da
matematica.

Entre os poucos estudos que discutem possibilidades para o ensino de
congruéncia, destaca-se o trabalho de Leivas e Fogacga (2017), que se apoia em atividades
de transformagdes geométricas no plano (translagao e rotagao) com utilizagdo do software
GeoGebra, e o trabalho de Patkin e Plaksin (2011), que sugere tarefas de investigagao e
de discussao sobre as condigbes suficientes e insuficientes para a congruéncia de
triangulos.

Ja Leung, Ding, Leung e Wong (2014) consideram um desafio ensinar os alunos a
utilizarem a deducgao légica para justificar proposicdes geométricas, como os casos de
congruéncia de triangulos. As dificuldades estariam diretamente relacionadas a
necessidade de formacao conceitual em um nivel mais alto de abstracdo, o que nem
sempre € objetivado no ensino basico.

Neste nivel de ensino destaca-se, entre outras metodologias e recursos didaticos
propostos por educadores matematicos, a utilizagcao de softwares de geometria dindmica.
No presente trabalho, utilizou-se 0 GeoGebra, um software livre de matematica dinamica,
que reune elementos de geometria, algebra e calculo. Conforme analisado por Cyrino e
Baldini (2012), entre muitos outros, a utilizacdo do GeoGebra nas aulas de matematica
pode propiciar um ambiente favoravel ao processo de investigagdo matematica e a
construcéo de conceitos e ideias matematicas.

A partir da revisdo da literatura brevemente indicada neste texto, considerou-se
importante entender como se identificam avangos no desenvolvimento do raciocinio
geomeétrico no decorrer do processo de ensino e aprendizagem de conteudos — admitindo
que esse entendimento possa ser util para o professor planejar, acompanhar e avaliar suas
atividades em sala de aula. Nessa perspectiva, foi elaborada e aplicada uma sequéncia
didatica direcionada a alunos do oitavo ano do ensino fundamental com o objetivo de
promover a aprendizagem dos casos de congruéncia de tridngulos. Esta acao foi realizada
no ambito do Mestrado Profissional em Ensino de Ciéncias e Matematica/PPGECM/UFU,

em que foram utilizados recursos como slides com animagao, material manipulavel e o
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software GeoGebra; na aplicacdo da sequéncia, mereceram destaque os dialogos
estabelecidos com os alunos e os registros produzidos por estes nas situagdes que
pareciam explorar as habilidades visual e l6gica — elementos considerados como essenciais
para o entendimento do tema.

Neste texto, encontra-se um recorte dos dados ja analisados, com aprofundamento
do olhar no suposto desenvolvimento dessas habilidades. Evidentemente, a intencdo ndo
foi focar cada aluno individualmente quanto ao nivel de desenvolvimento avaliado antes e
depois da aplicagdo, mas, sim, identificar avangos no grupo como um todo, tomando por
objetos de analise os didlogos estabelecidos com o professor e 0s registros produzidos ao
longo da aplicagao da sequéncia didatica.

Assim, o objetivo deste trabalho foi analisar, nos limites da experiéncia, possiveis
avangos no raciocinio geométrico do grupo de alunos no processo de aprendizagem do

tema congruéncia de triangulos.

2 RACIOCINIO, NiVEIS DE FORMAGAO CONCEITUAL E HABILIDADES
EM GEOMETRIA

O modelo de Van Hiele (1986) procura explicar o0 modo de pensar dos alunos
quando aprendem geometria. A teoria, que trata de niveis hierarquicos de formagao
conceitual e de desenvolvimento de habilidades geométricas, ndo é muito utilizada para
avaliar a aprendizagem dos alunos nos conteudos geométricos, mas principalmente para
orientar a pratica pedagdgica do professor.

O modelo de pensamento ou de formagéo conceitual consiste em cinco niveis de
compreensao: “visualizagdo” (ou reconhecimento), “analise”, “deducado informal”’ (ou
ordenacéo, ou sintese, ou abstracao), “deducao formal” e “rigor”, sugerindo que os alunos
avancem nesta sequéncia hierarquica no processo de aprendizagem em geometria.

No Nivel 1, os alunos reconhecem os conceitos geométricos como entidades totais,
nao sendo identificadas as suas partes ou suas propriedades. Por exemplo, reconhecem
um tridngulo, mas nao identificam os vértices, lados e angulos; ndo reconheceriam, assim,
um quadrilatero qualquer, mas apenas figuras particulares, como quadrado e retdngulo. No
Nivel 2 (Analise), os alunos passam a identificar as caracteristicas das figuras, a descobrir
e a generalizar propriedades (a partir da manipulagao e da observagao necessariamente);

no entanto, ndo seriam capazes de explicar relagdes entre propriedades, ou inter-relacoes
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entre as figuras, e ndo entenderiam as defini¢des. Por exemplo, reconhecem os elementos
de um tridngulo e de um quadrilatero; generalizam que a soma de seus angulos mede 180°
e 360°, respectivamente; conseguem identificar dois tridngulos congruentes ou dois
quadrilateros congruentes medindo lados e angulos, mas ndo entenderiam as condigdes
necessarias e suficientes para a congruéncia.

Parece que somente no Nivel 3 (Ordenagédo) os alunos aprenderiam a congruéncia
de tridngulos, ja que a teoria afirma que neste nivel sdo capazes de reconhecer
propriedades entre as figuras, entender que algumas propriedades decorrem de outras e
descobrir estas implicacdes, além de dar definigdes matematicamente corretas e de
compreender 0os passos sucessivos individuais de um raciocinio l6gico formal; apesar disso,
nao compreendem a necessidade de um encadeamento desses passos nem a estrutura de
uma demonstragao.

Assim, pode-se afirmar que a tarefa de identificar os quadrilateros | e Il como
congruentes na Figura 1(a) exige um nivel de pensamento hierarquicamente inferior ao que
€ necessario para justificar que sdo congruentes os triangulos ABC e ADE obtidos a partir

de diagonais do pentagono regular ABCDE (Figura 1(b)).

(b)

Figura 1: (a) Quadrilateros e (b) Pentagono regular e diagonais
Fonte: Arquivo dos autores

Ja no Nivel 4 (Dedugdo), os alunos podem construir demonstracoes,
compreendendo o significado de dedugao como uma ferramenta para estabelecer a teoria
geomeétrica no contexto de um sistema axiomatico. No caso da situagdo exposta na Figura
1(b), nesse nivel o aluno poderia provar que as diagonais do pentagono regular séo
congruentes, utilizando o caso LAL (Lado, Angulo, Lado) de congruéncia de triangulos.
Finalmente, no Nivel 5 (Rigor), conseguem entender geometrias nao euclidianas e
comparar sistemas diferentes.

O modelo de Van Hiele (1986) indica que, como os niveis formam uma hierarquia,

€ impossivel passar de um nivel para outro sem dominar as operagdes do nivel anterior. O
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avango dependeria do conteudo e dos métodos de ensino, além de experiéncias sobre o
assunto.

Com a finalidade de explicar a estrutura recursiva dos niveis, Jaime e Gutiérrez
(1990) afirmaram que em cada nivel N ha determinados elementos que s&o utilizados
implicitamente pelos alunos e que se tornam explicitos no nivel N+1. Assim, se as
propriedades das figuras sdo elementos implicitos no Nivel 1, o que permite ao aluno
reconhecé-las, elas serdo os elementos explicitos no Nivel 2. Da mesma forma, neste nivel
o aluno percebe algumas relagbes entre as propriedades, mas que s6 serdo entendidas no
nivel seguinte, em que ele podera, por exemplo, fazer classificagbes de figuras utilizando
propriedades comuns.

Acrescenta-se que o movimento para um nivel mais alto é acompanhado de
dominio de uma nova linguagem, com definicbes e simbologia adequadas. Por exemplo,
para provar que as diagonais do pentagono da Figura 1(b) sdo congruentes, o aluno
utilizaria termos e simbolos, tais como: nos triangulos AABC e AADE tem-se que AB=AE e
BC=ED, pois s&o lados do pentagono regular ABCDE; ABC = AED, pois sdo angulos
internos do mesmo pentagono regular; logo AABC= AADE pelo caso LAL e entdo AC =AD.

E possivel observar que as tarefas normalmente apresentadas aos alunos nas
aulas de geometria podem exigir-lhes diferentes habilidades. No caso da situagédo exposta
na Figura 1(a), a habilidade visual para manipular mentalmente as imagens mentais (com
rotacdo e translacdo) dos quadrilateros | e Il até sobrepd-los seria suficiente para
reconhecer a congruéncia. Na situacédo 1(b) da mesma figura, além do raciocinio dedutivo
condicional — que tem suas origens na légica proposicional em que os operadores logicos
como ou, e, se...entdo, se e somente se estdo incluidos nas sentengas ou proposi¢coes —
ha a necessidade de uma habilidade para lidar com os simbolos. Entre outras consideradas
importantes na aprendizagem da geometria, Hoffer(1981) apresenta as habilidades visual
e logica e estabelece niveis hierarquicos no seu desenvolvimento.

De acordo com o autor, a habilidade visual esta ligada a capacidade de formar e
manipular imagens mentais e, assim, interpretar informacdes a partir de figuras. Com essa
habilidade, o aluno poderia reconhecer figuras diferentes de um desenho, estabelecer
propriedades comuns de diferentes tipos de figuras e até deduzir informacgbes a partir de
uma figura.

Numa abordagem da psicologia cognitiva, Primi e Almeida (2000), com base nas
concepgodes fatoriais da inteligéncia, descreveram que a habilidade espacial seria avaliada

pela capacidade de visualizagao, isto €, de formar representagdes mentais visuais e de
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manipula-las, transformando-as em novas representacdes. Os processos de formacgao e de
manipulagdo de imagens mentais visuais sdo explicados por uma teoria na linha do
processamento da informagéo defendida por Kosslyn (1995). O modelo teorico integra os
processos de reconhecimento e identificacdo de objetos com o de imagens mentais.
Kosslyn (1995) esclarece que a percepgao e a imagem mental compartilham mecanismos
mentais comuns, mas que ha diferengas entre os processos: a imagem mental desaparece,
esvanece rapidamente, e € preciso esfor¢co para manté-la e assim permitir os processos de
inspecdo e manipulagdo da imagem (como modificagéo, rotagdo, translacao etc.). Além
disso, as imagens mentais s&o criadas a partir de informagdes armazenadas na memoria,
sendo que n&o € o mundo externo que dita o conteudo das imagens. Com base em Kosslyn
(1995), Viana (2005) pondera que talvez esses fatores expliquem por que muitas vezes os
alunos tém dificuldades em responder as questbes acerca de geometria quando séao
necessarias habilidades visuais; a partir disso, sugere que o professor utilize muitas
representacdes externas com uso de materiais, desenhos, softwares etc.

Com relacao a habilidade I6gica, Hoffer (1981) salienta a necessidade de que sejam
reconhecidos e analisados argumentos validos e n&o validos no contexto de figuras
geométricas. As habilidades logicas permitem aos alunos, em diferentes niveis de
conceituacao, classificar figuras de acordo com as semelhangas e diferencgas, estabelecer
propriedades, incluir classes, deduzir consequéncias a partir de informacdes etc.

No ambito da psicologia cognitiva, Primi e Aimeida (2000) alegam que a habilidade
l6gica esta ligada ao chamado raciocinio abstrato e pode ser considerada como a
capacidade de estabelecer relagbes abstratas em situagdes novas, construir conceitos e
compreender implicagdes. Sternberg (2000) define o raciocinio como o processo cognitivo
pelo qual uma pessoa pode inferir uma concluséo a partir de um grupo de evidéncias ou de
declaragdes. No raciocinio indutivo, a pessoa tenta alcangar uma provavel concluséo geral,
com base em observacdes especificas; no dedutivo, alcangca-se uma conclusao légica
especifica e logicamente certa, a partir de proposi¢des gerais.

O raciocinio dedutivo baseia-se em proposicoes l6gicas — assergcdes que podem
ser verdadeiras ou falsas. Se o sujeito tirar uma conclusdo baseada numa proposicao “se
— entao”, trata-se do raciocinio condicional. Na geometria formal, os teoremas sao
afirmacdes passiveis de demonstracdo, estando sua veracidade garantida por um
encadeamento de inferéncias logicas apoiadas na estrutura que da inicio ao modelo e nos
teoremas ja demonstrados (Gravina, 2001).

Na aprendizagem da geometria euclidiana plana, uma atividade baseada em
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habilidade légica no nivel de dedugéo informal de Van Hiele (1986) seria, por exemplo,
propor varias experiéncias empiricas de modo a levar os alunos a concluirem que a soma
dos angulos internos de um tridngulo qualquer vale 180° — o que envolveria raciocinio
indutivo. Em um nivel mais avangado, valer-se dos casos de congruéncia de tridngulos para
deduzir que as diagonais de um paralelogramo cruzam-se em seu ponto médio — o que
evidenciaria o raciocinio dedutivo.

Além de teoremas, evidentemente, o conteudo de geometria inclui nogdes, relagdes
intuitivas e defini¢cées; no entanto, subtende-se que a aprendizagem de todos esses itens
pressupde algum tipo de raciocinio, o que justifica a adaptacgéao feita por Hoffer (1981) das
habilidades visual e l6gica aos niveis de Van Hiele (1986).

Quanto aos recursos didaticos adotados em sala de aula de modo a promover o
desenvolvimento de algumas dessas habilidades, destaca-se o GeoGebra. Neste software,
para construir figuras na tela do computador, o aluno deve valer-se dos comandos que,
além de substituirem os instrumentos tradicionais de desenho geométrico (como régua,
compasso e transferidor), permitem manipulag¢des das figuras (como translagéo e rotagao)
— 0 que evidencia a percepgao, formagao e inspeg¢do de imagens mentais, caracteristicas
da habilidade visual.

Conforme Gravina (2001) e Lovis e Franco (2013), os ambientes de geometria
dindmica facilitam a exploragao e experimentagao e, principalmente, o questionamento das
acoes e a descoberta de generalizagbes, o que pode levar ao encorajamento para as
demonstragdes. Apesar disso, Gravina (2001) adverte que a disponibilidade e a obtengao
de alto grau de precisdo nas figuras construidas por meio dos softwares podem
desencadear nos alunos atitudes que priorizam as validagbes empiricas em detrimento das
validagdes hipotético-dedutivas.

A partir do exposto, foram consideradas as habilidades visual e l6gica para serem
analisadas na perspectiva do raciocinio geométrico, visto terem sido estas as mais

evidenciadas na sequéncia didatica aplicada.

3 OBJETIVOS E CONTEXTO DA PESQUISA

Este trabalho teve como objetivo identificar possiveis avangos no raciocinio
geométrico de um grupo de alunos submetidos a uma proposta didatica no tema
congruéncia de tridangulos, a partir da manifestacdo das habilidades visual e légica. A
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proposta didatica foi direcionada a alunos do ensino fundamental na forma de uma
sequéncia de atividades em que foram utilizados alguns recursos como material
manipulavel, slides com animacao e o software GeoGebra.

Como a sequéncia didatica foi elaborada no ambito do Mestrado Profissional em
Ensino de Ciéncias e Matematica/PPGECM/UFU, o tema congruéncia e a turma de alunos
(30 estudantes do 8° ano do ensino fundamental de uma escola publica da cidade de
ltuiutaba, MG) foram escolhidos por conveniéncia do pesquisador (segundo autor deste
trabalho), que era professor da turma, o que caracteriza a chamada pesquisa do professor
(Carneiro, 2008). Foram aplicadas oito atividades distribuidas ao longo de 20 aulas
regulares de 50 minutos, no ano de 2016. Parte das aulas aconteceu na propria sala de
aula e outra parte no Laboratério de Informatica da escola.

A coleta de dados deu-se a partir da descricdo dos objetivos das atividades, dos
didlogos estabelecidos entre professor e alunos durante a aplicagéo da sequéncia didatica
— didlogos que foram transcritos a partir da gravagao de audio — e também das produgdes
dos alunos oriundas das fichas de registros e dos arquivos do GeoGebra, além das
anotacdes do professor em seu diario de bordo, realizadas em momentos imediatamente
posteriores as aulas.

Apesar de a proposta ser formada por oito atividades, neste texto foram analisadas
apenas cinco delas, por estarem mais diretamente ligadas ao conceito de congruéncia.

Para a analise qualitativa — considerando que as habilidades estao ligadas a nocao
de realizagao de tarefas, conforme Primi et al. (2001) — optou-se por identificar as agdes
previstas nos objetivos e também aquelas evidenciadas na ocasido da aplicagao das
atividades ao grupo de alunos e compara-las com as agdes descritas por Van Hiele (1986)
e por Hoffer(1981) para caracterizar os niveis de raciocinio geométrico a partir da
manifestagdo das habilidades visual e légica. Para tanto, foram localizados (nos
procedimentos adotados pelo professor, nos dialogos estabelecidos com os alunos, nas
respostas dadas nas fichas de registro e nos arquivos de computador) os verbos que
designavam aquelas agdes, tais como: perceber, reconhecer, identificar, estabelecer,
relacionar, classificar, interpretar, justificar, argumentar, descrever, dominar (a linguagem) e
concluir, entre outros, de modo a relaciona-los, no contexto da experiéncia, com a

caracterizacao das habilidades visual e l6gica nos diferentes niveis de raciocinio.

- Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Floriandpolis, v. 15, n. 1, p. 01-22, 2020. 9
Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2020.e67627



4 ANALISE

Foram selecionadas as cinco atividades mostradas no Quadro 1.

Quadro 1: Atividades da sequéncia didatica

classificar pares congruentes e
nao congruentes; definir
poligonos congruentes.

papel-cartao, lapis e
borracha.

Atividade Objetivos Materiais Local e
duracao
1)Poligonos congruentes Perceber, reconhecer, identificar Ficha de registro, Sala/aula.
pares de poligonos congruentes; Slides, poligonos de | 02 aulas.

2)1° caso de congruéncia
de tridngulos — LLL: se dois
triangulos tém
ordenadamente
congruentes os trés lados,
entdo eles sdo congruentes.

Identificar e justificar pares

triangulos congruentes a partir de
construgdes utilizando o software
GeoGebra; descrever a condi¢ao

LLL como necessaria e suficiente.

Computador com o
software GeoGebra;
Slides, Ficha de
registro, lapis e
borracha.

Laboratério e
sala/aula.
02 aulas.

3)2° caso de congruéncia
de tridngulos — LAL: se dois
triangulos tém
ordenadamente
congruentes dois lados e 0
angulo compreendido,
entdo eles sdo congruentes.

Identificar e justificar pares

triangulos congruentes a partir de
construgdes utilizando o software
GeoGebra; descrever a condi¢ao

LAL como necessaria e suficiente.

Computador com o
software Geo-Gebra;
Slides, Ficha de
registro, lapis e
borracha.

Laboratério e
sala/aula.
02 aulas.

4)3° caso de congruéncia
de triangulos — ALA: se dois
triangulos tém
ordenadamente
congruentes um lado e os
dois angulos a ele
adjacentes, entao eles sao
congruentes.

Identificar e justificar pares
triangulos congruentes a partir de
construgdes utilizando o software
GeoGebra; descrever a condi¢ao
ALA como necessaria e
suficiente.

Computador com o
software GeoGebra;
Slides, Ficha de
registro, lapis e
borracha.

Laboratério e
sala/aula.
02 aulas.

5)4° caso de congruéncia
de triangulos — LAA, : se
dois triangulos tém
ordenadamente
congruentes um lado, um
angulo adjacente e o angulo
oposto a esse lado, entédo
eles sdo congruentes.

Identificar e justificar pares
triangulos congruentes a partir de
construgdes utilizando o software
GeoGebra; descrever a condi¢ao
LAA, como necessaria e
suficiente. Concluir os casos de
congruéncia de triangulos.

Computador com o
software GeoGebra;
Slides, Ficha de
registro, lapis e
borracha.

Laboratério e
sala/aula.
02 aulas.

Note-se que a primeira atividade era relativa ao conceito de congruéncia de

poligonos (mais geral) e ndo especificamente de tridngulos (mais particular). Considera-se

importante, neste contexto, diferenciar a percep¢ao, o reconhecimento e a identificacdo de

pares de poligonos congruentes. Se fossem apresentados os pares de poligonos da Figura

2, o aluno poderia perceber de maneira imediata que sdo congruentes (ou “iguais”, na

linguagem utilizada na ocasiao) os poligonos do primeiro par; no entanto, é possivel que

ele ndo concluisse rapidamente o que acontece com os outros pares.
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Figura 2: Pares de poligonos congruentes
Fonte: Arquivo dos autores

a

Ainda observando a Figura 2, considera-se que reconhecer (lI) como par de
poligonos congruentes parece exigir ndo apenas a percepgao imediata, mas a formacgao de
duas imagens mentais da figura para movimenta-las por translacao e, assim, sobrepé-las
ou entdo inspecionar as caracteristicas comuns — lados e angulos correspondentes. A
manipulagdo das imagens mentais, agora acrescentando movimentos de rotagéo, também
seria uma acgao requisitada para concluir a congruéncia dos pares (I) e (IV); neste ultimo
par, parece que a inspegao requereria maior esforco para manter a imagem, evitando que
ela esvanecesse — conforme a teoria de Kosslyn (1995).

Na aplicagdo da atividade em sala de aula, ndao foram oferecidos pares em
separado: os alunos ja foram solicitados a identificar, em um conjunto composto por 32
poligonos (Figura 3(a)), os pares congruentes. Os alunos deveriam classificar os pares de
poligonos inicialmente chamados de “iguais”; j4 aqueles com algumas caracteristicas
comuns foram chamados de pares de poligonos “parecidos”. Os pares deveriam ser

indicados na Ficha de registro, mostrada na Figura 3(b).
(a) (b)

Figura 3: (a) Slide e (b) Ficha de registros
Fonte: Arquivo dos autores

A atividade exigiu a identificagdo, mas supde-se que as agdes de perceber e
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reconhecer tenham sido desencadeadas como requisitos para a solugcdo da tarefa. O

Dialogo 1 mostrado no Quadro 2 ilustra alguns processos relatados pelos proprios alunos.

Quadro 2: Dialogo 1 entre professor e alunos

Aluno A: Ja achei um par igual! O poligono 1 ¢ igual ao 32!
Aluno B: O poligono 2 é igual ao 29, porém o poligono 2 so estd inclinado.
Aluno A: Mas pra ser igual tem que ser igual mesmo! Ndo pode estar inclinado!
Aluno B: Mas e o poligono de numero 2? Parece que ndo tem nenhum igual... Professor, todos tém um
par igual?
Professor: Nem todos. No quadro poligonos “iguais” vocés devem observar e registrar apenas os
numeros correspondentes aos pares de poligonos que acreditam serem iguaizinhos mesmo! Deixem pra
preencher os “parecidos’’ depois de encontrarem os iguais.

Fonte: Arquivo dos autores

Foi possivel observar, por meio de gestos com as maos e cabecga e também pelos
relatos dos alunos, que alguns tentaram sobrepor mentalmente os pares de figuras que
intuitivamente consideravam congruentes, realizando rotagdes — o que caracterizava o
primeiro nivel de pensamento geométrico de Van Hiele (1986) e a habilidade visual definida
por Hoffer (1981). Observando o Dialogo 1 do Quadro 2, nota-se que outros estudantes
analisavam também propriedades ou componentes das figuras, como a posi¢ao dos
vértices e a congruéncia com relagao aos lados e angulos correspondentes (“o poligono 2
€ igual ao 29, porém o poligono 2 s6 esta inclinado”) — 0 que exigia avango na escala
hierarquica de formacao conceitual para o Nivel 2.

Apds preenchimento da ficha, como forma de correcéo e sintese, o professor
distribuiu poligonos recortados de papel-cartdo (Figura 4(c)) para que fossem manipulados;
também utilizou slides com animagao para simular os mesmos movimentos feitos com a
mao (Figura 4(a)). Os dois recursos pretendiam mostrar perceptualmente as mesmas
imagens mentais formadas, inspecionadas e movimentadas de maneira que os alunos
pudessem reconhecer tanto a congruéncia com relagdo aos lados quanto aos angulos

correspondentes. Um momento da aplicagao da atividade € mostrado na Figura 4(b).
(a) (b)

ez}

Figura 4: (a) Slides; (b) Momento da aula e (c) Poligonos de papel-cartéo
Fonte: Arquivo dos autores
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A apresentacgao dos slides deve ter contribuido para a realizacédo da atividade que
ainda solicitava que os alunos classificassem o conjunto de poligonos em dois grupos: 0s
‘iguais” e os “parecidos”; isto exigia dos alunos o reconhecimento da congruéncia, em
algumas situacbes somente entre lados, em outras somente entre angulos e, finalmente,
entre lados e angulos correspondentes. Tal agdo envolve o estabelecimento de relagdes
entre propriedades de figuras, caracteristicas do terceiro nivel de Van Hiele (1986),
indispensavel para o encadeamento logico das duas condi¢des necessarias para a
congruéncia de poligonos — 0 que implica que uma delas apenas n&o seria suficiente. As
frases sublinhadas no Dialogo 3 do Quadro 3 ilustram a interferéncia do professor para que
os alunos justificassem a classificagao realizada, o que evidenciaria alcance do novo nivel

de raciocinio.

Quadro 3: Dialogo 2 entre professor e alunos

Professor: Vamos observar agora alguns dos poligonos deste slide. O poligono numero 6 é “igual” ou
“parecido” com o poligono numero 12?7

Alunos: Igual!

Professor: Como assim? Se eu tentar sobrep6-los ira ficar certinho?

Alunos: Sim! Os dois estdo apenas virados!

Professor: Entdo vamos verificar! Observem os slides animados e vejamos... Muito bem! Os poligonos
6 e 12 sdo realmente iguaizinhos pois houve sobreposi¢cdo entre eles. Observem que os lados
correspondentes nos dois poligonos sdo congruentes, isto é, tém a mesma medida. Esta é uma
condicdo necessaria para que os poligonos também sejam iguais. N6s vamos chamar agora o0s
poligonos iguais de poligonos congruentes! Mas vejam: sera que sé isto basta? O que vocés
colocaram com relagdo aos poligonos 2 e 297

Aluno A: Eu registrei que eles sao iguais.

Aluno B: Ndo sao! Um é mais inclinado que o outro e se formos sobrepd-los ira ficar passando!
Professor: Vamos verificar por meio dos slides, entdo, se os poligonos 2 e 29 sdo congruentes.
Vejamos que o poligono 2 e o poligono 29 possuem lados correspondentes congruentes, da mesma
maneira que os poligonos 6 e 12. Entretanto, podemos observar que o0s lados do poligono 29 formam,
dois a dois, dngulos de 90 graus. Ja os lados correspondentes no poligono 2 nao formam angulos de
90 graus dois a dois. Vejam!

Alunos: Ah sim... Entao quer dizer que os poligonos 2 e 29 ndo sdo iguais?

Professor: Observem que, conforme haviamos observado, a congruéncia com relagdo aos lados
correspondentes é uma condigdo necessaria para que dois poligonos sejam congruentes. Entretanto,
observando os poligonos 2 e 29 podemos concluir que ndo é uma condicdo suficiente. Vejamos que
ainda “dependemos” das medidas dos angulos correspondentes. Estes devem ser congruentes, ndo
é mesmo?

Alunos: Sim!

Fonte: Arquivo dos autores

E possivel notar, no Dialogo 2, a interferéncia do professor para que, a partir de
alguns pares que serviram como exemplo e de outros como contraexemplos (“vamos
verificar por meio dos slides, entdo, se os poligonos 2 e 29 sao congruentes”), os alunos
entendessem o que era condigdo necessaria mas nao suficiente para a congruéncia. A
capacidade de tirar conclusbes gerais a partir de observacdes especificas define o
raciocinio indutivo, conforme Sternberg (2000). No contexto de figuras geométricas, Hoffer
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(1981) indica a necessidade de que sejam reconhecidos e analisados argumentos validos
e nao validos para o desenvolvimento da habilidade l6gica no Nivel 3.

Dar definicbes matematicamente corretas € também uma caracteristica do Nivel 3
da hierarquia de Van Hiele (1986), em que o aluno pode compreender 0s passos sucessivos
individuais de um raciocinio légico formal; apesar disso, ndo compreendem a necessidade
de um encadeamento desses passos hem a estrutura de uma demonstracao. Note-se, na
Figura 5, a dificuldade em definir poligonos congruentes e em destacar condi¢des néo
atendidas naqueles pares de poligonos “parecidos” — ndo congruentes, portanto “ ...
quando um angulo € maior que o outro ou o lado é maior que o outro”. Desenhos de

poligonos com a demarcagao de medidas foram também utilizados nas explicacdes.

EM ,f ‘\m AN T S \:\,}S«\ SSRN RL Poligonos congruentes sdo quando t8m dngulos e lados iguais.
AT . b:n..v}- . . ; - .
H Jh\‘:\&. \\Lu \é_\ \5\ SO \ )&_ S0 s ligongs. nde congruenies € quande wm dngule é maior que o
o &!{NL 2 \\“* S-‘nl)-"\ EXSE RS . outre ou o lade é maior que o outro.
= ‘;., |
u vy fa.

i A " Poligonos congruentes sdo figuras Iguals que iém o mesmo fanio

R N 2 Langas de lades e do mesmo tamanho, ¢ que tenha o mesmo dngulo.

Figura 5: Registros produzidos pelos alunos para poligonos congruentes
Fonte: Arquivo dos autores

A continuidade da sequéncia deu-se no laboratério de informatica. Convém
esclarecer que os alunos ja tinham algum dominio do GeoGebra. Com a utilizagao de varios
comandos do software, os alunos foram orientados a construir, a cada aula, um par de

triangulos, conforme mostra o Quadro 4.

Quadro 4: Constru¢des no GeoGebra

1a construcao:

Construir um A ABC com os lados AB, BC e CD de medidas quaisquer . Construir um A A'B'C'

transportando as medidas dos lados do tridngulo anterior.

2a construgao:

Construir um A ABC com o lado AB de medida qualquer e com os dois angulos A" e B"com medidas

quaisquer. Construir um A A'B'C' transportando as medidas do lado e dos angulos do tridangulo

anterior.

3a construgao:

Construir um A ABC com os lados AB e BC de medidas quaisquer e com o angulo A" de medida

qualquer. Construirum A A'B'C' transportando as medidas dos lados e do angulo do triangulo anterior.

4a construgao:

Construir um A ABC com os lados AB e BC de medidas quaisquer e com o angulo C" de medida

qualquer. Construirum A A'B'C' transportando as medidas dos lados e do &ngulo do tridngulo anterior.
Fonte: Arquivo dos autores
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Quando os alunos terminaram a primeira construcdo, o professor solicitou que
medissem os lados e angulos, e alterassem (aumentando ou diminuindo) os lados de um
dos triangulos, percebendo que os angulos correspondentes dos dois triangulos também
se alteravam, formando outras representagdes de pares de tridngulos congruentes.

Ao final de cada construcao, o professor retomava os procedimentos realizados e
levantava questionamentos. O Dialogo 3, referente a discussdo promovida apds a primeira

construcao, € mostrado no Quadro 5.

Quadro 5. Dialogo 3 entre professor e alunos

Professor: A medida do lado AB no tridngulo AABC é a mesma medida de qual lado no tridngulo

AA'B'C'?

Alunos: Igual @ medida do lado A'B'.

Professor: Entdo podemos dizer que os segmentos AB e A'B' sdo congruentes?

Alunos: Sim!

Professor: Por que sera que os segmentos AC e BC, lados do tridngulo AABC também séo

congruentes a A'C'e B'C' ? Sendo estes lados correspondentes a AC e BC no triangulo AA'B'C'? como

conseguimos construir lados correspondentes congruentes? Vocés se lembram?

Alunos: E por que utilizamos a ferramenta compasso?

Professor: Exatamente! Os lados correspondentes dos dois triangulos s&o congruentes por

construgdo, ou seja, da forma que utilizamos a ferramenta compasso na reta auxiliar, realizando

medigbes no primeiro tridngulo, fizemos com que os lados correspondentes fossem congruentes, ou

seja, de mesma medida. Entenderam?

Alunos: Agora sim, professor!

Professor: Vocés se lembram o que fizemos na segunda atividade? Aquela em que falavamos das

condi¢des necessarias para que dois poligonos fossem congruentes... Lembram-se?

Aluno: Sim! Para que dois poligonos fossem congruentes bastava os lados serem iguais.

Professor: E isso mesmo pessoal? Vocés lembram que fizemos alguns casos em que os lados

correspondentes eram congruentes, porém os poligonos ndo se sobrepunham, ou seja, ndo eram

congruentes? O que haviamos concluido entao? Tem algo a ver com angulos...

Alunos: Ah sim, os angulos também tinham que ter mesma medida!

Professor: Isso mesmo! Entdo, para que dois poligonos sejam congruentes, uma condi¢ao necessaria,

mas nao suficiente, é que os lados correspondentes sejam congruentes?

Alunos: Sim!

Professor: Pois bem, aqui nesses dois tridangulos que construimos pudemos verificar que os lados

correspondentes sdo congruentes conforme construimos, mas sé isso ja basta para que eles sejam

congruentes?

Alunos: Parece que sim, professor!

Professor: Sera que nos tridngulos, se os lados correspondentes sdo congruentes os angulos

correspondentes também sdo? Sera que ha necessidade de checar?

Alunos: Visualmente parece que os angulos possuem mesma medida!

Professor: Na nossa construgéo, construimos algum angulo correspondente congruente? Como foi

isso?

Alunos: Nao, somente os lados correspondentes congruentes.

Professor: Entdo vamos verificar os angulos, mas sabendo que, em nossa construgdo reproduzimos,

no segundo tridngulo, somente os lados correspondentes congruentes, ok?

Alunos: Ok! Entdo podemos medir os dngulos nos dois tridngulos para verificar?

Professor: Sim!

Solicitou-se entdo que os alunos, por meio da ferramenta “/\ngulo”, obtivessem as medidas dos

angulos A’ B, C"do triangulo AABC e também dos angulos (A'); (B') "e (C') "do triangulo AA'B'C".
Fonte: Arquivo dos autores

Nota-se, por meio das frases destacadas no Dialogo 3, do Quadro 5, a tentativa do

professor de provocar os alunos (“‘por que sera?”) para que apresentassem argumentos
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acerca da veracidade de certas afirmagdes (“para que dois poligonos fossem congruentes
bastava os lados serem iguais”). Para entender o caso LLL (“... Entenderam?”; “agora sim,
professor!”), os alunos deveriam concluir que, se para os poligonos em geral, “ndo bastava”
ter lados correspondentes congruentes, isto “bastaria” para a congruéncia de triangulos.
Ao final da atividade, o professor formalizou o primeiro caso de congruéncia de
triangulos denominando-o de LLL e solicitou que os alunos preenchessem a ficha
correspondente, descrevendo o que haviam entendido sobre o caso estudado. Este
procedimento foi realizado ao final de cada construgdo. Nas Figuras 6(a) e 6(b) séo
mostrados dois exemplos de ficha preenchida para os casos LLL e ALA e em 8(c) algumas

descri¢cdes de outros casos de congruéncia.

(@) (b) (c)

Sequndo ceso de congruineia de tiiegales (ALA) “Para dois triéngUIOS serem
e B congruentes basta que sejam
1| Iguais, do mesmo tamanho os

r lados”.
B e “Se dois angulos e o lado
\ WAER T g P sy Y entre eles é congruente em
— dois tridngulos, os triangulos

s e R aes 1 | t@mbém sdo congruentes”,

g = —| “Se em dois tridngulos dois

. . . lados e o dngulo entre eles for
congruente  os  tridngulos
também séo”.
“Dois tridangulos serao
congruentes quando um lado
e 0s dois angulos formados
S - nos vértices desse lado forem
congruentes”.,

Figura 6: (a) Registros produzidos para o caso LLL; (b) para o caso ALA e (c) outras definicdes dos alunos
Fonte: Arquivo dos autores

Esses registros dos alunos mostram, como caracteristicas do Nivel 3 de ordenacéo,
que as palavras e os simbolos sao utilizados de maneira precisa e concisa, e as sentengas
sao formuladas de modo a mostrar relagdes entre as propriedades das figuras. Os alunos
parecem compreender o papel das definicbes e dos requisitos de uma definigdo correta,
mas nao utilizam os simbolos especificos da geometria para nomear os vértices, lados e
angulos dos triangulos.

Ainda é possivel identificar, nesse nivel de pensamento, os elementos explicitos e
implicitos, conforme descri¢ao feita por Jaime e Gutiérrez (1990): as implicagdes entre as
propriedades aparecem nas conclusdes dos alunos, o que demonstra que no Nivel 3 os

objetos de estudo sdo as afirmagdes que relacionam propriedades. Porém, somente no
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Nivel 4 os teoremas poderiam ser explicitados com base nestas afirmacdes: a consciéncia
sobre a necessidade légica da prova formal parece nado ter sido alcangada pelos

estudantes, na situagdo vivenciada até aquele momento.
5 CONCLUSAO E ALGUMAS IMPLICACOES

Apesar de mostrar apenas um fragmento do trabalho realizado em sala de aula
durante o ano letivo — que incluiu atividades direcionadas para aprendizagem de outros
conteudos e procedimentos em geometria — este texto buscou analisar como acontece certo
progresso no nivel de pensamento geométrico dos alunos a partir das habilidades visual e
I6gica manifestadas nos didlogos e nos registros dos alunos.

A proposta didatica aplicada em sala de aula era formada por uma sequéncia de
atividades de modo a ampliar e organizar a rede de relagdes entre os conceitos envolvidos,
utilizando linguagem adequada a cada nivel de raciocinio. Assim, de certa forma, este texto
acabou por avaliar algumas contribuicbes desta proposta. As atividades analisadas
promoveram formagao, inspeg¢ao e manipulagdo de imagens mentais, permitindo interpretar
e deduzir informagdes a partir de figuras, o que parece ter contribuido para o
desenvolvimento da habilidade visual dos alunos — importante na aprendizagem da
geometria, conforme indicam os estudos citados.

Da mesma forma, a sequéncia de atividades e a forma de condugao dos dialogos
parecem ter contribuido para o entendimento das relagbes entre as propriedades das
figuras, evitando falhas ocasionadas por erros de compreensdao ou por inadequagao da
linha processual do raciocinio, conforme apontado por Eysenk e Keane (2000) e Sternberg
(2000). Além disso, verificou-se certo avanco no dominio da linguagem dos alunos quando
analisavam afirmacgdes verdadeiras e falsas e chegavam a conclusdes a partir de principios
e evidéncias, assim como quando deram definicbes matematicamente corretas — o que
evidenciou manifestacao da habilidade Iégica no campo da geometria.

No entanto, concorda-se com Leung et al. (2014) quando ponderam acerca da
dificuldade em ensinar os alunos a utilizarem a deducgao logica para justificar proposicoes
geomeétricas. Nesse sentido, lembrando que o entendimento dos casos de congruéncia de
triangulos constitui elemento importante para o avango no proximo nivel de pensamento

geométrico, considerou-se que talvez tenha faltado ao professor explorar todas as
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composicdes de atributos necessarios e suficientes. Ou seja, nao foi explicitado que para
dois triangulos ABC e A'B’C’ serem congruentes sdo necessarias seis condi¢oes:
AB=AB,BC=BC,AC=AC A=A,B=B=Bel=C
A partir disso, seria interessante questionar os alunos:
e Um componente idéntico em dois tridngulos pode ser suficiente para a congruéncia?
e Dois componentes respectivamente iguais em dois tridngulos podem ser uma
condigao suficiente para congruéncia? e trés componentes?
e Concluindo-se que sao trés componentes, todas as combinacées formariam
condigdes suficientes? Por exemplo, AAA (ter angulos correspondentes

congruentes) constituiria uma condigao suficiente?

A busca de resposta a estas situagbes — que se configuram como contraexemplos
importantes na argumentagao légica, conforme Leung et al. (2014) e Patkin e Plaksin
(2011),— além de exigir elementos pertinentes ao Nivel 3 de formacéo conceitual, poderia
ajudar o aluno a estabelecer relagbes com outros conceitos; por exemplo, explorar a
situagdo AAA (que é um caso de semelhanga de triangulos) ampliaria a rede de relagdes
necessaria para as demonstragdes de Nivel 4.

Outra ponderacdo que merece ser feita diz respeito a utilizacdo do GeoGebra.
Apesar do consenso acerca da contribuigdo do software nas constru¢gées geométricas e na
exploracdo e experimentacdo com vistas a generalizagdes, concorda-se com Gravina
(2001) quando adverte que a disponibilidade de transformacgdes visuais e a obtencao de
alto grau de precisao nas figuras podem priorizar as validagbes empiricas — e o raciocinio
indutivo — em detrimento das validagbes hipotético-dedutivas, caracteristicas do raciocinio
l6gico dedutivo. Se nao forem retomadas as conclusdes obtidas pelos alunos em outros
contextos na forma de exercicios e problemas, talvez ndo se possa afirmar a respeito da
real contribuicdo desse tipo de recurso no desenvolvimento do raciocinio Iégico requerido
para o tema. Acrescenta-se que o processo de avaliagdo da aprendizagem daqueles alunos
que participaram da proposta didatica ndo esteve no escopo deste texto, mas uma analise
futura, com os dados obtidos ao final da aplicacdo da sequéncia, podera trazer maior
compreensao sobre o0 assunto.

Finalmente, concorda-se com Usiskin (1994) sobre a importancia de se ter clareza a
respeito do papel da geometria no curriculo escolar. Considerando que nos anos finais do
ensino fundamental as atividades de sala de aula ndo deveriam ficar limitadas a aplicacao

do conhecimento em outras areas nem a verificagdo empirica como fonte de validacao,
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espera-se que as analises aqui realizadas possam ser refeitas e ampliadas em outros
contextos, de modo a avangar no entendimento do desenvolvimento do raciocinio l6gico no
processo de ensino e aprendizagem deste conteudo. A partir deste entendimento, é

possivel sugerir outras metodologias que atendam aos objetivos da disciplina.
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