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RESUMO

Motivados pela atual pandemia de COVID-19, neste trabalho abordamos as duas principais estratégias para combater a
proliferagcao desta doenga: o distanciamento social e a melhoria dos habitos de higiene das pessoas. O objetivo é levar
essa discussao para dentro do ambiente escolar, buscando mostrar ao aluno desse nivel de escolaridade, que essas
agoes podem influenciar diretamente a taxa de transmissao do virus e levar ao achatamento da curva de infectados. Neste
sentido, desenvolvemos uma pesquisa qualitativa, de caracteristica exploratéria-explicativa, ancorada na modelagem
matematica, visando descrever a eficacia dessas estratégias a partir da experimentagdo em ambiente computacional.
Desta forma, a partir do modelo epidemiolégico classico SIR, desenvolvemos duas aplicagdes no GeoGebra. A primeira
delas é apresentada sob a forma de atividade de experimentagdo, dirigida ao aluno, exemplificando a aplicagdo da
matematica em problemas do mundo real: a disseminagdo de doengas. A segunda é para o professor, e mostra como
emprestar a reputagdo da matematica, a forga da modelagem como metodologia de ensino e aprendizagem e o poder da
matematica dindmica do GeoGebra para reforgar a importancia das medidas de combate a Covid-19, que devidos as
consequéncias econdmicas, sofrem crescente resisténcia por parte da populagdo. Nossas aplicagbes demonstram a
capacidade crescente do GeoGebra de lidar com modelos matematicos sofisticados. Assim, é possivel discutir problemas
sociais relevantes ja na educagéo basica, com participagéo efetiva dos alunos.

Palavras-chave: COVID-19, Modelagem matematica, Ensino de matematica, Modelo SIR, GeoGebra

ABSTRACT

Motivated by COVID-19 pandemic, in this work we approach the two main strategies to fight the proliferation of this disease:
the social distancing and the improving people’s hygiene habits. The objective is to take this discussion into the school
environment, seeking to show students at this level of education, that these actions can directly influence the transmission
rate of the virus, and to lead the flattening of the infected curve. In this sense, we development a qualitative research, with
an exploratory-explanatory characteristic, anchored in mathematical modeling, aiming to describe the effectiveness of
these strategies from experimentation in a computational environment. Therefore, from the classic epidemiological model
SIR, we developed two applications on GeoGebra. The first one is presented in the form of experimentation activity,
directed to the student, exemplifying the application of mathematics in real-world problems: the spread of diseases. The
second one is for the teacher; It shows how to lend the reputation of mathematics, the strength of modeling as a teaching
and learning methodology, and the power of dynamic mathematics from GeoGebra to reinforce the importance of measures
to combat COVID-19, that due to economic consequences, they suffer increasing resistance by the people. Our
applications demonstrate the GeoGebra increasing ability to deal with sophisticated mathematical model. As hence, it is
possible to discussing relevant social problemas in basic education already, with effective participation of the students.

Keywords: COVID-19, Mathematical Modeling, Mathematics Teaching, SIR Model, GeoGebra
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1.  INTRODUGCAO

A identificacdo de 27 casos de pneumonia em dezembro de 2019 na cidade de
Whuan, provincia de Hubei na China, chamou a atenc&o para o surgimento de um novo
agente patogénico capaz de provocar Sindrome Respiratoria Aguda Grave (SRAG) em
humanos. Em 07 de janeiro de 2020 o centro de controle de doengas chinés identificou um
novo tipo de coronavirus denominado Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus 2
(SARS-CoV-2) como sendo o patdégeno responsavel pela sindrome, posteriormente
denominada COVID-19 pela Organizagao Mundial de Saude (OMS). A COVID-19, que é
transmitida principalmente por fomites respiratérios (como perdigotos emitidos durante a
tosse, sintoma presente em boa parte dos infectados), tem um potencial relativamente alto
de fazer com que os individuos infectados precisem de assisténcia médica especializada,
incluindo internagdo em unidades de tratamento intensivo (UTI), com taxa de mortalidade
consideravel. Por essa razao, ja em 30 de janeiro de 2020, a OMS classificou o surto chinés
como uma Emergéncia de Saude Publica de Importancia Internacional, alertando
principalmente os paises com sistemas de saude vulneraveis (Sohrabi et al., 2020).

Como previsto, a epidemia se espalhou pelo mundo e foi declarada uma pandemia
em 11 de margo de 2020 pela OMS (Brasil, 2020). Com taxa de transmissao elevada, o
mundo vé o numero de casos aumentar rapidamente, sobrecarregando os sistemas de
saude da maioria dos paises em pouco tempo, com consideravel numero de mortes. A
tabela 1 exibe os dados epidemioldgicos de alguns paises registrados pela Johns Hopkins
University Center for Systems Science and Engineering (JHU CSSE), disponibilizados a
partir de seu repositério GitHub (https://github.com/CSSEGISandData/COVID-19).

Sem uma vacina ou medicamento especifico, o tratamento dos sintomas em

ambiente hospitalar se mostra a unica alternativa para os pacientes que apresentam a
forma grave da doencga. Esse cenario impde aos responsaveis pela saude publica a
implantacdo de estratégias que permitam diminuir a velocidade com que as pessoas
contraem a COVID-19; o que vem sendo denominado achatamento da curva de infectados.
Para atingir esse objetivo, a OMS reforga que é essencial promover a melhoria dos habitos
de higiene das pessoas — como lavar as maos frequentemente com agua e sabao ou usar
alcool em gel — e, em especial, a adoc¢ao do distanciamento social. Essa ultima medida,

no entanto, tem forte impacto econédmico e enfrenta grande resisténcia por parte da

populagado, como o mostra o levantamento realizado em Aquino et al. (2020).
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Tabela 1: Dados da COVID-19 em alguns paises até o dia 20/05/2020

Pais Confirmados Recuperados Mortos
EUA 1.559.750 97.628 92.333
Russia 308.705 85.392 2972
Brasil 271.885 106.794 17.983
Espanha 232.037 150.376 27.778
Italia 226.699 129.401 32.169

Fonte: Elaborado pelos autores.

Uma vez que o distanciamento social tem se mostrado uma estratégia eficiente para
levar ao achatamento da curva de infectados, a questdo natural € como convencer,
especialmente os mais jovens, que abrir mao de suas praticas de convivio social e melhorar
habitos de higiene, sdo medidas extremamente necessarias que n&o devem ser
negligenciadas?

Neste artigo buscamos levar a discuss&o para o ambiente escolar, com intuito de
mobilizar os alunos a promoverem essas informagées em suas comunidades. Neste
sentido, desenvolvemos uma pesquisa qualitativa, de caracteristicas exploratoria-
explicativa, ancorada na modelagem matematica, visando possibilitar ao aluno, ainda que
de forma intuitiva e idealizada, a construcao do conhecimento necessario que permita
reforgar sua percepcéo sobre a eficacia dessas estratégias de combate a proliferagdo de
doencas virais transmitidas por contato. A ideia € emprestar a fama de ciéncia exata da
matematica, a forca da modelagem matematica como metodologia de ensino e
aprendizagem, e o poder das ferramentas da tecnologia da informacéao para este fim.

Os estudos em epidemiologia aplicada tém por base a utilizacdo de modelos
matematicos compartimentais fundamentados na teoria das equacgdes diferenciais
ordinarias e estdo descritos em praticamente toda a bibliografia de referéncia sobre o tema
(Hethcote, 2000, Brauer, 2010, Castillo, 2012). Mesmo os modelos mais complexos
atualmente utilizados na tentativa de entender os aspectos qualitativos e quantitativos da
COVID-19, como em Castilho, C. et al (2020), Shong, P. X. et. al. (2020) e Reed, J. M. et
al. (2020), fazem uso dessa metodologia. As estratégias de combate, sao obtidas a partir
de simulagdes computacionais usualmente implementadas em linguagens de programagao
como MatLab, Python, Maple, etc. Este aparato tedrico-metodoldgico costuma fazer parte
dos curriculos de formagao de professores da educagao basica (Boyce, 2020), mas estao
distantes do nivel de escolaridade que buscamos atingir. Embora existam aplicativos
especializados, disponiveis de forma online inclusive, como o Epidemix

(https://royalveterinarycollege.shinyapps.io/epidemix/), acreditamos que eles nao
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favorecem a construgdo do conhecimento em ambiente escolar que julgamos necessaria.

No contexto da educacéao basica, o software GeoGebra aparece como um dos mais
utilizados e difundidos. Embora sua utilizagdo pareca se concentrar sob a capacidade de
realizar construgdes geométricas de forma dindmica (Tavares & Lopes, 2019), a inclusao
de recursos para tratar problemas de probabilidade e estatistica, manipular expressdes de
forma simbdlica, bem como a capacidade de executar algoritmos numéricos, o colocam
como uma ferramenta computacional apropriada para discussao de aplicacdes sofisticadas
da matematica. O recente trabalho sobre métodos numéricos de resolugdo de equacodes
diferencias utilizando o GeoGebra feito por Bezerra e Ramos (2020) sugere a possibilidade
de lidar com modelagem matematica com base nesse tipo de equagao usando esse
software, o que parece pouco usual no Brasil. Assim, desenvolvemos duas aplicacées no
GeoGebra, uma voltada ao aluno e outra ao professor da educacao basica.

Na aplicagéo para os alunos usamos a abordagem classica de simular o modelo SIR
utilizado no estudo da disseminagao de doengas virais ndo letais que conferem imunidade
permanente. O objetivo € mostrar que o modelo exibe o comportamento qualitativo tipico
de epidemias desse tipo: crescimento exponencial inicial, a fase de reducado da taxa de
crescimento até atingir o platé da curva de infectados e finalmente, o decaimento até a
extincdo da epidemia. Embora esse modelo n&o seja adequado para previsdes, nem para
estudar a COVID-19, que é uma doenca letal em alguns casos, se presta a identificar
caracteristicas qualitativas que foram vivenciadas em paises onde a epidemia ja passou,
como a China. A aplicagédo é desenvolvida nos moldes de uma atividade a ser realizada
pelo aluno, possibilitando vivenciar as fases da construgao de conhecimento envolvidas na
metodologia da modelagem matematica.

Na aplicagéo para o educador, adaptamos a simulagao desenvolvida para os alunos
para explicar, qualitativamente, a eficiéncia das medidas de combate a COVID-19 sugeridas
pelas autoridades de saude publica. Embora direcionado ao professor, a aplicagdo também

pode ser feita em forma de atividade pelo aluno, desde que lhe seja fornecida orientagao.

2. A CURVA EPIDEMIOLOGICA DOS INDIVIDUOS INFECTADOS

Quando um surto de alguma doencga é detectado, o primeiro passo realizado pelos
agentes de saude é monitorar o numero de infectados ao longo do tempo. Registros

disponibilizados periodicamente, exibidos em boletins epidemiolégicos, fornecem valores

Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Florianépolis, v. 15, p. 01-21, 2020. 4
Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2020.74617



para o numero de casos confirmados C(f), o de ébitos devido a doenga M(t), bem como o
de infectados que se recuperaram R(t). Todos como fun¢des do periodo de tempo

considerado. Com isso, a expressao
I(t)=C(t) — [ M(t) + R(t) ] (1)

corresponde a uma amostra da funcao /(t) que modela o numero de infectados ao longo do
tempo. Conectando-se os pontos (t, /(f)) num sistema de coordenadas cartesianas, onde o
eixo horizontal representa o tempo e o eixo vertical registra o numero de individuos
(infectados), obtemos uma aproximagédo da chamada curva de infectados ou curva de
prevaléncia da doenga (Marthceva, 2015). A Figura 1 exibe as curvas epidemiolégicas do
surto de COVID-19 na China (Figura 1a) com destaque para a curva de infectados (Figura
1b), construidas a partir dos dados disponibilizados pela universidade Johns Hopkins desde
o inicio do surto até o dia 20 de maio de 2020.
Da curva de infectados (Figura 1b) podemos inferir algumas caracteristicas basicas
acerca do surto epidémico:
e aepidemia apresenta uma fase inicial de crescimento exponencial,
e a segunda fase é marcada por uma inflexdo na curva, indicando crescimento no
numero de infectados, porém com velocidade cada vez menor;
e eventualmente o numero de infectados atingira seu maior valor, caracterizado
pelo “pico” na curva de infectados, usualmente denominado de platé da curva;
e apbs atingir o platd, o numero de infectados comega a diminuir rapidamente até
se manter em valores relativamente baixos.

Essa analise intuitiva, obtida a partir dos dados de um caso particular, gera
questionamentos: todas as epidemias tém esse comportamento? Quanto tempo leva para
atingir o platd da curva de infectados? Quais fatores epidemioldgicos influenciam o platé da
curva de infectados? E possivel reduzir esse platd, ou seja, é possivel achatar a curva de
infectados? Como? Para se obter as respostas € necessario um estudo fenomenoldgico do

surto, e muitas dessas s6 podem ser obtidas incluindo a modelagem matematica.
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(a) Curvas epidemiolégicas até 20/05/2020. (b) Curva de incidéncia I(t) até 20/05/2020.

Figura 1: Curvas epidemiologicas de COVID-19 na China desde o inicio do surto até o dia 20/05/2020.
Fonte: Produzido pelos autores (dados coletados da Universidade Johns Hopkins).

Ao abordar o modelo epidemioldgico SIR, Weiss (2013) chama a atencgéo para
resultados importantes em epidemiologia que passaram despercebidos pelas autoridades
de saude publica por muito tempo. Ele aponta que a razao para isso esta no fato de que
tais resultados néo podem ser obtidos Unica e exclusivamente dos dados registrados pelas
unidades de saude. Entre esses resultados destaca-se a existéncia de um valor limiar,
denominado numero de reprodugédo basico ou taxa de contagio, representado por Ro, que
determina se um surto de uma doencga tem potencial para desencadear uma epidemia (Ro
> 1) ou ndo (Ro < 1). O Ro é definido como o numero médio de novos infectados produzidos
a partir de um individuo infeccioso quando introduzido numa populagcdo formada
exclusivamente por individuos suscetiveis a doenca (Hethcote, 2000). No caso da COVID-
19, Read et al. (2020) estimaram que o Ro para o Brasil no inicio da pandemia era de Ro =
3.5, mas que agora, no momento da escrita deste artigo, € estimado em torno de Ro = 1.4.

Outros conceitos importantes s6 foram demonstrados a partir da modelagem
matematica. Por exemplo, a ideia que em qualquer epidemia parte da populagao sai ilesa,
denominada de imunidade de rebanho, bem como o estabelecimento de percentuais de
vacinados em campanhas de imunizagao (Weiss, 2013). Ficando claro a importancia da

modelagem matematica no estudo da disseminagao de doencas infecciosas.

3. MODELAGEM MATEMATICA E EPIDEMIOLOGIA

De modo geral, um modelo pode ser visto como uma criagao cultural cuja esséncia
€ a representacao idealizada da realidade, com o objetivo de torna-la descritivel, qualitativa
e quantitativamente. Em resumo, transcreve-se um problema em linguagem cientifica para

que entdo possa ser tratado pelo método cientifico (Sayao, 2001). Quando essa transcrigao
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se da em linguagem matematica, usualmente a partir de sistemas de equacgdes (algébricas,
diferenciais, integrais, integro-diferenciais, etc.) temos os chamados modelos matematicos.
O processo de transformacdo de um questionamento do mundo real em um problema
matematico, resolvé-lo e interpretar as solu¢des obtidas na linguagem original corresponde
ao que é denominado modelagem matematica (Bassanezi, 2002).

O desenvolvimento de um modelo matematico, portanto, exige a mobilizagdo de
uma ampla variedade de competéncias e habilidades. E preciso entender a situacéo-
problema dentro de seu proprio contexto, selecionar variaveis, formular hipéteses, produzir
o modelo, utilizar o conhecimento matematico para obter solugcbes — o0 que pode exigir
simplificagdo do problema original — interpretar e validar as respostas e, possivelmente,
retornar ao inicio do processo para fazer ajustes. Essas caracteristicas tém destacado,
especialmente nos anos recentes, a modelagem matematica como uma promissora
metodologia de ensino e aprendizagem da matematica na educagéo basica. Ela coloca o
estudante como o sujeito ativo do processo, invertendo significativamente os papéis dos
alunos e do professor (Santos & Lima, 2010). Boa parte das recentes pesquisas em
educacao matematica tem defendido esse caminho, que estd em consonancia com as
diretrizes do Programa Internacional de Avaliagao de Alunos (PISA) refletidas nas recentes
modificagdes do Sistema Educacional Brasileiro a partir das recomendac¢des da Base
Nacional Comum Curricular em vigor (Brasil, 2018).

De acordo com Marthceva (2015), o uso da modelagem matematica em
epidemiologia tem seus primeiros registros no ano de 1766 com os trabalhos de Daniel
Bernoulli, mas foi o estabelecimento do conceito de doenca infecciosa por Robert Koch em
1800 que abriu caminho para os avangos nessa area, resultando na conquista do Prémio
Nobel por Sir Ronald Ross, gragas aos seus trabalhos sobre a transmissao da malaria. Em
1927, Kermarck e McKendric impulsionaram a area introduzindo os modelos
compartimentais no estudo da disseminacdo de doengas infecciosas transmitidas por
contato. Nessa abordagem a populacao de individuos envolvidos na dindmica da doencga é
dividida em compartimentos distintos e se deseja modelar o fluxo de individuos entre eles.
Essa metodologia esta na base do desenvolvimento de modelos matematicos aplicados a
epidemiologia utilizados hoje em dia, dos mais simples aos mais realistas.

Neste trabalho abordamos uma versao bastante simplificada do modelo introduzido
por Kermarck e McKendric, o chamado modelo SIR, resultante da divisdo da populagdo em

trés compartimentos: os individuos Suscetiveis, os Infecciosos e os individuos que ndo mais
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participam da dinamica da doencga, denominados de Removidos. Na secdo adiante
abordamos esse modelo no contexto de uma doenga viral n&o letal, transmitida por contato,
que confere imunidade permanente, como algumas viroses. Nesses casos a letra R passa

a representar o compartimento dos Recuperados.

4. O MODELO SIR BASICO

O modelo epidemiolégico compartimental que discutiremos nesta segao é descrito

matematicamente pelo sistema de equacdes diferenciais ordinarias

‘S‘J — _\.3' AS‘ Jr.
I' = BSI—~I

| (2)
R = ~I.

onde, S(t), I(t), R(t) sdo fungdes do tempo t que representam, respectivamente, as
populagdes dos individuos de acordo com a situagao epidémica descrita acima.

Os parametros epidemiologicos do modelo sédo representados pelas constantes
positivas B e y que modelam, respectivamente, a taxa de transmissdo do patégeno por
contato entre individuos infecciosos e suscetiveis e a taxa de remog¢édo dos individuos

infectados. O modelo é complementado com condigdes iniciais, isto €, com valores
S(0) =0, I(0) = 0, R(0) = 0, 3)

que representam a populacao inicial, t = 0, em cada compartimento.

A dinamica do sistema ocorre a partir do fluxo de individuos entre os
compartimentos, representada na Figura 2, onde individuos suscetiveis se tornam
infecciosos e os infectados se recuperam adquirindo imunidade permanente. Em surtos
epidémicos em populagbes de humanos, que em geral tem curta duragio, variagdes

demograficas naturais geralmente sdo desconsideradas.

Figura 2: Diagrama de fluxo para o modelo SIR bésico.
Fonte: Produzido pelos autores

Modelos matematicos dados por equagdes na forma (2) e (3) sédo ditos Problemas

de Valor Inicial (PVl) e fazem parte da chamada Teoria das Equacbes Diferenciais
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Ordinarias (EDO), abordada durante a formacéao do professor de matematica (Boyce, 2020).
As solugdes sao as fungdes S(t), I(t) e R(f) que mencionamos e as técnicas matematicas
utilizadas para encontra-las ndo fazem parte das propostas pedagdgicas para a educagao
basica.

Do ponto de vista pratico, os profissionais de saude, assim como a sociedade em
geral, nao estao unicamente interessados na representagao algébrica das solugdes, mas
em aspectos qualitativos que determinam seu comportamento. Essas caracteristicas
podem ser extraidas a partir de técnicas graficas, apoiadas em solugdes aproximadas
obtidas numericamente a partir da utilizacdo de ferramentas computacionais. Essas
técnicas fazem parte da chamada Teoria Qualitativa das Equacgdes Diferenciais e boa parte
delas estao implementadas no GeoGebra.

O GeoGebra disponibiliza um comando para encontrar numericamente as solugoes
de um PVI e, simultaneamente, esbogar o grafico das solugdes diretamente na Janela de
visualizagdo gréfica. Aliada a capacidade de interpretar os parametros do modelo como
controles deslizantes, podemos simular o modelo dado pelas equagdes (2) e (3) e, em

tempo real, ver o efeito dos parametros sobre o comportamento qualitativo das solucgdes.

4.1 Simulando o modelo SIR basico com o GeoGebra

Nesta secao apresentamos uma construgao simplificada do modelo SIR basico no
GeoGebra Classico 5, versao para desktop, que acreditamos estar acessivel a todos os
alunos da educagéo basica. O download do programa pode ser feito diretamente da pagina
oficial do programa, de onde também é possivel utilizar a versdao online

(https://www.geogebra.org/download). Os passos aqui descritos, com pouquissimas

adaptacgdes, funcionam na versao online.

O comando basico para resolver numericamente sistemas de equacdes diferenciais
€: ResolverEDONumericamente({Slinha, llinha, Rlinha},t0,{S0,10,R0},tf). Vamos descrever
cada um desses elementos:

e alista {Slinha, llinha, Rlinha} representa a lista de derivadas, os lados direitos
das equacgdes no sistema de EDOs (2);

e {0 e tfrepresentam o tempo inicial e o tempo final da simulagdo. Usamos tf =
90 (dias). A sintaxe original do comando identifica esses valores como

<Abscissa Inicial> e <Abscissa Final>, respectivamente;
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1)

2)

e finalmente, a lista {SO, 10, RO} especifica as condi¢des iniciais do PVI,
estabelecidas em (3). Usamos S0 =0.99, /10 = 0.01 e RO = 0. A sintaxe original
identifica essa lista como <Lista de Ordenadas Iniciais>.

Para a construgdo do modelo, executamos os seguintes passos:

Inicialmente criamos as constantes (numeros no GeoGebra). No campo Entrada:
digitamos: SO = 0.99 e pressionamos a tecla <enter>. Repetimos o procedimento
para /10 = 0.01, RO =0, t0 = 0 e tf = 90, um de cada vez;

Antes de definir as derivadas do modelo, criamos um controle deslizante para
representar o parametro 3 associado a taxa de transmissao. Fazemos isso a partir

do botao correspondente na barra de ferramentas, como mostra a Figura 3.

Figura 3: Botao Controle Deslizante na barra de ferramentas do GeoGebra.
Fonte: Produzido pelos autores.

Apos selecionarmos o botdo e clicarmos na janela de visualizacdao o controle é

criado. Um menu de configuracao é exibido, como mostra a Figura 4.

Para configura-lo fazemos o seguinte:

a) com o botéo [a] no canto direito do campo Nome definimos o nome do controle
para 3.

b) definimos o valor minimo para min: 0 e maximo para max: 1.0. Esses valores
representam nenhuma transmissdo e transmissdo maxima respectivamente.
Definimos incremento: 0.01.

c) agora é so confirmar a configuragao pressionando o botao [OK].

Aleatério (F9)
WITHEEN Controle Deslizante  Animagao

min: 0 max: 1 Incremento:  0.01

OK Cancelar

-1

-2

Entrada:

Figura 4: Menu de configuragao do Controle Deslizante para a taxa de transmisséo f3.
Fonte: Produzida pelos autores.
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3) O parametro taxa de recuperacao y corresponde, no cenario mais basico, ao inverso
do tempo de infecgdo. No caso da COVID-19, que tem tempo médio de infecgdo de

14 dias, podemos definiry = 1/14 = 0.071.

4) No campo Entrada: digitamos Slinha(t,S,I,R) = -B*S*l e pressionamos <enter>.
Repetimos o procedimento para: llinha(t,S,I,R) = *S*I — y*I e Rlinha(t,S,I,R) = y*I;

5) Finalmente, pedimos para o GeoGebra resolver o PVI com o comando
ResolverEDONumericamente({Slinha, llinha, Rlinha},t0,{S0,10,R0},tf).

6) O GeoGebra retorna as trés curvas que compdem a solugdo, nomeadas por Itn1,

Itn2, 1tn3 que correspondem, respectivamente, a S(t), /(t), R(t), como mostra a figura

Figura 5: Solugdo numérica do PVI fornecida pelo GeoGebra.
Fonte: Produzida pelos autores.

Vamos fazer alguns ajustes para melhorar a visualizagao do resultado:

a) na Janela de Algebra clicamos com o botdo direito do mouse sobre Itn1 e
selecionamos Propriedades. Na aba Basico mudamos o nome para St. Na aba Cor
atribuimos a cor azul e, na aba Estilo, atribuimos a Espessura da Linha o valor 6.
Repetimos o para a curva Itn2 atribuindo o nome /t, a cor vermelha e espessura 6.
Para a curva Itn3 atribuimos o nome Rt, a cor verde e a mesma espessura das
demais;

b) Melhoramos a exibi¢ao das curvas ajustando os eixos independentemente na Janela
de Visualizagao;

7) Finalmente, acrescentamos uma reta horizontal, digitando y = 0.2, para sinalizar o
limite de 20% da populagcdo como capacidade de atendimento pelos sistemas de
saude. Acessando as propriedades dessa reta, modificamos o nome para Limite
(representando a capacidade maxima do sistema de saude), a cor para Laranja e o
estilo para pontilhado.

O resultado final esta representado na Figura 6. A curva em vermelho corresponde
a curva dos infectados. A solugao foi obtida considerando a taxa maxima g = 1, que € o

valor especificado no controle deslizante.
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Desmarcando a curva dos Suscetiveis (em azul) e a curva dos Recuperados (em
verde) na Janela de Algebra, exibimos apenas a curva dos infectados. A primeira
observacao € que esta curva possui as caracteristicas qualitativas que destacamos quando
produzimos a curva correspondente aos casos de COVID-19 na China a partir dos dados
oficiais (ver Figura 1b): uma fase inicial de crescimento exponencial, uma inflexdo na curva
com crescimento em velocidade decrescente, um platdé representando o numero maximo
de infectados e, apds o platd, um decrescimento acelerado para niveis de infectados
préoximos de zero (ver secao 2). O modelo reflete adequadamente os aspectos qualitativos
da situacéo real, reforcando a ideia de que surtos epidémicos usualmente apresentam esse
tipo de comportamento. Além disso, considerando a taxa de transmissdo maxima,
observamos que a chamada imunidade de rebanho sé se estabelece apds
aproximadamente 70% da populacéao ter se infectado. Esse percentual, evidentemente é
ficticio dado o modelo idealizado que usamos, mas sugere que o numero de infectados

deve ser razoavelmente grande até se atingir esse tipo de imunidade.

Figura 6: Curvas epidemioldgicas obtidas a partir da simulagdo do modelo SIR basico com taxa de
transmissdo maxima B = 1. As curvas dos Suscetiveis, Infectados e Removidos estdo apresentadas nas
cores azul, vermelho e verde, respectivamente.

Fonte: Produzido pelos autores.

Para investigarmos o achatamento da curva de incidéncia usamos o controle 3 para
a taxa de transmissao da doencga. O objetivo é identificar o efeito dessa taxa sobre a forma
da curva. Ao diminuirmos a taxa de transmissao percebemos que a curva é achatada com
uma diminui¢ao do platd, ao mesmo tempo em que a duracao do surto epidémico aumenta.
A Figura 7 mostra que para mantermos o numero de infectados dentro da capacidade de
atendimento precisamos reduzir a taxa de transmissao para, pelo menos, = 0.16.

Essa simples atividade pratica, amplamente acessivel aos alunos, permite discutir,
em sala de aula, aspectos qualitativos relativos a disseminacdo de uma doenca epidémica,
destacando, como medida de contenc¢éo, a importancia em se reduzir a taxa de transmissao

do patégeno. A questdo agora € como fazer isso? Sem um tratamento especifico nem
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vacina, como no caso da COVID-19, as estratégias sugeridas sdo bons habitos de higiene
e distanciamento social. Para explicarmos isso precisamos entender algumas das

hipéteses que fundamentam a formulagédo do modelo.

Figura 7: Investigacdo do efeito da taxa de transmissdo sobre o achatamento da curva de incidéncia
(infectados). Para atender a capacidade de atendimento, a taxa de transmiss&o precisa baixar para g = 0.16
aumentando, em consequéncia, a duragao (em dias) do surto.

Fonte: Produzido pelos autores.

4.2 Entendendo a constru¢ao do modelo SIR

Como vimos, no cenario simplificado e ficticio que estamos considerando, um surto
epidémico divide a populacdo em trés compartimentos distintos. A populacédo varia em
cada compartimento, e € modelada pelas funcdes S(t), I(t) e R(t), respectivamente. Neste
sentido, N(f) = S(t) + I(f) + R(t) representa a populagdo total ao longo do tempo. Estamos
interessados em entender o comportamento dessas fung¢des ao longo do tempo.

Vamos considerar a curva de infectados. Fixado um intervalo de tempo At (intervalos
diarios, semanais, mensais, etc.), /(f) representa o numero de infectados no tempo t. Com
isso se ni representa os novos infectados e nr os novos recuperados no intervalo de tempo

(t, t + At], a expressao
I(t + At) = I(t) + n1 — nr (4)

fornece o numero de infectados no tempo t + At. Dessa forma, precisamos estabelecer
hip6teses, com base no processo epidemioldgico da disseminagdo da doenca, para
modelarmos matematicamente ni e nr.

Como em todo processo de modelagem, hipéteses sao assumidas a fim de termos
uma descrig¢do idealizada do fenébmeno modelado. Aqui supomos que:

e a populacdo é grande e esta misturada de forma homogénea;
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e ao se infectar, o individuo se torna automaticamente infeccioso; isto é,
estamos supondo que o tempo de incubag¢ao da doenca € 0;

e 0 numero de contatos de um individuo & proporcional ao tamanho N(t) da
populagdo, com constante de proporcionalidade c>0. Assim, ¢*N(f) representa
o0 numero de contatos de um individuo infectado por unidade de tempo;

e para haver contagio, o contato de um individuo infeccioso precisa ser com um
individuo suscetivel. A probabilidade de isso acontecer é S(t)/N(1);

e nem todo contato de individuo infeccioso e suscetivel resulta em infecgao.

Facamos 0< p < 1 representar a probabilidade do contato resultar em infeccao.

Com essas hipoteses, o numero de novos infectados por unidade de tempo
produzidos por um individuo infeccioso € (c*N(t)*S(t)/N(t))*p. Isso implica que no intervalo
(t, t + At], o numero de novos infectados resultante da interagdo entre todos infecciosos e

suscetiveis é
ni=c-S(t)-p-I(t)-At=c-p-S(t) - I(t) - At. (5)

Por outro lado, uma fragcao y da populacao de individuos infecciosos se recupera e

€ removida da dindmica epidemioldgica por unidade de tempo. Assim

nr =r-- I(f} - .ﬂf (6)

representa o numero de novos recuperados no intervalo de tempo (, t + At]. Substituindo

(5) e (6) na equagéo (4) que modela a dindamica dos individuos infecciosos obtemos
It+At)y=I(t)+ec-p-S(t)- I(t)- At —~ - I(t) - At. (7)

Do ponto de vista da saude publica, ganha importancia a velocidade em que o
patdégeno se espalha. Em outras palavras, é importante determinar como varia o0 numero

de infectados em relacdo ao tempo. Na média, essa velocidade é dada pela expressao

I(t+ At) — It _
(t + Afi (1‘)=(_!-p-fy‘(t)-I(f)—ﬁ,j(f}. "

Essa medida de velocidade de propagagcdo da doenga se torna mais precisa a
medida que diminuimos o intervalo de tempo At entre os registros do numero de infectados.
Com base nas hipéteses, uma boa aproximagéo € supor que o tempo se passa de forma

continua, o que permite considerar At arbitrariamente pequeno. Assim, o limite
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Lo 1+ A — 1)
At—0 At

=c-p-S(t)-I(t)—~I(?), 9)

representa a velocidade instantanea de propagacado da doenca em nivel populacional.

Usando a terminologia usual, a equacgao (9) pode ser reescrita na forma
I'=351—~1 (10)

que corresponde a dindmica dos individuos infecciosos do modelo (2), onde omitimos a
dependéncia explicita em t que fica subentendida. Raciocinando de forma inteiramente
analoga obtemos as equacgdes para S’e R’ em (2).

A discussdao acima, embora um tanto quanto técnica, fornece inumeras
oportunidades de intervencdo em sala de aula. A primeira delas trata da necessidade do
estabelecimento de hipdteses em todo e qualquer processo de modelagem, buscando
sempre uma situacao idealizada do problema que permita analisar as questdes relevantes
do fenbmeno. Ao lidar com essas hipoteses, por sua vez, busca-se informacées em outras
areas do conhecimento, especificas ao problema em questéo, o que favorece as conexdes
interdisciplinares. A modelagem das hipoteses geralmente resulta em novos conceitos
matematicos que aqui envolveram, entre outras coisas, proporcionalidade, nog¢bes de
probabilidade, aproximagdo e taxas de variagdo. Essa ultima justificando inclusive a
modelagem no contexto de equacbes diferenciais ordinarias aqui representada na
perspectiva de velocidade instantanea de propagagao do patégeno.

Como vimos, a taxa de transmissao € obtida na forma B8 = ¢*p, onde ¢ representa a
taxa de contato entre os individuos da populacdo e p a probabilidade de contagio quando
ocorre um contato efetivo entre um suscetivel e um infectado. Dessa forma, podemos
interpretar ¢ como uma medida do distanciamento social e p como uma probabilidade de
contagio que, em ultima instancia, poderia ser associada aos habitos de higiene capazes
de reduzir a chance de infecgdo mesmo em contato com o virus, como lavar as maos com
frequéncia ou a utilizagdo de mascaras faciais.

Na secao seguinte adaptamos o modelo SIR que construimos para investigarmos
como c¢ e p, nessa interpretacéo, afetam individualmente o comportamento da curva de
infectados. A associacao dessas taxas com o distanciamento social e medidas de higiene
vai permitir, ainda que de forma simplificada, termos uma ideia da importancia dessas

medidas de controle da disseminag¢ao de uma epidemia como no caso da COVID-19.
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5. INVESTIGANDO AS ESTRATEGIAS DE COMBATE A COVID-19

Nesta secdo abordamos as estratégias de melhoria dos habitos de higiene e o
distanciamento social no combate a disseminacdo de uma infecgao viral.

Inicialmente adaptamos o modelo SIR de antes para incluir os ébitos devido a doencga,
separando a classe dos Recuperados em duas: a classe dos Recuperados e a classe dos
Mortos, refletindo a abordagem que vem sendo dada a pandemia do novo coronavirus.

Com isso, as equagdes do modelo ganham a forma:

S = —BSI,

I' = BSI—~I-dI.

R = I (11)
M = dI

com 8 = c*p. As constantes positivas y e d representam, respectivamente a taxa de
recuperagdo e a taxa de mortalidade devido a doenca. Como antes, o modelo é

complementado com condicdes iniciais
S5(0) =0, I(0) = 0, R(0) =0 e M(0) = 0. (12)

Para a simulagdo do modelo no GeoGebra, usamos as configuragbes: S0=0.99,
10=0.01, RO=0 e M0=0 para as condig¢des iniciais, y = 0.071, d = 0.003 para os parametros
fixos e, para os controles deslizantes 0 < ¢, p < 1 com Incremento = 0.01. A construcao
segue basicamente os passos efetuados para o modelo SIR basico, por essa raz&o n&do os
descreveremos. Além disso, detalhes estéticos foram acrescidos, o que pode dificultar a
implementagao sem o conhecimento técnico adequado (para o aluno, € necessario o apoio
de um instrutor). A ideia, é apenas usar o modelo para analisar as estratégias de combate
a disseminacao da doenca. Um applet do GeoGebra com toda a construcao esta disponivel

no site (https://www.geogebra.org/m/xctz2whx). A partir dele podemos acessar o recurso

Protocolo de Constru¢do do menu Exibir do sistema, ou mesmo o Abrir com o GeoGebra
App na versao online, para se ter acesso aos passos realizados na construcao.

A Figura 8 mostra o resultado final da construgdo onde podemos investigar o efeito
das medidas de distanciamento social e dos habitos de higiene em relagdo ao achatamento
da curva de infectados e da capacidade de atendimento dos sistemas de saude,
configurada para 20% da populag&o. Os valores usados para configurar os parametros séo
ficticios e ndao visam estabelecer previsdes. O interesse repousa em aspectos qualitativos,

buscando entender a importancia das estratégias de controle da disseminagédo da doenga.
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Figura 8: Investigando o efeito dos niveis de distanciamento social e de medidas de higiene sobre o platd
da curva de incidéncia e seu relacionamento com a capacidade de atendimento dos sistemas de saude.
Fonte: Produzida pelos autores.

Na Figura 8 simulamos o cenario onde as medidas de higiene garantem protegéo
em torno de 30% de chance de contagio quando um individuo suscetivel é exposto ao
patdbgeno. Com taxa de distanciamento social de 40% observamos que a curva de
infectados ultrapassa a capacidade de atendimento. Concluimos ser preciso aumentar o
distanciamento social ou melhorar os habitos de higiene para achatar a curva.
Considerando que ha uma limitagao natural referente aos habitos de higiene, optamos por
manter a taxa de protecdo desta medida em 30% e investigar qual deveria ser o indice de
distanciamento social necessario para achatar a curva nessas condi¢des. A figura 9 mostra

que, o indice de distanciamento social precisa ser de pelo menos 76%.

Taza de transmissio (3) : 017

Figura 9: indice de distanciamento social suficiente para achatar a curva quando fixada a taxa dos habitos
de higiene.
Fonte: Produzida pelos autores.
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Nossa aplicacdo também permite que outros cenarios possam ser analisados
incluindo, por exemplo, o aumento da capacidade de atendimento. Essa também vem

sendo uma medida adotada pelas autoridades responsaveis pela saude publica.

6. CONCLUSAO

Neste trabalho buscamos levar a discussdo sobre as medidas de combate a
pandemia de COVID-19 para dentro do ambiente escolar, a partir da utilizagdo da
modelagem matematica como metodologia de ensino e aprendizagem, com o objetivo de
reforcar a importancia de se adotarem melhores habitos de higiene e, especificamente, o
distanciamento social, como estratégias eficientes contra a disseminag¢ao da doenca.

Usamos um modelo epidemiolégico do tipo SIR fundamentado na teoria das
Equacgdes Diferenciais Ordinarias, mostrando que é possivel conduzir a discussdo nesse
ambiente escolar a partir da utilizagdo de recursos de Tecnologia da Informacao e
Comunicagéo (TIC). Utilizamos o software de matematica dindmica GeoGebra, construindo
duas aplicagcdes que possibilitam a investigagao, por parte dos alunos, da eficiéncia dessas
estratégias de combate a doenca.

Além da construgdo das aplicacbes no GeoGebra, discutimos hipoteses basicas
utilizadas na formulagdo do modelo, onde conceitos como proporcionalidade, crescimento
exponencial, platé da curva, achatamento da curva, etc. que costumam surgir nos
noticiarios, foram esclarecidos. Nocdes de probabilidade e estatistica, como a taxa de
recuperacao da doenga estar associada ao fato de que o tempo de infec¢gdo supostamente
€ uma variavel aleatoria de tipo exponencial, podem ser objetos de investigagbes
posteriores pelos alunos. Outras possibilidades se mostram viaveis, e estao incluidas nas
diretrizes estabelecidas na Base Nacional Comum Curricular, como a validagdo dos
resultados obtidos a partir de dados reais da pandemia, que estdo amplamente disponiveis.
Uma verificagao da eficacia em loco desta abordagem em sala de aula é o passo seguinte
de nossa pesquisa e ja estda em andamento.

Esperamos ter mostrado aos professores de matematica que, com o auxilio da
tecnologia, € possivel tratar no ambiente escolar, questdes relevantes da vida real, mesmo
quando a matematica envolvida parece estar fora dos objetivos de aprendizagem do aluno
da educacéo basica. Questdes envolvendo vacinagcdo, como, por exemplo, o percentual de

vacinados para conter uma epidemia, topico que ganhara relevancia em breve, sao
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estabelecidos usando modelos epidemiolégicos compartimentais como o SIR. No momento
em que grupos antivacinas ganham forga pelo mundo, esse assunto com certeza precisara

fazer parte do debate escolar.
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