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RESUMO

Este texto tem por objetivo apresentar uma pesquisa que analisou de que modo as propostas para o estudo de Equagdes
Diferenciais Ordinarias (EDO), presentes em livros-texto, podem contribuir no trabalho de professores de Matematica da
Educacgao Basica ao selecionarem situagdes-problema envolvendo o conceito de fungdo. Os pressupostos tedricos para
construcdo desta pesquisa referem-se a Abordagem Qualitativa e a Analise de Modelos Matematicos. Optou-se por uma
pesquisa qualitativa com a produgéo e analise dos dados seguindo pressupostos da Analise de Conteudo. A fonte de
producdo de dados foi a analise de dois livros-texto de Equagdes Diferenciais mais citados por cursos brasileiros de
Licenciatura em Matematica. A analise dos dados permitiu concluir que ambos os livros apresentam modelos matematicos
para estudar EDO, sendo as fungdes mais exploradas as exponenciais, quadraticas e trigonométricas, em detrimento da
fungédo logaritmica, ndo abordada nos capitulos analisados. Quanto a abordagem qualitativa, verificou-se que é utilizada,
também, em ambos os livros, porém de forma limitada em um deles, pois ndo explora as potencialidades do campo de
diregdes.

Palavras-chave: Equacgdes Diferenciais Ordinarias, Abordagem Qualitativa, Analise de Modelos Matematicos, Campo de
Diregbes

ABSTRACT

This text aims to present a research that analyzed how the proposals for the study of Ordinary Differential Equations (EDO),
present in textbooks, can contribute to the work of school Mathematics teachers when selecting problem situations
involving the concept of function. The theoretical assumptions for the construction of this research refer to the Qualitative
Approach and the Analysis of Mathematical Models. We opted for a qualitative research with the production and analysis
of data following the premises of Content Analysis. The source of data production was the analysis of two textbooks on
Differential Equations most cited by Brazilian Mathematics Degree courses. The analysis of the data allowed to conclude
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that both books present mathematical models to study EDO, the most explored functions are exponential, quadratic and
trigonometric, in detriment of the logarithmic function, not addressed in the analyzed chapters. As for the qualitative
approach, it was found that it is also used in both books, but to a limited extent in one of them, as it does not explore the
potential of the directions field.

Keywords/Palabras clave: Ordinary Differential Equations, Qualitative Approach, Analysis of Mathematical Models,
Directions Field

1 INTRODUGAO

A importancia do estudo de disciplinas especificas na formacéao inicial do professor
de Matematica (Algebra e Calculo, por exemplo), bem como, suas implicacdes nas
atividades desse profissional, em particular, as desenvolvidas na Educagdo Basica sao
discutidas por documentos produzidos pela Sociedade Brasileira de Educacao Matematica
(SBEM) e por pesquisas da area da Educagao Matematica.

No documento elaborado pela SBEM, em 2003, durante a realizagédo do Seminario
Nacional de Licenciaturas em Matematica, |é-se que o conhecimento abordado nas
disciplinas especificas “envolve a aprendizagem de conceitos matematicos avangados e a
ressignificagao de conceitos elementares, de modo a contemplar tanto uma fundamentacéao
e argumentacdo matematicas, quanto sua pratica profissional futura” (SBEM, 2003, p. 12).
Neste sentido, as disciplinas especificas sdo entendidas como ampliadoras do
conhecimento, pois permitem ampliar o conhecimento matematico do futuro professor, tanto
do ponto de vista escolar quanto académico.

A disciplina de Calculo, em cursos de licenciatura, segundo Fiorentini (2005), € uma
disciplina ampliadora do conhecimento matematico. Estuda-la é fundamental pois
possibilita, em especial, o entendimento do conceito de fung¢ao e suas aplicagdes, conceito
este estudado desde os Anos Finais do Ensino Fundamental (em particular, a partir do 9°
ano). Além disso, amplia “a visao do futuro professor sobre o desenvolvimento historico da
propria matematica, que teve consequéncias contundentes para a humanidade nos ultimos
séculos” (SBEM, 2013, p. 19).

Sabe-se que as fungdes modelam diversas situacdes da propria matematica, do dia
a dia e de outras areas do conhecimento. Assim, ampliar o entendimento desse conceito &
um dos papéis da formacao inicial do professor. Nesta etapa da formacgao é preciso explorar
os varios tipos de funcgdes: lineares, racionais, polinomiais, periddicas, exponenciais e
logaritmicas, entre outras. Neste sentido, entende-se que o estudo de Equacgdes

Diferenciais Ordinarias (EDO), conteudos/conceitos presentes nos cursos de Calculo na
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maioria dos cursos de licenciatura em Matematica brasileiros, torna mais consistente o
conceito de funcao e, consequentemente, possibilita ao professor estabelecer subsidios
para abordar situagdes reais que podem ser modeladas por diferentes funcdes, bem como,
fendbmenos naturais, sociais e econdmicos que podem, também, ser modelados por leis
que envolvem taxas de variagao, resultando em equagdes diferenciais (Machado, 1988).

Os livros-texto podem ser decisivos na forma como se ensina e se aprende, pois, 0
processo de aprendizagem de conteudos, mediante a adogéo de livros-texto, ocorre pela
forma como eles sao apresentados e discutidos, além de exemplos abordados e de
atividades propostas. Dessa forma, € necessario trabalhar com livros-texto adequados aos
objetivos do professor e do aluno (Lajolo, 2008). Estendendo essas afirmacgdes para o
ambito da formacgédo inicial de professores de matematica em cursos de Licenciatura,
compreende-se que devem ser utilizados livros-texto que auxiliam, o professor formador e
o futuro professor, no estabelecimento de relagdes entre os conteudos estudados no Ensino
Superior e os conteudos que o futuro professor ensinara na Educagao Basica. No que tange
o livro-texto de Equagdes Diferenciais Ordinarias, este deve contribuir para o
estabelecimento de relacdes entre os conceitos de EDO aprendidos em cursos de formacgao
inicial de professores e os conceitos/conteudos ensinados na Educacdo Basica
relacionados a EDO, como, por exemplo, proporcionalidade, fungcao e a Matematica como
uma ferramenta para analise e interpretacao de fenémenos reais.

A partir desses entendimentos iniciais, delimitamos a seguinte questao de pesquisa:
De que forma as propostas para o estudo de Equagdes Diferenciais Ordinarias,
apresentadas em livros-texto, podem contribuir com o trabalho do professor de Matematica
da Educacao Basica ao selecionar situagdes-problema que envolvam o conceito de fungao?
Para respondé-la foi elaborado como objetivo, analisar e identificar o modo como as
propostas para o estudo de EDO, apresentadas em dois livros-texto, permitem contribuir no
trabalho do professor de Matematica, em especial, nas situagcées-problema envolvendo o

conceito de funcéo.

2 ENSINO E APRENDIZAGEM DE EQUAGOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS: ALGUNS ENTENDIMENTOS

O estudo de EDO em cursos de licenciatura em Matematica, conforme ja

mencionado, contribui, dentre outros aspectos, para associar a Matematica Académica aos
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conteudos matematicos da Educacgao Basica na resolugao, por exemplo, de situacoes reais.
Javaroni (2007), afirma que as EDO modelam diversos fenémenos fisicos:

Muitos dos principios, ou leis, que descrevem o comportamento do mundo fisico sdo
proporgdes, ou relagcbes, envolvendo a taxa segundo a qual determinados
fendmenos acontecem. Ao modelar esses fenbmenos, freqiientemente se obtém
equacgdes que envolvem as variagdes das quantidades (variaveis), presentes e
consideradas essenciais na situacdo analisada. Assim, as leis que regem tal
fendmeno podem ser representadas por equacdes de variagbes. Quando essas
variagbes sdo instantdaneas e o fenbmeno se desenvolve continuamente, as
equacgdes sdo denominadas equacgdes diferenciais (Javaroni, 2007, p. 30).
Corroboram com esta ideia os pesquisadores Laudares e Miranda (2007) ao
mencionarem que as EDO apresentam-se como objeto para o estudo dos fenémenos
fisicos, usando a derivagdo com as nogodes de “taxa de variagao” em problemas de varias
areas do conhecimento, bem como as fungbes, que frequentemente representam os
fendmenos matematicos. Ademais, cabe destacar que as solugdes de EDO sao fungdes
que satisfazem determinada equacgéo.

De maneira geral, uma equacéo diferencial € uma pergunta do tipo “Qual a funcéo
cuja derivada satisfaz determinada relagdo?” Ou seja, uma equagao diferencial é
uma equacao (no sentido de igualdade envolvendo uma incégnita) onde a incognita
€ uma fungao, sendo que as informagdes disponiveis para a determinacao da fungao
desconhecida envolvem uma derivada (Machado, 1988, p. 153)

Defende-se que, ao analisar modelos matematicos que envolvem EDO, o
licenciando estara trabalhando com a solugao desta equacao, que se refere a uma fungao.
Deste modo, analisar o comportamento das solugdes de EDO é analisar o comportamento
de fungdes. Assim, o estudo de EDO constitui-se como potente objeto de enriquecimento
do trabalho do futuro professor no ensino de fungdes, pois fornece subsidios para ampliar
a discussao no que tange a taxa de variagao entre as grandezas envolvidas.

Diferentes pesquisas (Dullius, Araujo & Veit, 2011; Javaroni & Soares, 2012; Filho,
Laudares & Miranda, 2014; Dullius, Veit & Araujo, 2013; Laudares & Miranda, 2007) tém
sugerido que as EDO devem ser abordadas de modo contextualizado. Ressaltando, assim,
que constituem um objeto privilegiado para o estudo de fendmenos fisicos, usando a
derivada com a nocao de taxa de variagao. Estes trabalhos, também, tém apontado que as
EDO podem ser estudadas por meio de modelos matematicos “classicos” (misturas entre
recipientes, sistema massa-mola, desintegracado radioativa, crescimento populacional,
entre outros). Além da perspectiva de explorar as EDO por meio da Modelagem Matematica

ou da Analise de Modelos Matematicos.
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Javaroni (2007, p. 26) ressalta que ha diferengas conceituais e procedimentais entre
Modelagem Matematica e Analise de Modelos Matematicos. Nas palavras da pesquisadora,
a “modelagem matematica pode ser definida como processo dindmico utilizado para a
elaboracdo e validagdo de modelos matematicos, e tem como um de seus objetivos
principais a possibilidade de previsdo de tendéncias acerca do objeto estudado”.
Distintamente da Modelagem Matematica, a Analise de Modelos Matematicos caracteriza-
se em partir de modelos que atendam situacdes ditas ‘reais’, sendo realizada a analise,
estudo, aplicacdo de técnicas algébricas ou numéricas de resolugdo, até determinar a
solugdo. Para esta pesquisa ressalta-se a énfase a abordagem Analise de Modelos
Matematicos, pois entende-se que os livros-texto favorecem o trabalho com este tipo de
abordagem.

Javaroni (2007) sublinha que a importancia dos modelos matematicos esta centrada
na possibilidade de expressar, matematicamente, as peculiaridades de determinado
fendmeno fisico (situagdo-problema). Conforme Stewart (2013), as EDO podem ser a
principal aplicagdo do Calculo, pois quando se tenta utilizar as ferramentas do Calculo,
geralmente, se faz para analisar uma EDO que modela determinado fenédmeno em estudo.

Entende-se que o estudante que se depara com um Modelo Matematico, que envolve
EDO, necessita possuir subsidios para inferir sobre o problema, estes subsidios tampouco
referem-se apenas a habilidade de solucionar EDO analiticamente, pois os modelos
matematicos sao proporcionalmente complexos em relagao ao fenbmeno que representam.
Quando o modelo matematico € uma EDO nem sempre é possivel analisa-lo por meio da
solugao explicita, pois nem toda fungao incdgnita pode ser obtida por intermédio de uma
quantidade finita de passos de integracdao e manipulacao algébrica. (Bassanezi, 2002 apud
Javaroni, 2007).

Entretanto, pesquisas realizadas (Dullius et al., 2011; Javaroni & Soares, 2012;
Javaroni, 2007; Filho et al., 2014; Dullius et al., 2013; Laudares & Miranda, 2007)
verificaram que professores de Ensino Superior trabalham apenas EDO que possuem
solugado analitica (aspectos algébricos). Em outras palavras, EDO cujas solugbes podem
ser representadas por fungdes elementares. Ao estudar apenas os métodos de resolugao
analitica, desconsidera-se a questdo central da resolucdo de uma EDO, isto é,
compreender sua solugdao, ndo oferecendo subsidios para o estudante responder a
pergunta: “Como as solugdes se comportam?”. Ou seja, sem uma abordagem qualitativa,

conforme sugerido nas pesquisas.
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A abordagem qualitativa possui uma natureza interpretativa, cujo processo consiste
em inferir sobre o comportamento das solucdes da EDO, por intermédio de interpretagdes
geométricas, por exemplo, com a exploragcdo de campos de dire¢gdes, embora nédo seja
fundamental resolvé-las (Javaroni, 2007). Campo de dire¢gdes € um grafico no qual sao
representados segmentos de retas. Cada segmento, refere-se a reta tangente a solugao
naquele ponto, o segmento informa o coeficiente angular da solugdo que possui 0 ponto.
Este método potencializa a interpretagdo geométrica das solugdes das EDO (caso existam)
e o processo de visualizagdo das EDO. Os campos de diregdes representam o
comportamento global das solugdes das EDO, sem exigir o tratamento algébrico para
explicitar essas solugdes. Acredita-se que utilizar campos de direcdes no processo de
aprendizagem possibilita aos licenciandos analisar diferentes tipos de EDO e,

consequentemente, poder trabalhar distintos modelos matematicos (Javaroni, 2007).

3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Para esta pesquisa foram adotados pressupostos da pesquisa qualitativa como
procedimentos metodolégicos, definidos pela Analise de Conteudo. Conforme Bardin
(1977), a Analise de Conteudo possui 3 fases, a saber: pré-analise; exploragdo do material;
e, tratamento dos dados, inferéncia e interpretacdo. A primeira fase, pré-analise,
compreende dois outros momentos, que ocorrem sem ordem cronolégica definida, a
escolha dos materiais e a elaboragao de categorias de analise.

Para a primeira etapa foi realizado um mapeamento nos Projetos Pedagdgicos de
Cursos de Licenciatura em Matematica na modalidade presencial de Instituicbes de Ensino
Superior brasileiras, afim de identificar livros-texto, mais citados, nas referéncias
bibliograficas basicas dos componentes curriculares que preveem a abordagem do
conteudo EDO.

Para realizar o mapeamento, recorreu-se ao cadastro no e-MEC de instituicoes e
cursos de Ensino Superior, base de dados oficial relativa as instituicdes reconhecidas pelo
Ministério da Educagao. Primeiramente, identificou-se o numero de cursos de Licenciatura
em Matematica no Brasil, utilizando-se os filtros: Cursos de Licenciatura em Matematica,
em atividade, em todos os estados brasileiros, na modalidade presencial. Constatou-se que
estavam registrados, no e-MEC, 714 cursos de Licenciatura em Matematica, no ano de

2017. A partir dos dados obtidos, pesquisou-se nos sites das instituigcdes e, respectivos,
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campus, os Projetos Pedagdgicos dos Cursos (PPC). Sendo identificados 179 PPC
(25,07% do total de cursos registrados no e-MEC).

No que tange as disciplinas que possuem o conteudo EDO na ementa dos PPC,
76,53% preveem o ensino deste conteudo. Importante destacar que este dado inclui
disciplinas de Calculo Diferencial e Integral que abordam Equacgdes Diferenciais, bem como
as disciplinas especificas de Equacgdes Diferenciais.

Selecionados os PPC que preveem o ensino de Equacgdes Diferenciais, foram
analisadas as bibliografias das disciplinas que abordam o conteudo EDO, a fim de averiguar
os livros-texto mais citados. Ressalta-se que as edi¢cdes dos livros-texto, bem como o ano
de elaboracao dos PPC, também foram registradas.

Identificou-se que os dois mais citados foram “Equacdes Diferenciais Elementares
com Problemas de Valores de Contorno” cujos autores sao William E. Boyce e Richard C.
DiPrima e “Equacgbes Diferenciais” cujos autores sdo Dennis G. Zill e Michael R. Cullen,
citados, respectivamente, 123 e 64 vezes.

Em relagdo as categorias de analise, estas foram elaboradas a luz das concepg¢des
tedricas acerca do ensino e aprendizagem de EDO. Assim, definiu-se como categorias:
analise de modelos e abordagem qualitativa.

. Anadlise de Modelos: Esta categoria foi elaborada com base nos
entendimentos da pesquisadora Javaroni (2007). Nela, buscou-se compreender se os
autores organizaram seus livros-texto utilizando a ideia de modelos matematicos como
ponto de partida para o ensino de fungbes. Além de verificar se s&o exploradas situagoes
reais (relacionadas, por exemplo, a outras areas do conhecimento como a Fisica).

. Abordagem Qualitativa: Esta categoria foi construida com base nos
entendimentos de Dullius, Araujo e Veit (2011), Dullius, Veit e Araujo (2013), Javaroni e
Soares (2012), Javaroni (2007), Filho, Laudares e Miranda, (2014) e Laudares e Miranda
(2007), a fim de verificar quais aspectos das EDO s&o explorados, tais como, o estudo do
comportamento das solugdes das EDO.

No que tange a fase exploragdo do material, da Analise de Conteudo, esta se
caracteriza como a observagao do material que constitui a fonte de produgao de dados,
neste caso, dois livros-texto que abordam o conteudo EDO (para referir-se aos livros-texto,
sera utilizada a sigla LTA - Livro-Texto A - para o livro Equagées Diferenciais Elementares
com Problemas de Valores de Contorno; e LTB - Livro-Texto B - para o livro Equagbes
Diferenciais). A exploracdo do material “ndo apenas pode como deve incluir técnicas

sistematicas de analise” (Franco, 2005, p. 53), assim, a exploragao foi realizada tendo em
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vista as categorias de analise elencadas. Nesta fase, foram identificados quais conteudos
sao trabalhados nos livros-texto, e suas respectivas sec¢oes, para definir quais capitulos
seriam analisados. Optou-se por analisar a introdu¢ao do estudo de EDO e o capitulo
referente ao estudo de EDO de 12 ordem, pois o foco do trabalho foi restringido a forma
como os conceitos de EDO séo inicialmente apresentados aos estudantes.

Constatou-se que o LTA é composto de 11 capitulos, nos quais sao abordados os
conteudos: EDO de 12 ordem, EDO de 22 ordem, EDO de ordem superior, solugao em série
de poténcia para EDO de 22 ordem, Transformada de Laplace, Sistema de EDO, métodos
numeéricos para solucionar EDO, EDO nao linear, EDP e séries de Fourier e problemas de
valor de contorno e teoria de Sturm Liouville. Para esta pesquisa foram analisados o
Capitulo 1 - Introdugcdo e o Capitulo 2 - Equacgdes Diferenciais de Primeira Ordem. No
capitulo 1 sdo abordadas as ideias iniciais para a compreensao do conceito de EDO, bem
como sua classificacdo. No capitulo 2 séo trabalhadas, especificamente, EDO de 12 ordem,
e as técnicas para soluciona-la, teoremas da existéncia e unicidade da solugao, modelagem
com EDO e Equacbes de Diferencas de 12 ordem.

Quanto ao LTB, este é formado por 7 capitulos, os quais abordam conteudos tais
como: EDO de 12 ordem e suas aplicagdes, EDO lineares de ordem superior, aplicacoes
de EDO de 22 ordem, EDO com coeficientes variaveis e Transformada de Laplace. Ha a
secao denominada Apéndices, em que sao apresentados conteudos adicionais sobre
Transformada de Laplace, Fungcdo Gama, Numeros Complexos e revisdo sobre
determinantes. Foram analisados o Capitulo 1 — Introdugdo as Equag¢des Diferenciais, o
Capitulo 2 — Equacbes Diferenciais de Primeira Ordem e o Capitulo 3 — Aplicacbes de
Equacgdes Diferenciais de Primeira Ordem. No capitulo 1 sdo apresentadas definigbes e
terminologia referentes ao conteudo Equacgdes Diferenciais além de atividades propostas.
No capitulo 2 os conteudos expostos referem-se a métodos analiticos de resolugao das
equacodes e atividades propostas. No capitulo 3 sdo abordados os modelos matematicos
que envolvem EDO, atividades propostas e, no final € apresentado um Ensaio sobre
Dinamica Populacional.

Ao explorar os livros-texto identificou-se quais elementos dos capitulos selecionados
seriam analisados considerando as categorias de analise. Em cada capitulo foram
verificados os encaminhamentos para o ensino de EDO, que correspondem a forma como
o conteudo é apresentado, ensinado e a argumentagao utilizada pelos autores, bem como
exemplos utilizados e atividades propostas. Neste trabalho, levaram-se em consideracao

dois termos distintos, exemplo e atividade proposta. O termo exemplo refere-se a atividade
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solucionada apresentada para discutir algum tépico e o termo atividade proposta, refere-se
a atividade apresentada para que o estudante a solucione, afim de que sejam mobilizados
os conceitos ensinados no capitulo no qual as atividades pertencem.

Na terceira fase da Anadlise de Conteudo, denominada tratamento dos dados,
inferéncia e interpretacdo, sao realizadas interpretacoes, sobre os dados obtidos na fase
anterior, considerando as categorias de analise e objetivos elencados (Bardin, 1977). A
seqguir sao tratados os dados com a intengado de apresentar as inferéncias e interpretagdes
produzidas ao ler as mensagens expostas nos livros-texto analisados. Optou-se por expor
os resultados por categoria de analise. Para isso, a proxima se¢ao foi organizada em duas

subsec¢des denominadas Analise de Modelos e Abordagem Qualitativa.

4 ANALISE DOS DADOS

4.1 Analise de Modelos

No Capitulo 1 (Introducéo) do LTA, ha 5 exemplos, dos quais destaca-se “Um Objeto
em Queda” e “Controle Populacional” (crescimento de ratos na presenga de corujas). Os
modelos sdo construidos de forma a ressaltar os conceitos envolvidos, sejam eles da

Matematica ou de outras areas do conhecimento. Ao longo do capitulo sédo utilizados os
. . ~ d
exemplos para apresentar o conceito e formalizar a resolugdo de EDO da forma é =ay —

b. Sublinha-se que, para estudar a classificagao das ED — linear ou nao linear, parcial ou
ordinaria; ordem e sistema de EDO, os exemplos nao se referem a modelos matematicos,
exceto como exemplo de ED nao linear, sendo citado o problema do péndulo.

Ainda, no Capitulo 1 sao propostas, no total, 128 atividades, das quais 49 se referem
a modelos matematicos, ou seja, 40% do total de atividades. Os modelos matematicos
envolvem conceitos de Quimica (desintegracéo de elementos quimicos), Fisica (queda de
objetos, Lei do Resfriamento de Newton, circuito elétrico, péndulo e principio da
conservagao de energia), Ecologia (presa-predador, elementos quimicos em lagoas) e
Biologia (absorcéo de remédios no corpo).

No Capitulo 2 (Equacgdes Diferenciais de Primeira Ordem) do LTA é apresentada
uma segao especifica de Modelagem e Equagdes Diferencias Ordinarias de Primeira
Ordem. E ressaltada a importancia dos modelos matematicos que envolvem EDO de

primeira ordem, afirmando que permitem a investigagdo de fenbmenos de diversas areas
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do conhecimento, tais como: ciéncias fisicas, bioldgicas e sociais. Na sequéncia, sao
expostos exemplos cujas situagdes sao representadas por modelos que envolvem EDO de
Primeira Ordem, por exemplo: mistura de componentes a taxa constante, juros compostos
e velocidade.

Nesse capitulo sdo apresentados, ao todo, 26 exemplos, dos quais sublinha-se o
exemplo em que é discutida uma situagao sobre juros compostos. Situacdo esta que
apresenta conteudos, geralmente, abordados no Ensino Médio (Fungdo Exponencial,
Matematica Financeira). Os autores apresentam uma EDO para modelar o problema, bem
como sua solugéo, relacionando a equagdo com a fungao de juros compostos. Ademais,
modelos matematicos de outras situacdes sdo abordados, a saber: o modelo de Malthus
que descreve a dindmica populacional, epidemias e administragdo de recursos renovaveis,
discutidos em Biologia. Também s&o explorados temas de Quimica, tais como: meia vida,
decomposicao e reagao entre elementos quimicos. Além disso, os modelos matematicos,
também, sédo enfatizados ao abordar o conteudo Equagdes Autdbnomas, especialmente, os
modelos de dinamica populacional.

No que concerne as atividades propostas no Capitulo 2, verifica-se que 30% utilizam
modelos matematicos para estudo de EDO. Em outros termos, 134 atividades de um total
de 441 atividades destacam os modelos matematicos. As demais atividades (307) propoem
exercicios para solucionar EDO sem inseri-las em algum contexto.

Dentre as atividades que abordam modelos matematicos, no Capitulo 2 do LTA, ha
atividades que abordam conhecimentos de Fisica, por exemplo, Principio de Torricelli e

movimento de corpos (Langamento Vertical (Figura 1) e Queda Livre).

Uma bola com massa de 0,15 kg € jogada para cima, com velocidade inicial de 20 mv's, do teto
de um prédio com 30 m de altura. Nio leve em consideragdo a resisténcia do ar.
(a) Encontre a altura méxima acima do solo alcangada pela bola.

(b) Supondo que a bola ndo atinge o prédio quando desce, encontre o instante em que ela bate
no chio.

(c) Desenhe os graficos da velocidade e da posigdo em fungio do tempo.

Figura 1: Exemplo de atividade proposta que envolve conceitos de Fisica
Fonte: Boyce e Diprima (2015, p. 54)

A atividade proposta na Figura 1 utiliza um modelo referente a uma situagédo da
Fisica (langamento vertical para cima) que €, geralmente, trabalhado no Ensino Médio. Ao
solucionar a EDO que descreve o fenbmeno, o futuro professor precisa identificar que o
comportamento da bola, langada para cima, é parabdlico, ou seja, a solugao da EDO é uma

funcdo quadratica. Corrobora-se com Onuchic e Allevato (2011, p. 90) ao afirmarem que,
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“Descobrir que tipos de relagdes do mundo real sdo representados por graficos parabdlicos
€ mesmo mais interessante e cientifico, até infinitamente mais valioso do que a habilidade
em plotar a curva quando alguém lhe da a equacao”. As relagdes entre EDO e fungdes
serao percebidas pelo futuro professor se este conectar o comportamento das situagoes
representadas por EDO a funcdo que as descreve. Além disso, é essencial compreender
0s conceitos e estruturas matematicas presentes nas fungdes que modelam os fenémenos,
por exemplo, padrdes, proporcionalidade, conjuntos numéricos.

Foram identificadas no LTA, tanto exemplos como atividades propostas, situagdes
que utilizam modelos matematicos envolvendo conceitos de Matematica Financeira, como

investimentos, empréstimos e financiamentos. Destaca-se que estes modelos sdo de
. ~ T ~ . . ~ . as
situacdes de capitalizagao continua, ou seja, envolvem equagdes do tipo == rS,emaquer

refere-se a taxa de juros e S ao montante no instante de tempo t. A solugdo, para os
problemas deste tipo, € a fungdo exponencial S = Sy,e™ que, na Educacgdo Basica,
geralmente, € denominada de “férmula” para o calculo de juros compostos, com S,
representando o investimento inicial.

Em sintese, os modelos matematicos descrevem situagdes-problema sobre objetos
em queda livre, meia vida de elementos quimicos, crescimento/decrescimento
populacional, drenagem de liquidos através de um orificio, problemas de Matematica
Financeira, problemas envolvendo a variagdo de temperatura, epidemias, entre outros. No
que tange aos tipos de fungdes exploradas destaca-se que os autores do LTA selecionaram
atividades que enfatizam a funcdo exponencial. Além de alguns modelos que envolvem
fungdes trigonométricas e quadraticas. Em contrapartida, ndo é dada énfase a funcao
logaritmica. Nao realizar a conexao entre fungao logaritmica e as situagdes que podem ser
modeladas por ela pode limitar o conhecimento do futuro professor, no que tange as
contextualizagdes que podem ser feitas entre esta funcido e fendmenos reais por ela
representados.

Ao analisar o LTB é possivel verificar que no primeiro capitulo ha, ao todo, 21
exemplos, dos quais, destacam-se os da segunda segao, em que sao apresentados alguns
modelos matematicos que envolvem Equacdes Diferenciais de 12 ordem e Equacgdes
Diferenciais de 22 ordem. Estes modelos referem-se a fenbmenos que exigem
conhecimentos abordados no Ensino Médio, principalmente, de Fisica. Por exemplo, ao
estudar o modelo sobre corpos em queda livre € abordada a segunda lei de Newton, que

explica a forga que um corpo exerce considerando a aceleracdo e a massa do objeto, ou
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ao estudar o movimento de um péndulo simples, que envolve os conceitos da segunda lei
de Newton e de aceleragdo angular.

Além dessas, ha outras situagdes reais, que para serem modeladas, exigem o
conhecimento de conceitos de Fisica, a saber: modelo sobre o sistema massa-mola, que
envolve conceitos de proporcionalidade; Lei de Hooke e Forga F exercida sobre objetos,
cujos conceitos sao descritos conforme a segunda Lei de Newton; circuitos simples em
série, que envolvem conceitos da segunda Lei de Kirchhoff, modelo sobre drenagem de
agua através de um orificio, que utiliza ideias sobre hidrodinamica e o Teorema de Torricelli.
Dessa forma, verifica-se que os autores do LTB apresentam situagdes que envolvem EDO
e conceitos que podem ser explorados pelo futuro professor de Matematica na Educacéao
Basica.

Ainda, no Capitulo 1 sdo apresentadas 101 atividades propostas, destas 28 abordam
modelos matematicos, ou seja, 27,72% das atividades, as demais (73) propdem exercicios
centrados na equagao, sem considerar algum contexto. Em relagao as atividades propostas
que utilizam modelos matematicos, as situagbes-problema propostas nédo precisam ser
solucionadas, assim a funcéo solugcéo nao € explorada. Entretanto, distintos fen6menos
reais sdo apresentados, a saber: corpos em queda livre, circuitos em série, escoamento de
liquidos, trajetéria de projéteis, variagdo de compostos quimicos no organismo, dentre
outros. Destaca-se que grande parte destes fendmenos sdo retomados no Capitulo 3, afim
de explorar sua solugao.

No Capitulo 2, do LTB, sao apresentados os métodos analiticos de resolucao de
EDO de 1° ordem. Optando por trabalhar o desenvolvimento tedrico dos métodos, os
exemplos elencados pelos autores ndo apresentam modelos matematicos. Dessa forma,
em nenhum dos 39 exemplos e das 341 atividades propostas sao utilizados fenédmenos
reais como ponto de partida para sistematizar a resolugéo das EDO.

Em relacdo aos 16 exemplos presentes no Capitulo 3 do LTB, destacam-se
situacdes que apresentam aplicagdes das equagdes na propria Matematica, por exemplo,
trajetérias ortogonais, que se refere a uma curva que intercepta uma dada familia de
fungdes em angulo reto. Esta discussdo € interessante, pois aborda os conceitos
matematicos de Geometria Plana/Espacial (posigdo relativa entre retas) e Geometria
Analitica, cujo estudo é recomendado por propostas curriculares nacionais (Brasil, 2002) e
que estao relacionadas aos conceitos de Calculo, no estudo da reta tangente.

Além de aplicagdes na préopria Matematica, no Capitulo 3 sdo retomados os modelos

matematicos mostrados no Capitulo 1. Destes, destaca-se a possibilidade de os
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professores das distintas areas explorarem os diferentes aspectos de um mesmo conteudo.
Por exemplo, o professor de Quimica pode explorar as caracteristicas dos elementos e
compostos quimicos e o professor de Matematica pode trabalhar com a elaboragcdo de
modelos relativos as reagdes quimicas que podem ocorrer entre as substancias. A Figura
2 refere-se a um modelo matematico em que € descrita uma reacdo quimica entre dois

compostos, originando um terceiro composto.

Um composto C ¢ formado quando dois compostos quimicos A e B sio combinados. A reagio
resultante entre os dois compostos € tal que, para cada grama de A, 4 gramas de B sdo usados. |
observado que 30 gramas do composto C sdo formados em 10 minutos. Determine a quantidade
de C em qualquer instante se a taxa da reagao € proporcional as quantidades de A e B remanes

centes e se inicialmente havia 50 gramas de A e 32 gramas de B. Qual a quantidade do composto

C que estara presente apos 15 minutos? Interprete a solucio quando ¢

Figura 2: Exemplo que envolve conceitos de Quimica
Fonte: Zill e Cullen (2001, p. 124)

O modelo descrito na Figura 2 envolve uma EDO nao linear que possui como

1_e—0,1258t

75_2o-01z58C" Desta forma, trabalhar com este

solucdo, a fungdo exponencial X(t) = 1000

modelo pode contribuir para que o futuro professor conhega um numero maior de situagdes
modeladas por fungdes exponenciais e, assim, possa explora-las na sua pratica
profissional.

Na Figura 3 é mostrado um modelo matematico, exemplo presente do Capitulo 3,
sobre a Lei do Resfriamento de Newton, cuja solugdo é exponencial. De modo que, é
possivel perceber a importancia do estudo de EDO para resolugdo de problemas
relacionados a, por exemplo, variagdo de temperatura. Em relagdo ao exemplo da Figura
3, é possivel trabalhar a fungdo T(t) = 70 + 230e~%19018¢ nojs esta € a solugdo da EDO

que descreve o modelo.

Quando um bolo é retirado do forno, sua temperatura ¢ de 300°F. Trés minutos depois, sua
temperatura passa para 200°F. Quanto tempo levard para sua temperatura chegar a 70 graus, se a

temperatura do meio ambiente em que ele foi colocado for de exatamente 70°F?

Figura 03: Exemplo apresentado e discutido pelo LTB, envolvendo a Lei do Resfriamento de Newton
Fonte: Zill e Cullen (2001, p. 107)

Na Figura 4 é apresentado um modelo sobre eletromagnetismo. A fung¢ao solugao

pode ser explorada pelo futuro professor, no Ensino Médio, pois envolve uma funcgao

. . 6 6 _ . . . ~ ;o
exponencial i(t) = s e 20t Selecionar este tipo de situagédo é importante para que os
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estudantes consigam conectar os conceitos matematicos aos conceitos de outras areas do
conhecimento. Além disso, pode-se mostrar, de forma generalizada, a relagdo entre os
conceitos de Voltagem (E), Resisténcia (R), Corrente (i) e Indutancia (L) por meio da fungéo
i(t) = %— ce” R/t de modo que a solucdo obtida é denominada de solugdo geral (ou

familia de solugdes), pois ndo ha dados a serem substituidos e que permitiriam obter uma

solucéo particular.

Uma bateria de 12 volts é conectada a um circutto em série no qual a indutancia € de 1/2 henry

sistencia, 10 ohms. Determine a corrente 1 se a corrente mnicial é zero

Figura 04: Exemplo apresentado e discutido pelo LTB, modelo sobre eletromagnetismo
Fonte: Zill e Cullen (2001, p. 109)

Em relagéo as atividades propostas no Capitulo 3, 65,28% (79 atividades de um total
de 121) abordam modelos matematicos. As principais situagdes reais exploradas referem-
se aquelas ja abordadas no decorrer das explanagbes dos conteudos. A fungdo mais
abordada é a exponencial seguida da quadratica. As atividades que ndo foram
categorizadas como modelos, 34,71%, propéem, em geral, que o académico determine as
trajetorias ortogonais para uma dada familia de fungdes.

De todas as atividades propostas, nos trés capitulos analisados, 19,01% (107
atividades de 563) s&o atividades que envolvem modelos matematicos. Estas situagbes séo
oriundas de areas do conhecimento como a Quimica, com modelos sobre reagdes quimicas
e meia vida de elementos quimicos; a Fisica, com modelos sobre objetos em queda livre,
circuitos em série, drenagem de liquidos; a Biologia, no que concerne a problemas sobre
eliminagdo de medicamentos do corpo humano, crescimento/decrescimento de
populagdes; a Economia, como a capitalizagdo continua; e, a Psicologia, ao explorar
situacdes sobre memorizagcao e esquecimento.

As funcbes exploradas nos exemplos e atividades propostas, nos trés capitulos
analisados, sdo geralmente exponenciais. Em algumas situagdes, ha a abordagem de
situagdes que sédo expressas por fungdes quadraticas. No que tange a fungao logaritmica,
assim como os autores do LTA, os autores do LTB n&o a enfatizam como uma fungao que

também modela situacodes reais.
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4.2 Abordagem Qualitativa

No que concerne a categoria Abordagem Qualitativa de EDO no LTA, verifica-se que
esta presente logo nas primeiras paginas, nos dois primeiros exemplos apresentados, os
mesmos modelos citados na discussdo sobre a categoria Analise de Modelos. A
Abordagem Qualitativa revela-se, conforme Javaroni (2007), quando o objetivo € investigar
o comportamento das solugcées da EDO. Dessa forma, o cerne da atividade matematica
ndo se constitui em resolver a EDO por meio de algum método analitico. Como
mencionado, o LTA propde a discussao do que a EDO representa acerca dos modelos.
Dentre os 5 exemplos presentes no Capitulo 1, destaca-se o exemplo em que, para analise
do modelo, € inserido um campo de diregdes (Figura 5). Por meio do campo de diregdes,
os autores destacam caracteristicas e comportamentos dos modelos como as solugdes de

equilibrio.
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Figura 5: Campo de Direg¢des sobre o modelo “objeto em queda”
Fonte: Boyce e Diprima (2015, p. 4)

Por meio do campo de diregbes (Figura 5) é possivel obter a solugao de equilibrio
do modelo (v = 49m/s). Ainda, percebe-se que todas as solu¢gdes tendem para v = 49m/s,
a medida que o tempo passa, pois valores menores que v = 49m/s tendem a aumentar até
essa velocidade, enquanto valores maiores que v = 49m/s tendem a diminuir até atingirem
a solucao de equilibrio, portanto, pode-se inferir que as solugdes convergem.

Ainda no Capitulo 1, na explanagdo dos conteudos, os autores realizam a

. . ~ ~ d
sistematizacdo das solucdes, da forma d—’t’ =rp — k, dos modelos apresentados como

exemplos. Enfatizam o comportamento das solugdes e destacam a influéncia que cada

parametro que compde a EDO tem no comportamento de sua solugao, considerando que
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a equacao possui solugdo que pode ser expressa por funcdes elementares. Verifica-se isto
no Quadro 1, que apresenta um excerto do LTA, em que p, refere-se a populagao inicial de

ratos, k a taxa predatoria e r a taxa de crescimento da populagao.

Quadro 1: Excerto sobre o comportamento de solugbes conforme parédmetros envolvidos

Sep, = 1;( entdo segue da Eq(19), que p = l;( para todo t; essa é a solugéo constante, ou de equilibrio. Se
Po # };( entdo o comportamento da solugdo depende do sinal do coeficiente p, — (]f) no termo exponencial
na Eq 19. Se p, > ];( entao p cresce exponencialmente com o tempo t; se p, < ];( entdo p decresce e

acaba se tornando nulo, o que ocorre a extingdo dos ratos. Valores negativos de p, embora sendo
possiveis na expressao (19), ndo fazem sentido no contexto desse problema particular.

Fonte: Boyce e Diprima (2015, p. 11)

A Abordagem Qualitativa é verificada em atividades do capitulo introdutério, pois é
proposto ao futuro professor resolver problemas que consistem em perguntas com carater
investigativo, como o exemplo exposto no Quadro 2. Na categoria Analise de Modelos foi
salientada a importancia de o professor conhecer o maior niumero possivel de situacdes
reais para ensinar funcoes, além disso, é fundamental que o futuro professor consiga
abordar as situacdes propostas aos estudantes sob a ética qualitativa, pois assim pode-se
explorar as propriedades e caracteristicas do fendmeno estudado ressaltando um dos

aspectos da Matematica, Ciéncia, que possui ferramentas para modelar fenbmenos reais.

Quadro 2: Excerto sobre a abordagem de campos de diregdes em atividades propostas

“l...] desenhe um campo de dire¢cbes para a equacao diferencial dada. Baseado no campo de
dire¢ées, determine o comportamento de y quando t —» «. Se esse comportamento depender do valor inicial
de y em t=0, descreva essa dependéncia. [...]"

Fonte: Boyce e Diprima (2015, p. 7)

No Quadro 2, percebe-se que os autores do LTA entendem que é importante analisar
o comportamento das solugcdes de EDO, sem resolvé-la. Para tanto, propde-se a analise
através do campo de direcbes. Ressalta-se que muitas das EDO, em especial, as que
modelam fendmenos reais, ndo possuem solucdo que pode ser obtida por meio de uma
sequéncia finita de passos de tratamento algébrico e integragdo e, consequentemente,
expressa por fungdes elementares. Para resolver este problema, Javaroni (2007, p. 187)
afirma que é possivel “investigar o comportamento das solugdes sem de fato encontrar as

solugdes analiticamente” por meio de um campo de diregdes.
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O Capitulo 2 do LTA é dedicado ao estudo de métodos analiticos para resolugao de
EDO de primeira ordem. Apresenta uma se¢ao especifica com exemplos que se referem a
modelos de diversas areas do conhecimento. Estes exemplos s&o explorados, sob a ética
da abordagem qualitativa, pois & realizada uma discussdo acerca da influéncia dos
parametros no comportamento da solugédo. Pode-se afirmar que a abordagem qualitativa é
explorada tanto nos exemplos que se referem a modelos matematicos quanto em exemplos
que envolvem apenas o contexto da propria Matematica.

Em relagédo ao LTB, no capitulo introdutério, é possivel evidenciar, nos exemplos da
secado que trabalha modelos matematicos, indicios da Abordagem Qualitativa, pois o
movimento de representar a situagao real por meio de Equacgdes Diferenciais € uma tarefa
investigativa. E apresentada uma discuss&o referente a resolucdo dos problemas com o
objetivo de obter uma equacao que resolva o problema, sem que ocorra a aplicagao de
métodos analiticos.

No que concerne as atividades do Capitulo 1, pode-se afirmar que possuem carater
investigativo, pois propdem ao estudante que represente uma situagao por meio de EDO.
Na Figura 6, é apresentado um exemplo de atividade do capitulo, evidenciando a solicitagdo

para expressar a atividade por meio de uma EDO, sem a necessidade de soluciona-la. A
~ ~ , dx . . g
equacao que modela este fenébmeno é — =T kx, em que r significa a taxa constante de

entrada de droga na corrente sanguinea, enquanto que k corresponde a taxa constante de

saida da droga, proporcional a x(t), quantidade de remédio no instante t.

Uma droga ¢ injetada na corrente sanguinea de um paciente a uma laxa constante de r gramas por
segundo. Simultaneamente, a droga ¢ removida a uma taxa proporcional i quantidade x(r) de droga

presente no instante . Determine a equagio diferencial gue governa a quantidade x(r)

Figura 6: Exemplo de atividade proposta em que é necessario representa-la por meio de uma equagéao
Fonte: Zill e Cullen (2001, p. 32)

No que se refere a Abordagem Qualitativa, nas atividades propostas no Capitulo 2,
pode-se inferir que nao € realizada, pois foram selecionadas atividades que visam aplicagao
de métodos analiticos para resolver EDO, sem haver discussao quanto ao comportamento
que a funcao solugao possui ou a influéncia dos parametros que compdem a funcgao.

Na explanacéo dos conteudos no Capitulo 3, é aprofundada a anélise de modelos
que envolvem EDO, destacando e justificando o comportamento de suas solugdes. Ou seja,

€ possivel perceber indicios da Abordagem Qualitativa para o trabalho com os modelos

Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Florianépolis, v. 16, p. 01-21, jan./dez., 2021. 17
Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2021.e75935



https://doi.org/10.5007/1981-1322.2021.e75935

matematicos. No Quadro 3, é apresentado um excerto sobre a andlise da funcgao

exponencial N(t) = Nye*t.

Quadro 3: Excerto sobre a abordagem qualitativa realizada em um exemplo do LTB

[...] A fungéo exponencial e*t cresce com o tempo quando k > 0, e decresce quando k < 0. Logo,
problemas que descrevem crescimentos, como a populagao, bactéria ou mesmo capital, sdo caracterizados
por um valor positivo de k; por outro lado, problemas envolvendo decrescimento, como desintegracéo
radioativa, conduzem a um valor negativo de k.

Fonte: Zill e Cullen (2001, p. 104)

Neste excerto (Quadro 3) sédo discutidas situagdes as quais esta fungdo modela. A
funcdo N(t) é solugédo da equagéao Z—IZ = kN, em que k refere-se a taxa de crescimento do

fendmeno e N a populagdo em qualquer instante t. Realizar a analise sobre as solugdes é
importante, pois, por meio desta, sdo destacadas caracteristicas sobre o problema
modelado. No que tange ao académico e futuro professor, potencializa suas justificativas e
argumentag¢des matematicas ao trabalhar, em sala de aula, fenbmenos reais.

Quanto as atividades propostas do Capitulo 3, infere-se que estas sdo abordadas
sob a ¢6tica qualitativa. As atividades exploram alguns aspectos da solu¢cao da equacéo. Em
comparacgao ao LTA, no LTB a abordagem qualitativa € evidenciada principalmente em

atividades que envolvem modelos matematicos.

5 CONSIDERAGOES FINAIS

Com base na analise apresentada, pode-se afirmar que as propostas para o ensino
de EDO, presentes no LTA, contribuem no que tange as possibilidades de contextualizacéo,
abordagem e representagao de situagées que envolvem fungdes. A contextualizagao é
enriquecida, pois o estudo de EDO ¢ realizado por meio de distintos modelos matematicos.
Estes modelos envolvem diversos conteudos/conceitos que sao trabalhados na Educagao
Basica, como Matematica Financeira, crescimento/decrescimento de populagdes, variacao
de temperatura, meia-vida de elementos quimicos, reagdes quimicas, misturas. Destaca-
se que estes modelos exploram o conceito de exponencial. Ou seja, o estudo de EDO
através do LTA amplia as possibilidades de contextos para o ensino de funcédo exponencial.
No que tange aos outros tipos de fung¢des, como quadratica e trigonométrica, o LTA aborda
algumas situagdes como objetos em queda livre e misturas. Entretanto, contextos para

funcdo logaritmica ndo sao enfatizados. As propostas deste livro-texto ampliam os
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argumentos para que o futuro professor consiga abordar qualitativamente as fungdes, visto
que em diversos momentos ha a preocupacao em discutir o comportamento da solugéo
(funcdo) de uma EDO.

O estudo de EDO por meio do LTB contribui para que o futuro professor consiga
elencar varios contextos ao ensinar funcdo, principalmente funcdo exponencial,
caracteristica semelhante ao LTA. Além disso, verificou-se que os modelos apresentados
nas atividades propostas ndo sao expressos por fungdes logaritmicas. Assim, ambos livros-
texto ndo abordam situagcbes-problema que podem ser utilizadas ao ensinar funcao
logaritmica. No que tange a abordagem qualitativa, percebeu-se que o LTB explora o
comportamento das solugdes das EDO. No entanto, para estudar EDO nao foram utilizados
campos de diregdes, recurso que poderia potencializar a aprendizagem.

E importante destacar que os Modelos Matematicos e a Abordagem Qualitativa
fazem parte das escolhas tedrico-metodoldgicas dos autores, mesmo que em menor
numero que as situagdes cujo contexto seja a propria Matematica e aquelas que exigem
apenas o tratamento algébrico. Assim, para que o estudo de EDO proposto nos livros-texto
contribua para o futuro professor estabelecer relagdes entre os conteudos estudados no
Ensino Superior e 0os conteudos que trabalhara na Educacgao Basica, em particular fungoes,
€ importante que o professor formador escolha exemplos e atividades que proporcionem a
analise de modelos matematicos cujos contextos sdo outras areas do conhecimento e que

valorizem a abordagem qualitativa.
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