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RESUMO

Este estudo qualitativo e interpretativo pretende conhecer que compreensdes revelam os alunos do 5.° ano nas operagdes
com numeros racionais antes e depois de uma experiéncia de ensino enfatizando o uso de modelos. Os dados foram
recolhidos através de dois testes e quatro entrevistas semiestruturadas individuais. Os resultados mostram que, antes da
realizagao da experiéncia de ensino, o conhecimento dos alunos das operagbes de adicao e subtragéo restringiam-se a
aplicacao de regras. Apds a experiéncia de ensino, os alunos demonstraram compreender a base concetual destas
operagdes. Na multiplicagdo e divisdo de fragdes, que envolvem uma compreensdo concetual mais complexa,
demonstraram importantes ideias associadas ao sentido de niumero racional e sentido de operagdo. O uso de modelos
parece ter contribuido para a compreensao concetual das operagbes pelos alunos.

Palavras-chave: NUumeros Racionais, Fragdes, Operagdes Com Fragdes

ABSTRACT

This qualitative and interpretative study aims to know grade 5 children’s knowledge of rational number operations, before
and after a teaching experiment emphasizing the use of models. Data was collected using two tests and four individual
semi-structured interviews. The results show that, before the teaching experiment, in fraction addition and subtraction,
children just applied rules. After the teaching experiment, they demonstrate conceptual understanding regarding these
operations. In fraction multiplication and division, that involve a more complex conceptual understanding, they showed
important ideas regarding rational number sense and operation sense. The use of models seems to have promoted the
conceptual understanding of these operations by children.
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1 INTRODUGAO

Os numeros racionais tém uma importdncia reconhecida na matematica,
designadamente no ensino basico, contudo, envolvem diversos conceitos que podem
representar ideias complexas para os alunos, sendo um exemplo disso as operagdes com
fragdes (Braithwaite, Pyke & Siegler, 2017). Quando os alunos iniciam o estudo destas
operacoes eles ja ttm um conhecimento anterior das operagdées com numeros inteiros.
Além disso, as metodologias de ensino frequentemente usadas na sua abordagem sao
maioritariamente procedimentais. Estas sdo possiveis razdes para os fracos resultados que
os alunos demonstram (Behr & Post, 1992). A abordagem as operagées com numeros
racionais deve permitir o envolvimento dos alunos em tarefas contextualizadas, que os
conduzam a construcédo e compreensao dos algoritmos, € ndo apenas a assimilagao de
regras operatorias, € que contribuam para o desenvolvimento do seu sentido de numero
racional (Lewis & Perry, 2014) e sentido de operagao (Huinker, 2002), dois importantes
objetivos de aprendizagem.

A resolucédo de problemas bem como o processo de modelacido podem contribuir
para o desenvolvimento destas competéncias. A resolugdo de problemas permite
resolugdes diferentes das mais tradicionais e contribui para que cada aluno tenha um leque
mais vasto de possibilidades de analisar e resolver um determinado problema. Os alunos
envolvem-se ativamente na formulagdo de conjeturas, na investigagdo e exploragéo de
ideias. Os modelos geométricos sdo modelos matematicos que permitem representar
situagdes ou relagdes, ou seja, como uma coisa pode ser transformada noutra, a medida
que se generalizam ideias, estratégias e representagbes entre contextos, sendo
ferramentas fundamentais para o raciocinio (Fosnot & Dolk, 2002). Desta forma, sao
promovem a compreensao conceitual dos numeros racionais, nomeadamente das
operagdes com fragcdes, permitindo aos alunos progredir do concreto para o abstrato,
ajudando a construir modelos mentais para as operagdes. Os alunos representam as
quantidades e visualizam a relagado entre elas, para que posteriormente operem com
fragcbes de forma significativa. Por exemplo, quando os alunos adicionam duas fragdes
adicionando numeradores e denominadores, eles consideram as duas fragdbes como quatro
numeros, o que reflete a falta de uma imagem mental para a quantidade que uma fragao
representa. A associagao entre a resolugcao de problemas e a modelagéo deve assumir um

papel de destaque ao longo da escolaridade para que os alunos se consciencializem do
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papel da matematica no quotidiano e desenvolvam as aprendizagens visadas. Deste modo,
este estudo tem como objetivo conhecer que compreensdes revelam os alunos do 5.° ano
nas operagdes com numeros racionais na sua representacao em fragcao, antes e apés a
realizacdo de uma experiéncia de ensino de cunho exploratério direcionada a
aprendizagem destes numeros, de forma a verificar o desenvolvimento do sentido de

numero racional e do sentido de operacao.
2 SENTIDO DE NUMERO RACIONAL E SENTIDO DE OPERAGAO

Apesar de as operagdes com numeros racionais serem um subtdpico com muita
relevancia na aprendizagem dos numeros racionais, suscitam grande dificuldade aos
alunos, que demonstram ndo compreender concetualmente os processos envolvidos
quando adicionam, subtraem, multiplicam ou dividem fragdes. Acabam muitas vezes por
confundi-los, aplicando procedimentos de uma operagdo a outra (Behr & Post, 1992;
Zembat, 2017). O sentido de numero racional, fundamental na compreensao dos numeros
racionais, permite ao aluno compreender: (i) que as fragdes representam um numero e ndo
apenas partes ou situagdes; (i) que a unidade pode ser dividida em partes cada vez
menores, € a mesma quantidade fracionaria pode ser representada por diferentes fragdes
(ideia de particionamento); (iii) o significado do denominador, isto €, que fragdes unitarias

com diferentes denominadores tém diferentes grandezas; quanto maior o numero de partes
FETT , 1
em que o todo é dividido, menor € o tamanho de cada parte; que ~ cabe n vezes no todo a

que se refere; que fracbes com denominadores diferentes representam diferentes
unidades; (iv) concetualizagdo da unidade; (v) a grandeza da fragdo, nomeadamente que
esta é determinada pela relacdo entre numerador e denominador, e saber que as fragcbes
nao unitarias sdo uma adigao de fragdes unitarias; e (vi) que as fracbes podem representar

quantidades maiores que um (Lewis & Perry, 2014). Também Wilkins e Norton (2018)
referem que compreender a fragao % como m medidas da fragcdo unitaria % através de

iteragdes, associado ao significado de medida das fragbes, constitui uma progresséo no
desenvolvimento do conceito de fragcdo pelos alunos, podendo ser uma mais-valia para a
compreensao das operagoes.

O sentido de operagao € uma competéncia igualmente importante no trabalho com
nameros racionais. Segundo Huinker (2002), envolve: (i) compreender os diferentes

significados e modelos das operagoes; (ii) reconhecer e descrever situagbes da vida real
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para as diferentes operacoes; (iii) atribuir significado aos simbolos e a linguagem
matematica formal; (iv) traduzir entre diferentes representagdes; (v) compreender a relagao
entre as operacgdes; e (vi) conhecer os efeitos das operag¢des sobre os numeros, permitindo
refletir sobre a razoabilidade dos resultados. Importa ainda referir a importancia do uso de
modelos na compreensao dos numeros racionais, particularmente das operagdes com
fracbes na medida em que permite ao aluno desenvolver imagens mentais das
representagdes simbdlicas. Numa fase inicial de abordagem de uma operagéo, o aluno
devera modelar a situagdo, acompanhando-a da expressdo numeérica que a traduza, de
forma a perceber como surge o algoritmo e o que representa cada uma das suas etapas
(Behr & Post, 1992).

3 OPERACOES

Adicéo e subtragdo

A adigao e a subtracdo sao as primeiras operagcdes que os alunos aprendem na
representacdo em fragcdo, sendo frequente aplicarem a operagao separadamente a
numeradores e denominadores para encontrar os resultados, ndo compreendendo a
necessidade de obter denominadores comuns ou o papel das fragcbes equivalentes,
compreensdes fundamentais no trabalho com estas operagbes (Braithwaite et al., 2017).
Cramer, Wyberg e Leavitt (2009) referem que a operacao de subtracdo é mais dificil de
identificar pelos alunos do que a adigdo. Para Behr e Post (1992), o uso de modelos pode
promover estas compreensdes, pois, ao representar as quantidades a operar,
representadas por fragbes com denominadores diferentes, o aluno verifica que as partes
tém diferentes tamanhos, ndo sendo possivel a sua adigdo. Desta forma, o uso de modelos
contribui para o desenvolvimento de compreensdes associadas ao sentido de numero

racional e sentido de operacéo.
Multiplicagéo

A multiplicagdo €, muitas vezes, encarada como adi¢gdo sucessiva (significado
“grupos equivalentes”), originando sempre um resultado maior do que qualquer dos fatores.
Tarefas envolvendo o significado “relagdo multiplicativa”, no campo dos numeros racionais,
sdo uma mais-valia possibilitando aos alunos compreender que na multiplicagado o produto

obtido podera ser menor que os fatores (Greer, 1992). Apesar da variedade de contextos
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para a multiplicagao, é frequente esta operacao ser ensinada com base em procedimentos,
sem que o aluno compreenda o seu significado. Para Johanning (2017), um dos erros mais
comuns relaciona-se com a ordem dos fatores na expressao multiplicativa, sendo frequente
esta ter inicio com a primeira fragdo escrita no enunciado do problema, o que nem sempre
traduz a situacao real. O uso de modelos permite aos alunos compreender como a unidade
muda ao longo do problema, o que cada fragcado representa no contexto do problema, e que
o produto pode ser menor que os fatores (Behr & Post, 1992). Estas compreensodes

contribuem para o desenvolvimento do sentido de numero racional e sentido de operacéo.
Divis&o

A divisdo, muitas vezes associada a contextos de partilha equitativa, € encarada
COomo uma operagao que origina um quociente menor que o dividendo e em que este tem
de ser superior ao divisor, o que leva os alunos, muitas vezes, a trocar o dividendo pelo
divisor. Para uma compreensdo e uso significativos do conceito de divisdo, a sua
abordagem deve contemplar o significado de medida, que conduz ao raciocinio “quantas
vezes o divisor cabe no dividendo?” (Greer, 1992). Independentemente dos contextos
utilizados para a abordagem da divisao, a regra “inverte e multiplica”, sem significado para
o aluno, tem primazia em relacdo a qualquer outra forma de encarar a operagdo. O
algoritmo do denominador comum, aliado a modelagdo numa fase inicial, oferece grandes
possibilidades de uma compreensio concetual da divisdo bem como ao desenvolvimento
do sentido de numero racional e sentido de operagdo (Zembat, 2015). Ao modelar uma
divisdo de fragdes, o aluno compreende o papel das diferentes fragdes, a utilidade de obter
denominadores iguais e relagdo com a operacgao de subtracdo, no sentido em que verifica

0 numero de vezes que encontra o divisor na quantidade do dividendo.

4 METODOLOGIA DE INVESTIGAGAO

Este estudo segue uma abordagem qualitativa e interpretativa (Erickson, 1986),
envolvendo 4 dos 20 alunos de uma turma do 5.° ano de uma escola publica no Algarve
(Portugal). A primeira autora deste artigo também participou como professora e
investigadora. Nara, David, Ana e Nuno (nomes ficticios) foram selecionados por
apresentarem relativa facilidade na comunicacao oral, comparativamente com os restantes

alunos da turma. Pretendia-se que os alunos a entrevistar pudessem evidenciar o seu
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raciocinio durante as entrevistas, por ilustrarem diferentes niveis de desempenho.
Procurou-se, também, garantir a diversidade de género. As resolugdes destes alunos sao
representativas do trabalho da restante turma. Nesta turma, os alunos estavam habituados
a trabalhar sempre de modo individual, fazendo os exercicios do manual escolar. Para a
recolha de dados foram aplicados dois testes que envolviam diversos conceitos associados
aos numeros racionais, com especial foco nas operagdes com fragdes. Os alunos podiam
resolver as questdes (de resposta livre) usando a estratégia que preferissem, pois,
nenhuma indicagao era dada quanto a estratégia de resolugdo que deviam seguir.

O teste inicial (antes de iniciar a experiéncia de ensino) foi construido com base nos
dados de um estudo-piloto realizado anteriormente com alunos de uma turma do 4.° ano e
com base numa revisao de literatura sobre o tema em estudo. O teste pretendia identificar
os conhecimentos prévios dos alunos relativos a conceitos de numero racional,
nomeadamente adicdo e subtracdo de fracdes, conteudos abordados anteriormente. O
teste final (apds a experiéncia de ensino), além de outros conceitos relativos aos numeros
racionais, envolvia as quatro operag¢des com estes numeros uma vez que a multiplicacao e
a divisdo de fracdes sdo conteudo do 5.° ano, pelo que estas operacdes foram introduzidas
durante a experiéncia de ensino. A divisdo surgiu com o significado de medida e a
multiplicagdo com o significado de relagdo multiplicativa. Este teste tinha como objetivo
verificar as aprendizagens dos alunos, resultantes da experiéncia de ensino, no que diz
respeito a compreensao das quatro operagoes. Posteriormente a realizagao de cada teste,
foram realizadas entrevistas semiestruturadas individuais aos quatro alunos (audio
gravadas e transcritas na integra), conduzidas pela primeira autora deste artigo, tendo em
vista interpretar os seus raciocinios na resolugdo das questdes. O foco neste subtdpico
baseou-se no importante papel que as operagdes com numeros racionais desempenham
na educacao matematica, e que continuam a causar grandes obstaculos aos alunos. Os
dados das entrevistas foram confrontados com as resolucdes dos alunos nos testes, de
forma a analisar o seu sentido de numero racional e sentido de operagao, nas perspectivas

de Lewis e Perry (2014) e Huinker (2002) e a forma como estes evoluiram.
A experiéncia de ensino

A experiéncia de ensino foi construida de forma a enfatizar compreensdes essenciais
no trabalho com os numeros racionais, nomeadamente as suas quatro operagdes, na
representacdo em fracdo. Adicdo, subtragcdo, multiplicacdo e divisdo foram introduzidas

separadamente, nesta ordem, apdés a abordagem as diferentes representacbes dos
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numeros racionais e aos significados das fragdes (constituiram as ultimas 11 tarefas do
conjunto de 18 tarefas da experiéncia de ensino, em contextos de resolu¢ao de problemas).
A experiéncia de ensino seguiu uma abordagem exploratoria (Ponte & Quaresma, 2014),
ou seja, a tarefa era apresentada aos alunos, estes trabalhavam autonomamente e de
modo individual (usual na turma) e, no final, havia uma discussédo coletiva das suas
estratégias de resolugao e uma sintese. A abordagem as quatro operagdes teve como base
0 uso de modelos circulares ou retangulares, fornecidos no enunciado das tarefas, para
que os alunos representassem as quantidades e compreendessem a relagao entre elas de
forma a, eles proprias, construirem os respetivos algoritmos. Na adigédo e subtragcédo de duas
fracdes, os alunos representavam, por sombreamento, as quantidades a operar em dois
modelos distintos, verificando a necessidade de obter subdivisbes do mesmo tamanho
(denominadores comuns) de forma a ser possivel realizar a operacdo. Quando as
subdivisbes estavam iguais, tendo obtido, por exemplo, sextos em cada modelos,
adicionavam o numero total de sextos e representavam-no, num terceiro modelo, dividido
da mesma forma. No caso da subtragcdo, semelhante a adicdo, os alunos subtraiam as
quantidades apdés ambas estarem representadas pela mesma unidade.

Na multiplicagao de fragdes, abordada com o significado “relagdo multiplicativa”, os
alunos representavam num modelo a quantidade inicial e, posteriormente, a quantidade
representada pela fracdo operador nessa quantidade inicial. Este processo permitia
verificar e compreender a mudanga de unidade ao longo do problema bem como o facto de
esta operagao poder originar um resultado menor que a quantidade inicial. Na divisao de
fragbes, abordada com o significado de “medida”, foi promovido o uso do algoritmo do
denominador comum. Os alunos comegavam por representar nos modelos a quantidade
inicial, indicada pelo dividendo. A seguir, nessa quantidade, verificavam quantos grupos
iguais podiam obter, considerando para cada grupo a quantidade indicada pelo divisor. Isto
permitia compreender a necessidade de denominadores comuns e a divisdo dos
numeradores como se se tratasse de uma divisdo de numeros inteiros. Também permitia
mais facilmente interpretar o “resto”, caso a divisdo nao fosse inteira, bem como o facto de
esta operacao poder originar um resultado superior ao dividendo. As transformagdes
realizadas nos modelos eram registadas, em simultaneo, na forma simbdlica, através de
expressdes numéricas. Os alunos estabeleciam conexdes entre as etapas da modelacgao e
0s processos realizados simbolicamente, que iriam dar lugar aos algoritmos,

compreendedo-os concetualmente. Numa fase posterior, os alunos poderiam escolher a
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estratégia de resolugdo que preferiam, recorrendo apenas ao algoritmo, ao modelo, ou a

ambos.

5 RESULTADOS

Resultados antes da experiéncia de ensino

Adicdo. A adi¢gao de numeros racionais, na sua representagao em fragao, surgiu na

questao “O Pedro, o Jodo e o Gongalo iniciaram um percurso de 6 km num parque perto da

. . ' . 2
escola, mas nenhum deles conseguiu chegar ao fim. O Pedro desistiu ao fim de A do

~ 2 1 ~ . A .
percurso, o Jo&o percorreu ; e 0 Gongalo - do percurso. Que fragéo representa a distancia

percorrida pelos trés amigos juntos? Explica como pensaste.” Nara (figura 1) e David
identificaram a operacao a utilizar para chegar ao resultado, tendo adicionado numeradores

e denominadores, de forma independente, convictos da validade do procedimento.

F
J]

Figura 1: Resolucdo de Nara de uma tarefa de adigao de fragdes
(Fonte: dados da pesquisa)

Durante a entrevista, quando questionados relativamente a possibilidade de
adicionar fragcbes com denominadores diferentes e o que tal representava, os alunos
mostraram total estranheza perante a questdo colocada. Ana tentou recorrer a uma
representacio pictérica das quantidades a adicionar, no entanto, acabou por abandonar a
sua estratégia. Durante a entrevista, optou por adicionar numeradores e denominadores.
Nenhum destes alunos conseguiu interpretar o resultado obtido, referindo “ndo sei se
fizeram 5 ou se fizeram 11 quilédmetros!” (Ana). Nuno (figura 2) dividiu o total de quilémetros

do percurso pelos denominadores das fragdes e, de seguida, adicionou os trés quocientes.
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Figura 2: Resolucdo de Nuno de uma tarefa de adigdo de fragdes
(Fonte: dados da pesquisa)

Como o resultado, 6, correspondia ao numero de quildmetros do percurso, referiu
.1 .
que a resposta seria o€ explicitou:

Nuno: Eu aqui olhei para os quildometros e juntei tudo nesta conta.

Professora: Porque é que a fragdo é um sobre um?

Nuno: Porque é equivalente a 100%, que equivale aos 6 quildbmetros, que é o percurso todo.
(Dialogo entre a professora e um aluno, 2017)

Apesar das dificuldades encontradas na sua resolugdo, Nuno demonstrou
compreensao das diferentes representacbées dos numeros racionais e do conceito de
unidade. De um modo geral, estes alunos identificaram uma situacao aditiva, mas nenhum
deles conseguiu concretiza-la corretamente.

Subtragdo. Na subtracdo de fracbes, foi apresentado aos alunos o seguinte
problema, que decorre do anterior: “Qual a diferenca entre o menino que percorreu maior

distncia e o menino que percorreu menor distdncia? Explica como pensaste.” Nara

. e . 2 . “x , . .

identificou a fragédo - como a maior porque “é a que tem nimeros maiores, por causa aqui
»” ~ 2 . ' . .

do 6”, e afragao 3 COmMo a menor, sem, no entanto, justificar. A seguir, subtraiu numeradores

e denominadores, obtendo g que tentou interpretar: “entdo, é 0! Mas como tem aqui este

3... Nao sei!” Ana tentou novamente representar as quantidades em modelos retangulares,
salientando como diferenga o facto de uma quantidade ser menor do que a outra. Nuno e
David ndo interpretaram corretamente a questdo. A semelhanca do que tinha feito
anteriormente, Nuno (figura 3a) subtraiu os quocientes (maior e menor) determinados
anteriormente, obtendo uma diferenga de dois quildbmetros, que indicou como resposta.
David (figura 3b) determinou o numero de quilémetros que cada amigo percorreu, de forma

incorreta, realizando a diferenca entre o valor maior € o menor.
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Figura 3: Resolugdes de Nuno e David de uma tarefa de subtragédo de fragcdes
(Fonte: dados da pesquisa)

Estes resultados evidenciam a dificuldade dos alunos em problemas de subtragao,
nomeadamente na identificacdo desta operagdo. A estratégia de Ana sugere que o0s
modelos poderiam ser uma ferramenta para apoiar o raciocinio dos alunos, na passagem
do conhecimento informal para o conhecimento formal, se construidos e explorados de

forma adequada. Ainda assim, permitiram a aluna verificar a grandeza das fracdes.
Resultados apds a experiéncia de ensino

Adicdo. Relativamente a adicdo de fragdes apds a experiéncia de ensino, foi

apresentado aos alunos o seguinte problema: “A Clara, a Maria e a Gabriela iniciaram um

. . 2 .
percurso. A Clara parou para descansar depois de ter feito : do percurso, a Maria parou ao

. 4 . . 3 ~ . A . . A
fim de L ea Gabriela ao fim de - Que fracao representa a distancia percorrida pelas trés

amigas juntas até ao momento em que pararam para descansar? Explica como pensaste.”
Nara, Ana e David identificaram a operagdo a usar e realizaram-na corretamente. Nara

referiu “como as partes que juntamos ndo sdo do mesmo tamanho, temos que por iguais.

. , . » . . “« 3 ~ .
Depois é que podemos juntar!”. Referiu ainda que “em - as partes sao maiores porque a

figura s6 esta dividida em 5 partes e em % sao0 mais pequenas porque a unidade tinha de
se dividir em 10 partes e isso dava partes muito pequeninas!”. Analisou o resultado obtido
e acrescentou “deu % que € 1,4... Da quase um percurso e meio! Acho que € isso porque,

se o percurso fosse 10 quildmetros, este aqui fez logo 6. Estes é que fizeram s6 4!” Ana
também apresentou a sua justificagdo “como aqui em baixo n&do era tudo do mesmo
tamanho, fiz para ser [...] depois somei as partes todas, em cima, e deixei o de baixo, que
diz o tamanho das partes!”

David, por seu lado, obteve denominadores comuns por divisdo dos termos de uma
das fragdes, apresentando o resultado na forma simplificada e justificou: “podia ter metido

os denominadores todos maiores, mas meti mais pequenos. E a mesma coisa, porque s&o
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fragdes equivalentes! Representam a mesma quantidade!” Acrescentou ainda que “assim,

fico logo com as fragdes mais pequenas, ja nao tenho de simplificar”. Interpretou o resultado

7 “ . " .
- COmMO "0 percurso todo era cinco partes e elas todas juntas fizeram sete dessas partes,

que é sete bocadinhos de %' David atribuiu significado ao resultado da sua operagéo e

mostrou compreender a grandeza da fragdo ao mencionar a fragao unitaria que a constitui.

Nuno nao adicionou corretamente os humeradores devido a erros no processo de obtengao

~ . . 10 ;. .
de fragdes equivalentes. Referiu que o resultado -, due obteve é igual a uma unidade.

. . ~ 14
Durante a entrevista, fez uma nova tentativa de resolugao. Interpretou o novo resultado, s

como “elas juntas fizeram mais do que um percurso todo porque, de 10 bocadinhos, que
era o percurso todo, elas fazem 14!” Acrescentou ainda que “se a gente puser isto aqui com
virgula, da um virgula... quatro, que € um percurso e mais um bocadinho!”

Assim, a adigcdo de fragdes, apos a experiéncia de ensino, registou um melhor
desempenho e a maioria dos alunos demonstrou alguma compreensao concetual e
flexibilidade na realizacdo desta operacdo, compreendendo-a concetualmente. As
justificacbes destes alunos demonstraram igualmente importantes compreensdes
associadas aos numeros racionais de modo geral, nomeadamente a conversao entre
representagdes (Nuno) ou o significado de medida das fragdes (David).

Subtragdo. Na sequéncia da questao anterior, surgiu um problema de subtragao de

fracdes “No final do percurso decidiram comer rebugados de um saco com % kg. Juntas
comeram % kg. Que quantidade deixaram?” David e Nara identificaram a operagao que lhes
permitia chegar a resposta: “se comeram § de kg, e o saco tinha % de kg, temos de fazer

3 1 ~ a ~ ~
este (Z) menos aquele (5) [...] ndo podemos fazer trés menos um, porque as partes nao sao

iguais e tém de estar!” (David) e “é de trés quartos que tiramos um tergo porque tinhamos
trés quartos, que ndo chega a um quilo de rebucados. E... 75%!” (Nara). Interpretaram os
resultados obtidos como “se 1 kg esta dividido em 12 partes, sobraram 5 dessas partes
depois de elas comerem!” (David) ou “é menos de metade de 1 quilo” (Nadia). Ana, apesar
de ter identificado e realizado corretamente a operagéao, voltou a estratégia inicial de subtrair

numeradores e denominadores. Quando questionada acerca da sua resolugéo, explicitou:

.3 1 3 . .. 1, . .
Ana: Fiz Rt O , €ra o saco, o que havia no inicio, e S €eoque elas tinham comido!

Professora: Podemos subtrair fragbes com denominadores diferentes?
Ana: Ndo, porque séo coisas diferentes!

[..]
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Ana: E que aqui (%), € como se as partes fossem mais pequenas porque tinha mais divisbes

. 1 ~ . L~ . . .
e aqui (;) sdo maiores porque tem menos divisées, assim, tem mais espago para cada fatia!

Eu tinha feito assim [vezes 3 e vezes 4] mas depois... ndo sei!
(Dialogo entre a professora e uma aluna, 2018)

Ana mostrou nao estar confiante com a sua resoluc¢ao inicial, porém, fez uma analise
adequada das fra¢des envolvidas na operagao.
Nuno (figura 4) tentou resolver a questdo através de uma representagao pictorica.

Representou um quadrado dividido em quatro partes iguais, riscando uma delas. De

seguida, interpretou a fragcao % como a quantidade que cada pessoa comeu: “um rebugado,

de um total de trés rebucados.” Assim, em cada subdivisdo do quadrado representou §

desenhando trés circulos e sombreando um. Referiu que foram deixados seis rebucados,
o total de circulos ndo sombreados.

De um modo geral, os alunos mostraram um progresso a nivel da sua compreensao
desta operagdo. Na sua maioria, ndo sentiram necessidade de recorrer a modelos,
utilizando corretamente o algoritmo como estratégia de resolugdo e compreendendo o seu
significado. Mostraram ainda familiaridade com a equivaléncia de fragdes, o significado do
denominador e a conversao entre representagdes, um dos aspetos abordados durante a

experiéncia de ensino.

™, ! :
R OULeTIvm_ 6 by din

Figura 4: Resolucdo de Nuno de uma tarefa de subtracao de fragbes
(Fonte: dados da pesquisa)

Multiplicagé&o. A multiplicag&o foi apresentada aos alunos com o significado “relagao

multiplicativa”, através do problema: “Para a decoragcdo de um dos bolos, a Maria colocou
pepitas de chocolate em % do bolo e coco ralado em g da parte que tinha as pepitas de

chocolate. Que fragdo de todo o bolo tem ambas as decoragdes?” Para resolver esta
questado, David multiplicou as duas fragdes, embora tenha trocado a ordem dos fatores,

apresentando o resultado na forma irredutivel. Justificou que “a Maria deitou coco ralado
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em cima das pepitas, por isso, era na parte que ja estava sombreada! [...] fiz vezes, porque

€ uma parte de outra!” A seguir, analisou o resultado “se s6 comemos uma parte de metade,
5 4 . . 1 . .
porque - € metade, tem de dar uma parte ainda mais pequena, acho eu! E 5 € mais

pequeno que metade, por isso, acho que esta bem!”. Nara (figura 5) realizou uma
subtracao, tendo cometido diversos erros a nivel procedimental e concetual. Durante a

entrevista, contudo, referiu “eu pensava que o coco tiravamos do chocolate! Mas néo... foi

nesta parte [%]! Acho que nao tinhamos que tirar! Era de vezes, para dar o bocadinho que

tem os dois!”
w
4 S 6% ite_go 4
' — =2, =S o s
i) ST

.‘r ._-.l {j?'j ‘%-1:. T — a-—q__

e 5O
| ‘3‘ 30 3"

Figura 5: Resolugao de Nara de uma tarefa de multiplicagédo de fragdes
(Fonte: dados da pesquisa)

Nuno tentou usar um modelo circular para a resolugédo da questéo, no entanto, sendo
a ultima questao do teste, referiu ndo ter tido tempo, apresentando uma resolu¢cao que sabia
estar incorreta. Durante a entrevista, foi-lhe dada oportunidade para resolver a questao:

. . . . . 2
Nuno: Eu tinha de fazer dez fatias e pintar cinco e, depois, era 3 ¢om coco...

, . . 2
Investigadora: Onde é que poderias sombrear esses 5?

(..

Investigadora: Néo te esquegas que o0 coco era na parte que tinha as pepitas de chocolate!
Nuno: Ah, pois é! Acho que tinha de dividir esta parte [%] para pér a outra em cima, porque

é de! E depois era uma conta de vezes!
(Dialogo entre a professora e um aluno, 2018)

Nuno mostrou alguma compreensao do significado relagdo multiplicativa da
multiplicagdo, embora tenha tido ajuda da professora para perceber o significado de “uma

parte de outra”.

Ana (figura 6) também recorreu a um modelo circular no qual tentou representar %
na parte ndo sombreada. Verificando que o sombreamento n&o correspondia a metade da
figura, fez uma segunda tentativa. Ao representar g nessa metade (lado direito), Ana efetuou

as divisbes na horizontal, ndo conseguindo chegar a uma solugédo. Estes resultados

mostram alguma dificuldade associada a compreensao deste significado da multiplicagéo,
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anteriormente desconhecido dos alunos. Determinar uma parte de outra ou subdividir
modelos circulares pode causar algumas dificuldades nos alunos e limitacbes nas suas
resolugdes, demonstrando a falta de familiaridade destes alunos com atividades desta

natureza.

Figura 6: Resolugdo de Ana de uma tarefa de multiplicagéo de fragdes
(Fonte: dados da pesquisa)

Divisgo. A divisao, com o significado de medida, surgiu no problema “A Maria esta a

. ;. . ~ 1 ’ '
fazer bolos para o aniversario da irma. Ela tem 21 kg de agucar e cada receita de bolo de

chocolate leva % kg deste ingrediente. Quantas receitas de bolo de chocolate pode fazer?

Apresenta o resultado na forma de fragcdo simplificada.” David e Nara tiveram um

desempenho positivo nesta questdo, usando o algoritmo do denominador comum, que

. . . C . p . 1 .
mostraram compreender. David referiu “aqui eu dividi para ver quanto é que isto (g) cabia

”

em 2% e deu este resultado, por isso, pode fazer 18 bolos! [...] %cabe 18 vezes aqui [2%].

Nara teve um desempenho igualmente correto, porém, ndo deu como resposta o numerador

da fragao obtida (18), resultante da divisdo das quantidades. Em vez disso, arranjou uma

o . 36 . . R
fracdo equivalente, - que indicou como resposta. Durante a entrevista, referiu “vamos

fazendo grupos de % com a quantidade inicial para ver quantos podemos fazer! Sao 18

grupos!” A aluna acrescentou ainda “vamos retirando sempre esta quantidade”,
estabelecendo uma relagao entre este significado da divisao e a realizagdo de subtracdes
sucessivas. Nao conseguiu justificar a fragdo equivalente obtida. Justificaram o uso deste

algoritmo da seguinte forma: “as partes ndo eram iguais e tinham de ser” (Nara) ou “s6
podemos arranjar grupos de % qguando as outras partes também sao oitavos” (David). Ana

(figura 7a), porém, adicionou as quantidades (“ela queria fazer um bolo com essa

quantidade toda, por isso, fiz mais!”) e ndo simplificou corretamente o resultado obtido.
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Figura 7: Resolugdes de Ana e de Nuno de uma tarefa de divisdo de fragdes
(Fonte: dados da pesquisa)

Nuno (figura 7b) utilizou o algoritmo do denominador comum, explorado durante a
experiéncia de ensino, contudo, trocou o dividendo com o divisor (%: ?) pelo que, perante

aimpossibilidade de dividir 1 por 18, inverteu a operacéao. O resultado obtido, % simplificou,

obtendo 3. Durante a entrevista, explicou “acho que tinha de ser ao contrario! E a quantidade
total que dividimos pelo que leva cada bolo!” Questionado relativamente a resposta que
indicou (18 receitas), referiu que “aqui as partes ja estao iguais! Se eu tirasse o0 8... da 18
a dividir por 1, que da 18!” O aluno compreendeu a necessidade de obter denominadores
comuns e o facto de dividir apenas os numeradores, uma vez que as unidades eram as
mesmas (oitavos) embora o tenha feito de forma invertida. Este problema mostrou estar ao
alcance da maioria dos alunos, que compreenderam o significado de medida desta
operagao e superaram o mal-entendido de que a divisao “diminui sempre”, pois dividiram

para obter uma quantidade maior.

6 DISCUSSAO

Antes da experiéncia de ensino, os conhecimentos demonstrados pelos alunos
relativamente as operagdes de adicao e subtragao de fragdes, a nivel da sua compreensao
concetual e procedimental, eram muito precarios. As suas resolugcbes e respetivas
justificagdes permitem perceber lacunas no seu sentido de numero racional (Lewis & Perry,
2014) e sentido de operacgéao (Huinker, 2012). Relativamente ao sentido de numero racional,
quando adicionaram e subtrairam numeradores e denominadores de forma independente,
demonstraram a incompreensao de que uma fragdo representa um numero. A mesma

incompreensdo foi demonstrada quando estes alunos ndo conseguiram interpretar os

~ 5 k.~ . . .
resultados destas operagdes, nomeadamente o (“n&o sei se fizeram 5 ou se fizeram 11
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quilémetros!”, Ana) e g (“entao, é 0! Mas como tem aqui este 3... Nao sei!”, Nara). Também

a divisdo do total de quilometros pelos denominadores das fragdes, ignorando os
numeradores, evidencia esta incompreensdo. Conhecer a grandeza das fragdes também

nao esteve ao alcance destes alunos quando indicaram que a fracdo que representa maior
. , , . ~ . wr 2
quantidade é aquela em que os numeros envolvidos sdo maiores, por exemplo, “[ cea

maior porque] é a que tem numeros maiores, por causa aqui do 6” (Nara). Incompreensdes
relativas ao significado do denominador também foram evidentes em diversas situagdes: (i)
ao aplicar a operacédo a numeradores e denominadores, 0 aluno ndo compreende que esta
a operar com unidades diferentes; e (ii) estimar a grandeza de uma fragdo com base na
grandeza dos numeros envolvidos (individualmente).

No inicio do estudo, o sentido de operagdo (Huinker, 2012) destes alunos também
apresentava inconsisténcias em diversos aspetos. Apesar de compreenderem a adigao
como “juntar quantidades”, mesmo que nao tivessem realizado corretamente a operacgao,
nem todos os alunos associaram a expressao “qual a diferenga” a operacao de subtracéao,
mostrando nao reconhecer situagdes da vida real para as diferentes situagdes. Estes dados
corroboram a afirmacgao de Cramer et al. (2009), de que a operacao de subtracdo é mais
dificil de identificar do que a adicdo. Uma das razdes para esta dificuldade pode ser o facto
de o enunciado nao especificar que se pretendia determinar quais as fragbes que
representavam uma quantidade maior e uma quantidade menor e, posteriormente, retirar a
segunda quantidade da primeira, tendo os alunos acabado por se basear no numero de
quilébmetros para determinar essa diferenca. Nas resolu¢des dos alunos néo se observou
conhecimento relativo a modelos para representar as operagdes, a excegao de Ana que,
no entanto, n&o o fez corretamente, originando conclusdes erradas. Conhecer os efeitos
das operagdes nos numeros e refletir sobre os resultados obtidos é fundamental no sentido

de operacdo, porém, também nao se verificou nestas resolugbes. A interpretacdo do
5 4 . N . 1 . . 2 .
resultado € exemplo disso. Se, a quantidade > adicionamos 3 que representa mais de

metade, ndo poderemos obter um resultado inferior a metade. Esta compreens&o néo foi
alcancada pelos alunos. De um modo geral, estes alunos nao atribuiam significado aos
simbolos e a linguagem matematica formal. Importa, no entanto, salientar uma componente

associada ao sentido de operagao demonstrada por Nuno, nomeadamente a tradugéao entre
modos de representagao “[%] é equivalente a 100%, que equivale aos 6 quildmetros, que é

o percurso todo”.
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Ap0ds a experiéncia de ensino, o desempenho dos alunos na adi¢ao e subtracao de
fracdes foi mais positivo, embora ainda tenha persistido alguma dificuldade na subtracao
(em Ana e Nuno). Relativamente ao sentido de numero racional, estes alunos deixaram de
aplicar a operagao a numeradores e denominadores, passando a compreender cada fragao
como um numero, bem como a necessidade de obter denominadores iguais (“como as
partes que juntamos ndo sdo do mesmo tamanho, temos que por iguais. Depois é que

podemos juntar!”, Nara). Também mostraram compreensao do significado do denominador
4

_ 3 ~ . , , L e e g
ao referir “em s as partes sdo maiores porque a figura sé esta dividida em 5 partes e em n

sao mais pequenas porque a unidade tinha de se dividir em 10 partes e isso dava partes

muito pequeninas!” (Nara) ou “somei as partes todas, em cima, e deixei o de baixo, que diz
o tamanho das partes que estao aqui!” (Ana). A justificagao “[g] € sete bocadinhos de %

fornecida por David, evidencia igualmente compreensao da grandeza de uma fragéo. Este

aluno refletiu uma importante compreensao de fracdo que vai além da sua interpretagao
~ ~ . ~ ~ 1
como relacédo parte-todo, mostrando compreender a acao de iteracdo da fracao - para

produzir o todo, o que esta associado a uma conce¢ao de medida, que, para Wilkins e
Norton (2018), representa um progresso na sua compreensao de fracao.

Quanto ao sentido de operacéo, estes alunos perceberam os diferentes significados
das operagdes e também mostraram compreensao da conversao entre representagdes,

quando referiram: “trés quartos, que ndo chega a um quilo de rebugados. E... 75%!” (Nara)
ou “se a gente puser isto aqui [1—3] com virgula, da um virgula... quatro” (Nuno). A verificagao

da razoabilidade dos resultados obtidos nas operacdes, que anteriormente ndo ocorria,
passou a estar presente: “acho que ¢é isso porque, se o percurso fosse 10 quildbmetros, este
aqui fez logo 6. Estes é que fizeram s6 4!” (Nara). As justificagbes dos alunos demonstram
ainda compreensao de que as fragdes podem representar quantidades maiores que um.
Apenas Ana e Nuno mostraram algumas incompreensdes no problema de subtragédo. Ana
identificou e realizou corretamente a subtragao, no entanto, possivelmente por nao se sentir
segura com a sua primeira tentativa de resolugédo, regressou a estratégia de subtrair
numeradores e denominadores. O facto de os denominadores ndo serem multiplos podera
ter dificultado o seu desempenho pois na adi¢cao este foi bastante positivo. Contudo, a aluna

demonstrou uma importante compreensao associada ao significado do denominador: “Aqui
3\ ~ . . . L~ .1 ~
(Z) € como se as partes fossem mais pequenas porque tinha mais divisbes e aqui (5) sao

maiores porque tem menos divisdes, assim, tem mais espago para cada fatia!” Nuno

Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Florianépolis, v. 17, p. 01-22, jan./dez., 2022 17
Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2020.e82069



https://doi.org/10.5007/1981-1322.2020.e82069

também demonstrou dificuldade nesta operagao, possivelmente devido a forma como
. 1 A . . , .
encarou a quantidade 3 (uma parte de trés), considerando unidades continuas e discretas

na sua resolucdo. No entanto, demonstrou a importadncia da modelacido como auxilio ao
raciocinio, durante a resolugado de um problema.

Na multiplicacdo de fragdes, o desempenho dos alunos foi variado, contudo, em
termos gerais, acabaram por compreender o significado de “obter uma parte de outra”.
Segundo Greer (1992), o significado “grupos equivalentes” para a multiplicagdo, que os
alunos estdo mais habituados, ndo |hes permite associar o contexto “tirar uma parte de
outra” a esta operacao, acabando por encarar como “retirar”. No caso de Ana, embora o
particionamento de uma das metades obtidas nao tivesse sido realizado corretamente, a

aluna mostrou alguma compreenséo deste significado da multiplicagédo, ao tentar encontrar
. 2 . e .
a quantidade ; ha quantidade inicial. Possivelmente, num modelo retangular, o seu

desempenho teria sido mais positivo. David, por seu lado, foi bem-sucedido nesta questao,
demonstrando compreensao deste significado da multiplicacdo ja que multiplicou para
encontrar uma parte de outra. Contudo, alterou a ordem dos fatores na sua expressao,
seguindo a ordem do enunciado, cometendo um erro frequente na multiplicacdo de duas
fracdes (Johanning, 2017). De um modo geral, estes alunos evidenciaram sentido de
numero racional ao compreenderem uma fragdo como um numero, ao atribuirem significado
ao denominador, ao compreenderem a unidade e a grandeza das fragbes. Quanto ao
sentido de operacao, estes alunos perceberam os diferentes significados para as operagdes
(“era de vezes, para dar o bocadinho que tem os dois!”, Nara) e compreenderam o efeito
das operagdes nos numeros (“se sé comemos uma parte de metade, tem de dar uma parte
ainda mais pequena, David).

Na operacao de divisdo de fragdes, estes alunos compreenderam uma fragdo como

um numero ou uma quantidade e o significado do denominador (“s6 podemos arranjar
1 . ~ . ” . . . .
grupos de 5 quando as outras partes também sao oitavos”, David), evidenciando sentido de

numero racional. Quanto ao sentido de operacao, estes alunos associaram a operagao ao
respetivo contexto embora, em algumas situagbes, o tivessem feito apenas durante a

entrevista, tal como na multiplicagdo. Mostraram compreender os diferentes significados

das operacgdes (“aqui eu dividi para ver quanto é que isto (%) cabia em 2%, David; ou “vamos
fazendo grupos de % com a quantidade inicial para ver quantos podemos fazer! Sao 18

grupos!”’, Nara). Isto mostra compreensao da relagao entre dividendo, divisor e quociente,
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fundamental para o sucesso dos alunos nas operagdes (Post, Harel, Behr & Lesh, 1991).
Também compreenderam a relagéo entre as operagdes (“‘vamos retirando sempre esta
quantidade”, Nara), estabelecendo uma relagéo entre este significado da divisédo e a

realizacdo de subtragdes sucessivas. Por fim, analisaram adequadamente a razoabilidade
dos resultados ao referirem: “pode fazer 18 bolos! [...] % cabe 18 vezes aqui [2%]” (David).

Apesar de Nuno ter trocado a ordem das fragdes, tentou corrigir este erro, ao indicar “E a
quantidade total que dividimos pelo que leva cada bolo!” O aluno compreendeu a
necessidade de obter denominadores comuns e o facto de dividir apenas os numeradores,
uma vez que as unidades ja eram as mesmas (oitavos) embora o tenha feito de forma
invertida. Quanto a Ana, teve um desempenho menos positivo, mostrando dificuldade com

diferentes significados para as operagoes.

7 CONCLUSAO

Um dos principais aspetos da abordagem seguida neste estudo diz respeito aos
significados da multiplicagao e da diviséo utilizados. Optamos pelos significados de “relagao
multiplicativa” para a multiplicacao e “medida” para a divisdo, o0 que mostrou ser uma mais-
valia para os alunos superarem os mal-entendidos usuais nestas operacgdes. A maioria dos
alunos utilizou a divisdo para obter um “resultado maior” e a multiplicagdo para obter um
“resultado menor”. Na divisdo de fragdes, o contexto de medida forneceu um importante
suporte para a sua compreensao, usando a abordagem do denominador comum. A forma
como David, apds a experiéncia de ensino, interpretou o resultado da adicdo, mostra
igualmente a importancia de um esquema de medi¢do na compreensao do conceito de
fracdo, pelo que seria importante envolver os alunos em tarefas que requerem iteracédo de
fracdes unitarias que, posteriormente, se generaliza a fragdes préprias. De modo geral, a
interpretacdo dos enunciados dos problemas, semelhantes em ambos os momentos, sofreu
uma melhoria significativa. As resolugdes sem sentido destes alunos, designadamente os
modelos construidos incorretamente e os algoritmos errados e sem compreensao, deram
lugar a uma compreensao concetual, evidenciada pelas suas resolugdes e justificagdes.

A multiplicagao e a divisdo constituem conceitos complexos, novos no 5.° ano, pelo
que os alunos tiveram o primeiro contacto com estas operacbes apenas durante a

experiéncia de ensino. Isso podera constituir uma possivel razdo para as dificuldades
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verificadas. Contudo, a operagédo de divisdo registou resultados favoraveis e os alunos
demonstraram uma compreensao flexivel da relagdo entre dividendo, divisor e quociente.
Estes resultados permitem ainda constatar a viabilidade do uso de modelos para a
compreensao concetual das fragbes e das operagdes com fragdes, como sugerido por
Cramer et al. (2009), bem como para o desenvolvimento do sentido de numero racional e
sentido de operacao, tendo sido diversas as situagdes em que estes alunos estabeleceram
relacbes com o processo de modelar. Passaram a associar as agdes realizadas aos
simbolos, construindo eles proprios os algoritmos para as operagdes, e desenvolvendo
compreensao concetual de cada uma das suas etapas. Ideias e conceitos que antes eram
demasiado abstratos, tornaram-se mais acessiveis a sua compreensao. E de referir que, a
justificacdo “temos que por [as partes] iguais” (Nara), na adigdo e subtracdo, ou o facto
destes alunos procurarem sombrear uma parte sobre outra, na multiplicagao, evidenciam
uma forte relacdo entre algoritmos e modelos. Também a analise dos resultados obtidos
evidenciou uma associagao com o uso de modelos, nomeadamente por David na divisao
de fragbes. Os contextos de resolucdo de problemas desempenharam um papel
fundamental, permitindo aos alunos explorar ideias e, principalmente, raciocinar sobre as
situagdes, atribuindo significado as operagdes neles implicitas, como referem Mclintosh et
al. (1992). Os resultados aqui apresentados mostram que estes alunos estdo a construir o
seu sentido de numero racional e o seu sentido de operacgao, ainda que de forma gradual.
Abrem, ainda, caminho para futuras investigagbes acerca do modo como os alunos
vinculam as representagdes (modelos) a simbolos matematicos. Uma vez que os métodos
numeéricos sao rapidos e eficazes, quando esses métodos sdo desenvolvidos através da
modelagao e raciocinio, os alunos tém uma maior oportunidade de compreender porqué e

como eles funcionam, bem como quando sao apropriados para usar.
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