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RESUMO

Neste artigo, investigamos como alunos de distintas etapas do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul produzem e percebem argumenta¢cées matematicas quando inseridos em um ambiente de
reflexdo em grupo. Os dados foram coletados em uma oficina oferecida a esses discentes, intitulada Critérios de
Divisibilidade na Escola: Um Trabalho de Reflexdo em Grupo. Para a anadlise dos dados, adaptamos para grupos, a
metodologia de analise (individual) proposta por Andreas Stylianides e Gabriel Stylianides (2009) denominada Reasoning-
and-Proving. Foram constatadas, nos grupos, divergéncias de percep¢bes no que diz respeito a um argumento ser valido
ou nao, ou seja, se constitui ou ndo uma prova. A experiéncia oportunizou aos sujeitos da pesquisa uma sensibilizagao
sobre aspectos matematicos de uma demonstracéo e suas potencialidades pedagodgicas.

Palavras-chave: Demonstragdo, Critérios De Divisibilidade, Pensamento Matematico, Reflexdo Em Grupo, Raciocinio-E-
Prova

ABSTRACT

In this article, we investigate how students of different levels of the preservice teachers course in Mathematics from the
Federal University of Rio Grande do Sul, Brazil, produce and perceive mathematical arguments in a group reflection
environment. The data were collected in a workshop offered to these students, entitled Division Criterias in School: A group
reflection work. For data analysis, we adapted, for groups, the (individual) analysis methodology proposed by Andreas
Stylianides and Gabriel Stylianides (2009) called Reasoning-and-Proving. Differences in perceptions were found in the
groups regarding whether an argument is valid or not, that is, whether or not it constitutes a proof. The experience provided
the research participants with an awareness of the mathematical aspects of a proof and its pedagogical potentialities.
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1 INTRODUGAO

Estamos efetivamente ensinando matematica quando estimulamos o estudante a
praticar o pensamento matematico.

[...] pensamento matematico nao se refere a pensar sobre o contetido da Matematica;
refere-se, sim, a um estilo de pensar que vem em funcao de operagdes particulares,
processos e dinamicas reconhecidamente matematicas. (Burton, 1984, p. 35,
traducgao das autoras)

Embora ndo haja uma unanimidade na definicdo de pensamento matematico, ha
uma convergéncia de que ele esta intimamente ligado a demonstragao (Balacheff (1987),
Stylianides (2009), Burton (1984)). Neste texto, consideramos que o pensamento
matematico engloba ndo apenas demonstrar, mas também identificar padrées, conceituar,
definir, testar para intuir, intuir, conjecturar, modelar, generalizar, particularizar. Assim, para
que se desenvolva o pensamento matematico e se adquira uma nog¢ao do que é
efetivamente a Matematica, € necessario que se compreenda e saiba construir algumas
demonstragdes ou provas (termos que, neste texto, sdo utilizados como sinébnimos).

Acreditamos que, para desenvolver o pensamento matematico de forma completa
com os estudantes na Educacao Basica, seria importante trabalhar-se com demonstragdes
desde os anos iniciais de escolarizagdo. No entanto, pesquisadores ressaltam que, na
maioria das salas de aula, a prova em argumentagdes de professores, de alunos e de livros
didaticos é tratada como mera formalidade ou cumprimento de um protocolo ou, ainda,
como uma parte da Matematica que nao necessita de visibilidade na Educacao Basica
(Hanna (2000), Stylianides (2008)).

Concordamos com os pesquisadores que defendem a Vvalorizagdo de
demonstragdes no ensino e aprendizagem de Matematica, tais como (Hanna (1990), Harel
e Sowder (1998), Stylianides (2007)), pois, além de serem fundamentais ao pensamento
matematico, elas podem auxiliar no ensino e aprendizado dessa ciéncia. Acreditamos que,
enfatizando aos futuros professores a relevancia da demonstracdo no ensino da
Matematica e incentivando-os a adota-la também como recurso didatico em suas salas de
aula, pode-se contribuir para uma mudanca do atual cenario da demonstragdo na Educacao
Basica. Para isso, julgamos ser relevante inicialmente procurar compreender como futuros
professores a percebem. Sendo assim, neste artigo, buscamos investigar:

Como alunos de um curso de Licenciatura em Matematica percebem argumentagbes

e demonstragbes inseridas em um ambiente de reflexdo em grupo?
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A importancia de investigar como licenciandos percebem uma demonstragéo €
ressaltada por Stylianides (2008) quando este coloca que as eventuais divergéncias entre
as percepcdes sobre demonstracdo podem também mostrar caminhos que oportunizem
discutir (em cursos de Licenciatura, por exemplo) aspectos pedagdgicos e matematicos
sobre demonstracao.

Como metodologia, escolhemos a reflexdo em grupo para oportunizar discussdées
enriquecidas pelos diferentes pontos de vista. Além disso, na constru¢do em grupo de
alguma demonstracao para uma dada afirmagdo matematica, o sujeito precisa expressar
oralmente suas ideias aos demais, ficando motivado, por sua autocritica ou pelo
questionamento de outro sujeito, a aperfeicoar o seu argumento e a aprimorar sua
percepcao sobre o que constitui e contém uma demonstracao.

Os dados para a pesquisa foram coletados durante a oficina intitulada Critérios de
Divisibilidade na Escola: Um Trabalho de Reflexdo em Grupo oferecida na XIV Semana
Académica da Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul em 2019. A
metodologia da oficina é apresentada na Sec¢&o 2. A analise dos dados (construgbes de
provas de licenciandos em Matematica e suas respectivas percepcdes sobre tais
producdes) inspirou-se na metodologia Reasoning and Proof (RP) de Gabriel Stylianides e
Andreas Stylianides e é detalhada na Sec¢ao 3. Cabe ressaltar que, devido a dindmica de
grupo da oficina, foram necessarias, para a analise das produgdes, uma adequagao e uma
ampliagao das categorias consideradas no RP que sdo apresentadas na Seg¢ao 4. Um breve
relato da oficina e a analise de suas atividades sdo apresentados na Se¢ao 5.

Nas consideragdes finais, sao relatadas reflexdes sobre essa experiéncia, bem como

limitagdes da pesquisa realizada e caminhos para futuros trabalhos nessa direcao.

2 REFLEXAO EM GRUPO

O termo ‘“reflexdo”, como processo, tem sido empregado frequentemente nas
pesquisas sobre formagao de professores. Segundo Dewey (1959, apud Pivetta e Isaia,
2014, p.4) “O pensamento reflexivo envolve necessariamente um estado de imprecisao, de
hesitacao, de perplexidade e até mesmo de dificuldade, o que origina o ato de pensar”.

O processo reflexivo pode ser abordado de varias formas. Por exemplo, no que diz
respeito a uma reflexao individual, Dewey (1959) aponta que essa ocorre quando o sujeito,

frente a um problema real, necessita resolvé-lo de maneira racional. Pinto (2000), ao
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abordar a reflexao sobre o erro, destaca que “O erro, quando submetido a reflexdo, podera
desencadear um questionamento de todo o processo de ensino e transformar-se em uma
estratégia didatica inovadora, pela possibilidade que oferece ao professor de ampliar seus
saberes e, com isso, seu ensino” (Pinto, 2000, p. 24). As pesquisas de Carraro e Andrade
(2011); Pivetta e Isaia (2014); Simao et al. (2009) focam na pratica reflexiva coletiva em um
espaco onde os professores compartilham suas experiéncias de sala de aula, com o intuito
de motiva-los a reconstruir, desconstruir e [res]significar seu papel enquanto educadores,
transformando a pratica pedagogica em aprendizagem docente reflexiva.

A comunicagao fluida, livre e espontdnea em contextos grupais contribui para
aumentar a coesao de pensamento e agao. Além disso, pensamentos divergentes podem
‘ensejar polémica, debate, discusséo, trazendo outras contribuicbes que, servindo de
contraponto, apresentam alternativas que revigoram as decisdes, oportunizando maior
consisténcia nas conclusdes” (Marques, 2009, p.146).

Atividades propostas em contextos grupais podem gerar uma aprendizagem
colaborativa que é construida por meio de discussdes emergentes de pontos de vista
diferentes, contribuindo substancialmente para uma resolugdo mais légica e harmdnica,
onde todos sao parte do processo e possuem seus interesses supridos. Por exemplo, em
Mathias, Doering e Ripoll (2020) é relatado que a troca de experiéncia e as diferentes visdes
foram enriquecedoras a todos os envolvidos (professores da Escola Basica), corroborando
a posicao defendida por Marques (2009).

O presente trabalho foca na reflexdo em grupo, precedida naturalmente por uma

reflexdo individual e finalizada por meio de uma plenaria.

3 RACIOCINIO-E-PROVA NA CONSTRUCAO DO PENSAMENTO
MATEMATICO

Neste texto, bem como na oficina em que os dados para esta pesquisa foram
coletados, € utilizado como conceito de demonstragao para uma afirmagao matematica todo
conjunto de argumentos capazes de estabelecer a veracidade dessa afirmagao em todos
0s possiveis casos por ela contemplados. Por exemplo, uma prova do tipo direta de uma
afirmacao expressa na forma de implicacao (se...entdo..., ou seja, se for verdade que...
entéo é verdade que....) consiste de uma sequéncia finita de afirmagdes, de modo que a

primeira delas (chamada hipotese) € suposta verdadeira e cada uma das afirmagoes
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seguintes é derivada de afirmacgdes anteriores ou de outras ja demonstradas verdadeiras,
sendo a ultima afirmagao aquela que queriamos provar (chamada tese). (Ripoll; Ripoll;
Silveira, 2011)

Leron (1983), Movshovitz-Hadar (1988), Balacheff (1987), Stylianides e Stylianides
(2009), entre outros, sugerem que sejam levadas todas as etapas do pensamento
matematico para a sala de aula, seja da Escola, seja da Universidade, incluindo a
demonstragdo. E, no que diz respeito a esta ultima, Hanna (1995) sugere que o docente
questione seus alunos sobre a validade de afirmag¢des matematicas, incentivando o debate
entre eles, passando pela heuristica, pela conjectura, partindo de métodos nao formais e
estimulando a reestruturacdo dos argumentos, até chegar, sempre que possivel, a uma
prova.

A construgdo do conhecimento sobre demonstragdes proposta por Hanna (1995)
para a Escola Basica assemelha-se ao processo de gerar novos conhecimentos na
Matematica em todos os niveis, incluindo o da pesquisa em Matematica — processo que,
conforme ressalta Stylianides (2008), leva em consideragao a organizagao e a codificagéo
de um padréo, a formulagao de uma conjectura, o teste da conjectura com novas evidéncias
culminando em uma eventual revisdo da mesma. E, como ultima etapa, tem-se o
desenvolvimento de uma prova da conjectura original ou da reformulada.

Stylianides (2009) denomina Reasoning-and-Proving (RP) as abordagens que
oportunizam competéncias de raciocinio e de prova, ou seja, que geram possibilidades para
que os alunos possam experienciar todas as etapas da constru¢cdo do conhecimento
matematico. Assim, o RP coloca a prova em destaque no ensino de Matematica, incluindo-
se aqui a Escola Basica e os cursos de Licenciatura em Matematica e de Pedagogia, nesses
ultimos contribuindo para a formacéao de profissionais que poderao, futuramente, incentivar
seus futuros alunos a construirem demonstracoes.

Para Stylianides (2009), € essencial, no uso do RP, uma analise constante do
desenvolvimento dos alunos nas abordagens utilizadas. Para isso, propde duas
componentes a serem analisadas: a Componente Matematica e a Componente
Pedagodgica. Ambas referem-se a uma observacao feita pelo docente; no entanto, a
primeira tem como objetivo verificar o rigor matematico nas argumentagées de cada
discente; na segunda, o docente deve observar a analise do discente sobre suas proprias
construgbes e argumentacdes: por exemplo, se o discente considera que essas ja
constituem uma demonstragao, se constituem apenas parte de uma demonstragao, se

todos os argumentos sao validos.
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Stylianides (2008) ressalta a relevancia tanto da Componente Pedagdégica como da
Componente Matematica, visto que eventuais discrepancias emergentes da comparagao
entre elas podem auxiliar na identificacdo de possiveis focos de acéo para os professores,
objetivando aprimorar a compreensdo de seus alunos sobre determinado conteudo
matematico. Em Stylianides e Stylianides (2009) sdo analisadas as Componentes
Matematica e Pedagdgica, utilizando categorias para codificar as construgdes individuais

dos alunos (Figura 1).

Componente Matematica

(docente)

L1-0 aluno classificou sua
M1-Prova construcdio como prova

M2-Argumento geral vélido, L2-0 aluno classificou sua
——  mas que nédo constitui uma construgdo como argumentacéo
prova mista
. . L3-0 aluno classificou sua
M3-Tentativa malsucedida de S e

um argumento geral valido o
g g empirico

L M4-Argumento empirico

——  M5-Argumento néo genuino

Figura 1: Categorias relativas as argumentagdes segundo Stylianides, Stylianides (2009, p. 245)
Fonte: Construgao das autoras

As categorias da Componente Matematica abrangem argumentos em nivel
decrescente de sofisticagdo matematica. A seguir, apresentamos a descrigdo dada pelos
autores de cada categoria, acrescida de exemplos por nés elaborados, todos eles referindo-
se a argumentagdes para a afirmacgao:

A soma de dois numeros impares & sempre um numero par. (*)

Categoria M1: Prova

Nesta categoria, a argumentacéo elaborada pelo estudante € baseada nas regras de
deducdo matematica, e cada etapa de deducado é devidamente justificada. As afirmagdes
apresentadas, além de corretas, estdo devidamente justificadas e cobrem todos os casos
contemplados pela afirmacao a ser provada, constituindo, assim, uma demonstracao para
a mesma.

Levando em consideragao o nivel de maturidade matematica de um estudante do
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primeiro ano de Licenciatura em Matematica, exemplificamos a categoria M1.
Exemplo 1- Demonstragao para (*) esperada de um licenciando em Matematica:
Todo numero natural par é da forma 2n e todo numero natural impar é da forma
2n + 1, sendo n um numero natural. Simbolicamente, queremos demonstrar que, dados a,
b numeros naturais, (2a+1) + (2b+1) = 2¢, sendo ¢ um numero natural a ser determinado.
Partindo da adigdo (2a + 1) + (2b + 1) e utilizando as propriedades associativa e

comutativa da adigcdo de numeros naturais, podemos escrever
(2a+ 1)+ 2b+ 1)=Qa+2b)+ (1+1)=(2a +2b) +2=2a +2b + 2.
Pela propriedade distributiva da multiplicagédo em relagéo a adigcéo, temos
2a+2b+2=2(a+ b+ 1).
Como (a + b + 1) é a soma de trés numeros naturais, ela é também um nimero
natural. Assim, tomando c =a + b + 1 temos que (2a + 1)+ (2b + 1) =2c¢, e ¢ é um numero

natural, portanto, pela definicdo de numero par, 2a + 1) + (2b + 1) é um numero par.

Categoria M2: argumento geral valido, mas que nao constitui uma prova para a afirmagéao
em consideragéo.

Nessa categoria, o argumento do estudante também é baseado em deducgéao
matematica correta, entretanto ndo constitui uma demonstracdo para a afirmacédo em
consideragao porque, por exemplo: faltam justificativas que apoiem as dedugbes
matematicas apresentadas; ndo estdo contemplados todos os possiveis casos abarcados
na hipotese da afirmacédo (ver Exemplo 2); a afirmagdo em questdo estabelece uma
equivaléncia, porém so foi apresentada a demonstracdo de uma das implicagbes que a
compoem.

Exemplo 2- O argumento de um estudante para (*) tratando apenas da soma de dois
numeros impares iguais:

Vamos demonstrar que (2a+1) + (2a+1) = 2b, sendo a um nimero natural dado e b
um numero natural a determinar. Usando as propriedades associativa, comutativa e
distributiva da multiplicagdo em relagdo a adigdo, temos

2at)+ 2atl)=Ra+2a)y+(1+1)=4a+2=22a+ 1).

O ndmero (2a + 1) é natural, pois é a soma dos numeros naturais 2a e 1. Entéo,

definindo b = (2a + 1), temos que 2(2a + 1) = 2b e b é um numero natural; portanto, pela

definicdo de numero par, 2a + 1) + (2a + 1) é um numero par.
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Categoria M3: tentativa malsucedida de um argumento geral valido.

Nessa categoria, 0 aluno, ao tentar demonstrar a sentenga dada, faz uso, em sua
construgao, de argumentos gerais invalidos (Exemplo 3) ou argumentos incompletos.
Exemplo 3- O estudante, ao tentar demonstrar que, dados a, b nimeros naturais, existe um
numero natural c tal que (2a + 1) + (2b +1) = 2¢, apresenta um erro ao afirmar, em seu
argumento para (*), que 2a + 2b + 1 + 1 = 6ab:

Ra+1)+@2b+1)=2a+2b+1+1=6ab=2(3ab).

O numero (3ab) é natural, pois é o produto de nimeros naturais. Tomando ¢ = 3ab,

temos que (2a + 1) + (2a + 1) = 2¢, e ¢ é um numero natural; portanto, pela definicdo de

numero par, (2a + 1) + (2b + 1) é um numero par.

Categoria M4: argumento empirico.

Esta categoria engloba argumentos que se apoiam exclusivamente em alguns dos
casos contemplados pela afirmagao, sem dar conta de todos os casos. Ela aproxima-se do
que Balacheff (1987) denomina “empirismo ingénuo” e do que Harel e Sowder (1998),
chamam de “justificativa empirica”.

Exemplo 4- O estudante redige como argumento para (*) a seguinte frase:

A soma de dois numeros impares € par porque, por exemplo, 5 e 7 sGo impares, 5+7
=12 e 12 é, de fato, par: 12 =2 x 6.

Categoria M5: argumento ndo genuino.

Nesta categoria encontram-se argumentagdes irrelevantes ou que evidenciam um
envolvimento minimo do discente com a afirmagdo a ser demonstrada ou, ainda,
argumentos potencialmente relevantes, cuja relevancia, porém, nao foi evidenciada pelo
aluno (Exemplo 5).

Exemplo 5- O estudante redige como argumento uma ideia correta que, no entanto, ndo
constitui uma demonstragao para (*):

A soma de dois numeros pares é sempre um numero par. De fato, quando somamos
dois numeros pares distintos, estamos juntando dois numeros que ja sdo, separadamente,
agrupaveis em duplas. Assim, ao soma-los, estamos apenas juntando duplas completas,

n&o sobrando, portanto, unidade sem par.
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Consideramos o Exemplo 5 potencialmente relevante como argumento para
demonstrar (*). De fato, levando em conta que um ndmero impar € a soma de um numero
par com 1, usando as propriedades comutativa e associativa pode-se reescrever a soma
2a+1)+@2b+1)como2a+2b+1+1=2a+2b+2, e concluir, a partir da argumentagao
desse exemplo, que 2a + 2b + 2 € um ndamero par.

Na Componente Pedagdgica, o discente, apds ter as definigbes de prova e de
argumento empirico elucidadas, deve ponderar a respeito de sua argumentagcdo. As
categorias da Componente Pedagdgica elaboradas por Stylianides e Stylianides (2009)
sao:

Categoria L1: o discente considera a sua construgdo uma prova;

Categoria L2: o discente alega que sua construgao € uma argumentagao mista, isto €, uma
argumentacgao que inclui elementos de prova e argumentos empiricos;

Categoria L3: o discente considera a sua constru¢do um argumento empirico.

Encerramos esta secgao ressaltando que o foco do RP estd no desenvolvimento
individual do aluno. Assim, tendo em vista que a presente pesquisa busca compreender
como os discentes percebem argumentag¢des e demonstragdes inseridos em um ambiente
de reflexdo em grupo, foi necessario adequar tal metodologia de analise para essa situagao,

0 que é explicitado na proxima secgao.

4 METODOLOGIA DA PESQUISA

Para caracterizar como alunos de um curso de Licenciatura em Matematica
percebem argumentagdes e demonstragdes inseridas em um ambiente de reflexdo em
grupo, foram utilizados os dados coletados durante a realizagdo de uma oficina, intitulada
Critérios de Divisibilidade na Escola: Um Trabalho de Reflexdo em Grupo, proposta a
alunos do curso de Licenciatura em Matematica na XIV Semana Académica da Matematica
da Universidade Federal do Rio Grande do Sul. A escolha do tema levou em consideragéao
que critérios de divisibilidade sao abordados tanto no Ensino Fundamental como no curso
de Licenciatura em Matematica. Para participar da oficina, os estudantes deveriam estar
cursando ou ja terem cursado a disciplina correspondente do curso que trata desse assunto,
denominada Fundamentos de Aritmética. A oficina teve duracéo de trés horas e meia, e
contou com a participacdo de 19 alunos de todos os niveis do curso de Licenciatura em

Matematica. Assim, a abordagem adotada foi do tipo qualitativa, uma vez que estamos
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interessadas em descrever a forma como os sujeitos da pesquisa argumentam e como
reagem a argumentagdes de seus pares.

A oficina foi estruturada em dois momentos. Aos participantes, divididos em grupos
com no maximo quatro componentes, foram propostas, no primeiro momento, duas
questdes para serem debatidas:

e Quais sao os critérios de divisibilidade que vocés conhecem?
e Enuncie os critérios que voceé listou na pergunta anterior.

Como fechamento desse momento, seguiu-se uma plenaria que buscou debater as
consideragoes e critérios trazidos pelos grupos.

Como segundo momento, foi distribuido um critério de divisibilidade para cada grupo
e foi proposta a seguinte atividade:

e Demonstre o critério de divisibilidade destinado ao seu grupo.

Duas das pesquisadoras conduziram os trabalhos de forma interativa, enquanto a
terceira dedicou-se exclusivamente a observar como ocorriam as interagcdes dentro dos
grupos, sem qualquer interferéncia sua, e circulando por todos os grupos nos dois
momentos da oficina. A coleta de dados baseou-se tanto nas observagdes das
pesquisadoras que interagiram com os participantes como — e principalmente — nos dados
recolhidos pela pesquisadora observadora e registrados em um caderno de campo. Foram
também utilizadas as respostas escritas entregues pelos grupos, as fotos dos registros no
quadro e os registros das falas individuais nos instantes de plenaria.

A analise dos dados coletados baseou-se na Componente Pedagodgica e na
Componente Matematica propostas por Stylianides e Stylianides (2009), resumidas na
Figura 1. Cabe ressaltar que o foco da pesquisa desses autores esta no desenvolvimento
individual do aluno, a saber, como este evolui na realizagdo e compreensdo de uma
demonstracdo. Ja na construgcdo de uma demonstragdo em grupo, € relevante levar em
consideragao e analisar os argumentos propostos por algum integrante, bem como sua
aceitacao pelo grupo. Além disso, a dindmica oportunizada pelo processo de reflexao da
margem a uma mudanga dos argumentos propostos pelo grupo e consequente
reclassificacdo. Assim, revelou-se necessaria uma adequagao e uma ampliagdo da
categorizacao na Componente Pedagogica.

A adequacgao que propomos buscou entender como os grupos formados articulavam-
se nas resolugdes das atividades da oficina. Por exemplo, se no grupo ha discordancia com
relacdo aos argumentos utilizados, como os integrantes defendem seus argumentos e se 0

grupo identifica as limitagdes de suas proprias justificativas. Assim, para a analise dos
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dados coletados, dividimos a Componente Pedagdgica em duas partes, uma que leva em
conta o desenvolvimento do processo da criagdo de uma prova oportunizada pela reflexao
em grupo e nomeada por nos “Componente Pedagdgica do Desenvolvimento”; outra que
se refere a percepgéo do grupo sobre a produgao textual final e sua apresentagédo em
plenaria, nomeada por nés “Componente Pedagodgica Final” e que segue a mesma
classificagdo apresentada por Stylianides e Stylianides (2009), porém para grupos. As
codificagdes por ndés empregadas na analise da Componente Pedagdgica estao
explicitadas na Figura 2. Ja as codificagdes relativas a Componente Matematica utilizadas

no presente trabalho sdo as mesmas apresentadas na Figura 1.

Desenvolvimento

PD1- O grupo classificou o
argumento como valido

PD2- Argumento vélido apresentado
e considerado invalido por pelo menos
um integrante do grupo

PD3- 0 grupo classificou sua
construgdo como argumento empirico

Final

PF1- O grupo classificou sua
construcéio como prova

PF2- O grupo classificou sua
construcdo como argumentacao mista

PF3- 0 grupo classificou sua
construcéio como argumento empirico

Figura 2: Adaptagdo da Componente Pedagdgica proposta pelas autoras
Fonte: Construgao das autoras

Para a analise dos dados desta pesquisa, utilizamos nao apenas os argumentos
escritos entregues pelos grupos, como também os argumentos orais obtidos nas
observacoes e nas apresentacdes em plenaria. A importancia de levar-se em consideracao
esses dois modos de expressao € salientada por Stylianides, “[...] o uso limitado de métodos
de observacgao e a falta de consideragao dos alunos apresentando suas provas percebidas
oralmente — em conjunto com as provas escritas dos alunos para as mesmas afirmacgoes —
€ uma séria ameaca a validade dos resultados de pesquisa nesta area.” (Stylianides, 2019,
p.177). Mais especificamente, os registros da pesquisadora observadora sobre anotagdes,
falas e interagdes entre os componentes dos grupos no primeiro momento foram utilizados
para a analise da Componente Pedagogica em Desenvolvimento; ja os dados (orais e
escritos) coletados na apresentagdo da construcdo de cada grupo em plenaria foram

considerados na Componente Pedagdgica Final, e para a Componente Matematica, foi
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levada em conta a apresentagdo dos grupos em plenaria, além da produgdo textual

entregue as ministrantes.

5 ANALISE DAS CONSTRUGOES DAS DEMONSTRAGOES DOS
ESTUDANTES

Iniciamos esta secdo com um breve relato do primeiro momento da oficina que se
resume as partes que contribuiram diretamente para a pergunta de pesquisa. Os
participantes foram divididos em cinco grupos, aqui nomeados G1, G2, G3, G4 e G5. Nas
discussdes dentro dos grupos, surgiram preocupacgdes com a escrita, no que se refere a
clareza e a objetividade, chegando um dos integrantes a declarar “eu sei explicar, mas néao
sei escrever’. Também foram observadas duvidas e conjecturas em relacéo a definicbes e
generalizagdes, tais como zero ser ou nao um numero natural e a conjectura de que basta
apresentar critérios de divisibilidade por numeros primos, porque deles podem ser
deduzidos os demais. Na plenaria de fechamento do primeiro momento, os grupos
declararam que haviam enunciado critérios de divisibilidade por 2, por 3, por 4, por 5, por
6, por 8, por 9 e por 10. Os grupos G1 e G2 informaram que, ja que 4 = 22, haviam tentado
determinar um critério de divisibilidade por 2". O grupo G1 propds também uma
generalizacao, procurando estabelecer um critério de divisibilidade por 5”.

Os diferentes enunciados para o critério de divisibilidade por 2 desencadearam
algumas reflexdes, por exemplo, sobre a necessidade de explicitar-se a base (decimal)
sobre a qual se esta trabalhando. Também o questionamento das ministrantes sobre a
equivaléncia de todos os enunciados apresentados (S&o todos eles “da mesma forma”?)
oportunizou a importante observagao de uma participante: “Um grupo usou se, e s6 se,
enquanto os demais usaram apenas o se” (Figura 3, sem a ultima linha). Desencadeou-se
entdo uma rica discussao sobre o que € um critério em Matematica. Por exemplo, ao
procurarmos por um critério para a divisibilidade por 2, “procuramos por uma condi¢ao ou
propriedade tal que todo numero que satisfaz essa condicdo € divisivel por 2 e,
reciprocamente, todo o numero que é divisivel por 2 satisfaz essa condi¢ao.” (Doering e
Ripoll, 2020, p. 11).

Foi entao formulado um enunciado de consenso para o critério de divisibilidade por

2 (ultima linha da Figura 3).
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Figura 3: Enunciado do critério de divisibilidade por 2 e por 3
Fonte: arquivo pessoal das autoras

Levando em consideragao as reflexdes ja realizadas para o critério de divisibilidade
por 2, os participantes rapidamente procuraram adequar, sem interferéncia das
ministrantes, os enunciados que haviam proposto para os demais critérios, que, por sua
vez, geraram frutiferas discussdes que fogem ao objetivo deste trabalho.

No segundo momento da oficina, foi solicitada, a cada grupo, a demonstracao de
critérios de divisibilidade especificos dentre os critérios elencados no primeiro momento e
que, posteriormente, deveriam ser apresentados no quadro, em plenaria. Assim, foram
destinados os critérios de divisibilidade por 3 e por 9 para os grupos G1 e G4, por 10 e por
100 para o grupo G2, por 2 e por 4 para o grupo G3, e por 2 e por 5 para o grupo G5.
Durante o processo das construgdes das provas, as pesquisadoras ministrantes circularam
pelos grupos, eventualmente estimulando as discussbes em andamento, enquanto a
pesquisadora observadora anotava aspectos que considerava relevantes para posterior
analise das produgdes nas Componentes Matematica e Pedagdgica (Figura 2).

Na construcdo da demonstragao do critério “Um numero é divisivel por 3 se, e
somente se, a soma dos algarismos de sua representagado decimal é divisivel por 3”, o
grupo G1 propds uma demonstragdo por indugéo para a afirmagéo “10’-1 & multiplo de 3,
qualquer que seja ¢t~ Um de seus integrantes utilizou a igualdade
(107-1) x a + a = 10" x a (Figura 4) que foi questionada apenas por um colega que,
apos utilizar a propriedade distributiva, convenceu-se da validade dessa afirmagao. Assim,
a classificagdo da produgao do grupo na Componente Pedagdgica do Desenvolvimento
mudou de PD2 para PD1. O mesmo grupo, ao apresentar sua produ¢cdo em plenaria,
utilizou a frase “a prova criada por nosso grupo é a seguinte ...”, por isso a sua produgao
na Componente Pedagdgica Final foi classificada como PF1. A produgao do grupo G1
efetivamente constituiu uma prova, por isso foi classificada na Componente Matematica

como M1.
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Figura 4: Producao sobre o critério de divisibilidade por 3 apresentada pelo grupo G1

Fonte: arquivo pessoal das autoras

No desenvolvimento da demonstracao pelo grupo G4 do critério de divisibilidade por

3, inicialmente um integrante questionou a argumentagéo proposta por um dos colegas e

que utilizava Congruéncia Modular. Apés os demais participantes do grupo relembrarem ao

integrante questionador esse conteudo, todos os integrantes concordaram com todos os

passos da demonstragcao apresentada pelo grupo. Assim, na Componente Pedagdgica do

Desenvolvimento, a classificagdo da produg¢do do grupo passou de PD2 para PD1. Na

Componente Pedagogica Final, a classificacao foi PF1, visto que, na plenaria, o grupo

apresentou sua produgao como prova (Figura 5). Na Componente Matematica, esse grupo

demonstrou somente uma das implicagdes da equivaléncia que constitui esse critério,

recebendo, por essa razao, a classificagdo M2.
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Figura 5: Producao sobre o critério de divisibilidade por 3 apresentada pelo grupo G4
Fonte: arquivo pessoal das autoras

A construgao pelo grupo G2 da demonstragao do critério “Um numero é divisivel por
10 se e somente se o Uultimo algarismo de sua representagdo decimal é zero”, foi
classificada como PD3 na Componente Pedagdgica do Desenvolvimento, pois o grupo
usou a equivaléncia “ao é divisivel por 10 se e s6 se € igual a zero”, sem explicitar o que ao
representa, o que foi contestado e complementado por um dos participantes do grupo: “a
equivaléncia mencionada ¢é valida porque ao < 10”. A argumentacdo foi entéo
complementada e sua classificagdo passou para PD1. Como o grupo apresentou sua
producdo em plenaria como uma prova (Figura 6), ela foi classificada como PF1 na
Componente Pedagdgica Final. No entanto, tal construcdo continuou necessitando de
complementagdes, como a justificativa para a propriedade “se um numero é divisor de a +
b e é divisor de a, entdo é também divisor de b”. Assim, na Componente Matematica, a

producao foi classificada como M2.
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Figura 6: Producéo sobre o critério de divisibilidade por 10 apresentada pelo grupo G2
Fonte: arquivo pessoal das autoras
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Durante o desenvolvimento pelo grupo G3 da demonstragéo do critério “um numero
€ divisivel por 4 se e somente se os dois ultimos algarismos de sua representagao decimal,
na mesma ordem, formam um numero que € divisivel por 4”, um integrante logo encontrou
um caminho para justificar a sentenca, explicando-o para os demais. Como os demais
integrantes do grupo concordaram com os argumentos apresentados pelo colega, na
Componente Pedagdgica do Desenvolvimento, a producao foi classificada como PD1, e,
na Componente Pedagdgica Final, como PF1. A demonstracao apresentada, apesar de
correta, referia-se apenas a uma das implicagdes da equivaléncia que constitui esse critério,
por isso, na Componente Matematica, a classificagado da producgao do grupo foi M2.

O grupo G5 evidenciou bastante dificuldade na constru¢do da demonstragéo para o
critério de divisibilidade por 2. O grupo reconheceu que algumas de suas argumentagdes
estavam incorretas, sendo entéo classificada como PD3 na Componente Pedagdgica do
Desenvolvimento. Como o grupo n&o conseguiu modificar sua construgdo, n&do houve
alteracao posterior. Em plenaria, o grupo manifestou reconhecer que sua construgao
apresentava partes corretas e incorretas. Dessa forma, na Componente Pedagdgica Final,
a producéo foi classificada como PF2. Na realidade, o grupo, em toda a sua construgao,
fez uso do empirismo e de expressdes como “temos certeza que” e “s6 pode” (Figura 7),

sendo ela classificada na Componente Matematica como M4.
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Figura 6: Producao sobre o critério de divisibilidade por 2 apresentada pelo grupo G5
Fonte: arquivo pessoal das autoras
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Os integrantes dos grupos G3 e G5 estavam, no momento da oficina, cursando a
disciplina Fundamentos de Aritmética, que abordava Congruéncia Modular, entretanto,
ainda n&o haviam chegado a estudar tal tema. Sendo assim, os discentes declararam nao
ter compreendido a demonstragao apresentada pelo grupo G4. Além disso, confessaram
que ainda tinham dificuldades na construcido de uma demonstracao por indugdo, como a
realizada pelo grupo G1, manifestando, com otimismo, sua convicgdo de que “‘um dia
conseguiremos demonstrar por indu¢do com naturalidade, igual aos veteranos, mas ainda
esta muito dificil”.

A Tabela 1 resume a analise do segundo momento da oficina, utilizando as
classificagdes apresentadas na Figura 2 e evidenciando que os grupos G3 e G5 nao

apresentaram movimentagdo na Componente Pedagdgica do Desenvolvimento.

Tabela 1: Analise dos argumentos apresentados pelos grupos, segundo as Componentes
Matematica e Pedagdgica

Componente Pedagogica do Componente Componente
Desenvolvimento Pedagdgica Final Matematica
G1 PD2 — PD1 PF1 M1
G2 PD3 — PD1 PF1 M2
G3* PD1 PF1 M2
G4 PD2 — PD1 PF1 M2
G5* PD3 PF3 M4

(*) grupos formados basicamente por alunos da etapa inicial do curso (cursando Fundamentos de Aritmética)
Fonte: Elaborado pelas autoras

Como encerramento da plenaria, foi proposta uma discussao sobre a viabilidade de
levarem-se algumas dessas demonstragdes para a sala de aula da Educagéao Basica, o que
contribuiria para o desenvolvimento do pensamento matematico dos estudantes desse
nivel. Foi consenso que, para isso, deveriam ser construidas novas provas ou serem
realizadas adequagdes nas demonstragdes construidas na oficina, a fim de torna-las mais
explicativas. A falta de tempo na oficina inviabilizou a continuidade dessa discusséo, porém,
por meio de manifestagcbes orais de alguns participantes, foi possivel perceber que
admitiram a possibilidade de, pelo menos, refletir quanto a viabilidade do uso de

demonstragao como ferramenta didatica na sala de aula, o que avaliamos como um passo
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relevante para tais integrantes na diregdo do Conhecimento de Matematica para o Ensino.
(Ball; Thames; Phelps 2008).

6 CONSIDERAGOES FINAIS

O objetivo da pesquisa aqui relatada foi investigar como os alunos de um curso de
Licenciatura em Matematica percebem argumentacdes e demonstragdes quando inseridos
em um ambiente de reflexdo em grupo, contexto que, de acordo com Carraro e Andrade
(2011); Pivetta e Isaia (2014); Simao et al. (2009), oportuniza uma dindmica de colaboragao
e discussao entre pares.

Os dados foram coletados durante uma oficina proposta pelas autoras a alunos de
diversos niveis do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, com uma dinamica que oportunizou reflexdo tanto em grupos como em
plenarias. Para a andlise dos dados, apoiamo-nos na metodologia proposta por Gabriel
Stylianides e Andreas Stylianides explicitada na Secado 3, adaptando-a para grupos e
preservando as Componentes Matematica e Pedagodgica sugeridas pelo autor. No entanto,
em virtude da dinamica de grupo, percebemos uma subdivisdo natural da Componente
Pedagodgica (por noés denominadas Componente Pedagdgica do Desenvolvimento e
Componente Pedagdgica Final), bem como novas categorias a serem acrescentadas.
Nessa adaptacao, ressaltamos que os novos codigos criados e mencionados na Figura 2
referem-se apenas as situacdes que apareceram na experiéncia aqui relatada.

No que se refere a analise da Componente Pedagogica do Desenvolvimento, foi
possivel perceber, em alguns grupos, uma movimentagao entre as classificagcbes, devido
as discordancias e reformulagdes com relagdo aos argumentos utilizados e a identificagao
das limitagdes de justificativas empregadas na construgdo das demonstragdes solicitadas.
Os grupos formados por estudantes do primeiro ano do curso ndo apresentaram tal
movimentagdo ou se satisfizeram com uma produgdo incompleta ou, ainda, n&o
conseguiram construir justificativas. Com isso, confirmou-se, como esperado, que os alunos
mais experientes ja exibem maior maturidade na constru¢do e analise de argumentacgdes.

Na Componente Matematica, percebemos que, embora os grupos tenham
conseguido apresentar oralmente mais detalhes em suas construgdes na plenaria, o que
evidencia a importancia de levar em consideragao a expressao oral na analise dos dados,

apenas um grupo chegou ao ponto de realizar uma demonstragdo suficientemente
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detalhada. Todas as provas apresentadas pelos grupos necessitaram de alteragdes e/ou
complementacdes importantes. No entanto, 4 dos 5 grupos consideraram sua produgao
uma prova.

A analise da Componente Pedagdgica baseou-se principalmente na observagéo de
apenas alguns momentos de interagdo nos grupos, portanto ndo foi possivel avaliar a
percepcao individual de todos os participantes para com a prova construida por seu grupo.
Consideramos que entrevistas individuais e/ou a aplicagao de um questionario final a ser
respondido individualmente pelos participantes poderiam contribuir para a analise
individual, ja que nem todos sentem-se confortaveis em expressar oralmente sua
discordancia no grupo.

A dinamica de reflexdo em grupo escolhida para a oficina evidenciou pontos
positivos: i) a evolugdo dos participantes na compreensdao e na escrita de uma
demonstracao; ii) a relevancia do Conhecimento Matematico para o Ensino; iii) a utilidade
do processo de construgdo de uma demonstracdo como ferramenta didatica a
aprendizagem de Matematica.

Esta pesquisa conseguiu identificar, pelo menos relativamente ao tema Critérios de
Divisibilidade, algumas formas de percepcéo de argumentos e de construgdes de provas
por parte dos licenciandos observados, evidenciando divergéncias entre as percepg¢des
desses sobre demonstracao e o que é efetivamente uma prova. Ela indica haver ainda
muito a ser feito com relagdo a proporcionar aos licenciandos maior compreensao sobre
pensamento matematico e, principalmente, sobre demonstragdo. As divergéncias de
percepcao evidenciadas podem servir de inspiragdo para caminhos que contribuam nesta
diregcdo e levar o futuro professor a considerar a demonstracdo como uma ferramenta
didatica alternativa para a sala de aula, como propdem Hanna (1990), Harel e Sowder
(1998) e Stylianides (2007).
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