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RESUMO

Este trabalho descreve a experiéncia obtida em um curso oferecido a professores e estudantes de matematica na forma
de uma agdo de extensdo de uma universidade federal em que se pretendia tratar de aspectos tedricos e praticos da
aprendizagem em geometria e da utilizagdo do software GeoGebra. Tem-se como objetivo analisar a atividade de
modelagem de logotipos figurais que foi aplicada no mencionado curso, identificando: (a) as fases do processo; (b) os
niveis de formacgéo conceitual exigidos e (c) as habilidades geométricas requeridas. A coleta de dados baseou-se nas
construgdes e nos protocolos arquivados no GeoGebra e nas agdes e exposigdes verbais da ministrante do curso —
identificaveis nas videoaulas gravadas. Foram identificadas as fases de interagdo, de matematizagdo e de modelo
matematico, os niveis 2 e 3 de formagéo conceitual e as habilidades visual, verbal, l6gica e grafica. Considerou-se que a
modelagem de logotipos figurais com a utilizacdo do GeoGebra pode ser uma pratica que auxilie os alunos no
desenvolvimento do pensamento e das habilidades geométricas no ensino fundamental e médio.

Palavras-chave: GeoGebra, Niveis de formagéo conceitual, Habilidades geométricas, Modelagem matematica

ABSTRACT

This paper describes the experience obtained in a course offered to mathematics teachers and students as an extension
action of a federal university in which the intention was to deal with theoretical and practical aspects of learning in geometry
and the use of GeoGebra software. The aim is to analyze the activity of modeling figural logos that was applied in the
mentioned course, identifying: (a) the phases of the process; (b) the levels of conceptual formation required and (c) the
geometric skills required. Data collection was based on constructions and protocols filed in GeoGebra and on actions and
verbal presentations of the course teacher — identifiable in the recorded video classes. Interaction, mathematization and
mathematical model phases were identified, as well as level three of conceptual formation and visual, verbal, logical and
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graphic skills. It was considered that the modeling of figural logos using GeoGebra can be a practice that helps students
in the development of thinking and geometric skills in elementary and high school.

Keywords: GeoGebra, Conceptual Training Levels, Geometric Skills, Mathematical Modeling

1 INTRODUGAO

Ao menos duas justificativas podem ser dadas para a elaboragdo de um curso de
extensdo direcionado a professores de matematica com os temas geometria, modelagem
matematica e GeoGebra': a intengdo de colaborar nas agdes empregadas para melhoria
do processo de ensino e aprendizagem da geometria e o enfrentamento ao desafio de usar
recursos tecnolégicos em tempo de pandemia. A primeira justificativa surge da constatacéo,
feita ao longo de nossa trajetdria na formagdo continuada de professores, do pouco
entendimento que se tem acerca do desenvolvimento do raciocinio geométrico e das
habilidades basicas envolvidas na aprendizagem dessa area da matematica. A segunda,
nao menos importante e, talvez, mais imediata, se ampara na necessidade dos professores
de dominar tecnologias digitais que os auxiliem nas suas aulas remotas de modo a garantir
que os alunos aprendam conceitos e procedimentos de forma mais autbnoma. Agoes nesse
sentido podem ser vistas em inumeras publicagbes na area de formagao continuada de
professores (Leite, Lima & Carvalho, 2020; Menezes, Ferro, Rocha & Silva, 2021).

Entende-se a modelagem matematica como o processo de obtencdo de um
modelo, isto é, de um conjunto de conceitos, relagbes e simbolos matematicos que
representam, de certa forma, um aspecto da realidade (Biembengut & Hein, 2007). O
processo de modelagem requer algumas fases, como: interagdo, matematizagdo e modelo
matematico. Pode-se considerar também a modelagem matematica como um ambiente de
aprendizagem (Barbosa, 2007) em que conceitos e procedimentos podem ser aprendidos
e habilidades podem ser desenvolvidas a partir de investigagdes de situagdes advindas da
realidade do aluno. Na literatura da area de Educagao Matematica podem ser vistas varias

aplicagbes da modelagem matematica como um recurso metodolégico? para a

" O GeoGebra ¢ um software de matematica dinamica que combina conceitos de geometria e algebra; é
gratuito, pode ser acessado no computador e no celular pelo site oficial ou pelo aplicativo baixado pela internet
e tem sido objeto de andlise por varios especialistas da area. Convém esclarecer que o objetivo do curso
relatado neste texto nao foi capacitar os cursistas quanto ao dominio técnico do software — posto que as
autoras sdo meras usuarias —, mas fornecer alguns elementos para que os professores possam utiliza-lo
como ferramenta auxiliar no processo de ensino e aprendizagem da geometria basica.

2 Biembengut & Hein (2007) definem que o método que utiliza a esséncia da modelagem para o ensino em
cursos regulares é denominado modelacdo matematica, cuja implementacdo requer uma série de cinco
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aprendizagem de conteudos na sala de aula (Almeida, Gomes & Madruga, 2020; Braga,
2020; Silva, 2018; Soares, Notare & Moraes, 2020).

Com base nas perspectivas mencionadas, considera-se que a agao de modelar um
logotipo figural® — ou seja, uma figura que representa uma marca conhecida — implica em
reconhecer as figuras geométricas envolvidas, perceber a l6gica de constru¢ao e escolher
e aplicar os comandos do GeoGebra, definindo os elementos identificaveis, suas medidas
e suas relacdes. Apesar de haver varias pesquisas que mostram diversas aplicagcdes do
GeoGebra e da modelagem matematica no ensino basico, bem como na formacao de
professores (Amorim, 2019; Marmitt & Bonotto, 2020), foi encontrado apenas um trabalho
nacional que descreve o processo de modelar os logotipos figurais (Boiago, 2015).

Neste cenario, o curso de modelagem matematica de logotipos figurais surgiu como
possibilidade de atuacdo do professor em duas frentes: como cursista, aprendendo a
modelar figuras geométricas utilizando o software GeoGebra; e como docente,
compreendendo como se da a formagao conceitual segundo o modelo de Van Hiele (1986)
— que é descrita por cinco niveis hierarquicos: visual, analise, deducgao informal, deducéao
formal e rigor — e como séo desenvolvidas as habilidades em geometria (visual, verbal,
desenho, logica e aplicagdes) de acordo com Hoffer (1981). As duas concepg¢des teoricas
mencionadas pertencem a area de pesquisa Psicologia da Educagédo Matematica* e podem
ser encontradas em varios trabalhos que descrevem ag¢des pedagdgicas para o ensino e
aprendizagem da geometria (Gongalves, Ferreira, Ferreira & Menegais, 2020; Silva, 2018).

O curso foi ministrado pela primeira autora deste trabalho na forma de Extensao
Universitaria na Universidade Federal do ABC e pretende-se, neste texto, analisar a parte
referente ao processo de modelagem, sem deixar de contextualizar como este se insere
nos aspectos tedricos e praticos apresentados durante a agdo. Assim, o objetivo deste
trabalho é analisar a atividade de modelagem de logotipos figurais que foi aplicada no
mencionado curso de extensdo a professores, identificando: (a) as fases do processo; (b)

os niveis de formacgao conceitual exigidos e (c) as habilidades geométricas requeridas.

passos: diagndstico, escolha do modelo matematico, desenvolvimento do conteudo programatico, orientagao
da modelagem e avaliagdo do processo. Esse método ndo sera plenamente seguido neste trabalho.

3 A expresséo logotipo figural foi definida pela ministrante do curso para servir de base ao processo de escolha
dos cursistas com vistas a identificagcdo de formas geométricas.

4 A Psicologia da Educagdo Matematica é uma area que integra o conhecimento acerca da estrutura da
matematica e o conhecimento de como os individuos pensam, raciocinam e utilizam suas capacidades
intelectuais (Brito, 2001).
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2 A MODELAGEM MATEMATICA DE LOGOTIPOS FIGURAIS

A modelagem matematica pode ser entendida como o processo de obtengao de um
modelo (Biembengut & Hein, 2007) e compreende algumas fases: (a) interagdo; (b)
matematizagao e (c) modelo matematico.

Na primeira fase é feito o reconhecimento da situagdo-problema: algumas
informagdes devem ser buscadas, algumas de forma direta — a partir de uma experiéncia
de campo ou advindo de dados obtidos por especialistas da area — e outras de modo
indireto por meio de pesquisa em livros, em revistas, na internet etc. A fase seguinte,
matematizagdo, € subdividida em formulagdo e resolugdo do problema; ou seja, nesta
etapa, vista pelos autores como a mais complexa e desafiante de todo processo de
modelagem, o modelador deve traduzir a situagéo problema para a linguagem matematica.
E necessario identificar os fatos envolvidos e selecionar os relevantes; estabelecer
hipbteses, decidir quais s&o os fatores a serem perseguidos, selecionar variaveis relevantes
e constantes envolvidas, selecionar simbolos apropriados para essas variaveis e descrever
essas relagdes em termos matematicos. Dessa forma, chega-se “a um conjunto de
expressdes aritméticas ou férmulas, ou equagbes algébricas, ou graficos, ou
representacdes, ou programa computacional, que levem a solugédo ou permitam a dedugéo
de uma solugao” (Biembengut & Hein, 2007, p. 14). Tendo obtido a formulagao do problema,
0 modelador passa a resolvé-lo em termos do modelo, utilizando para isso seu
conhecimento matematico e contando com o apoio de ferramentas auxiliares — computador,
por exemplo. Finalmente, a ultima etapa refere-se a conclusdo do processo: faz-se
necessaria uma avaliacdo para verificar em que nivel o modelo se aproxima da situacao
real e o grau de confiabilidade na sua utilizagao.

O processo descrito pode ser retomado com ajustes de hipoteses, variaveis ou
procedimentos, caso 0 modelo ndo resolva o problema e nao se atenda a situacgao inicial
pretendida. Na concluséo do processo de modelagem é importante que se faga um relatério
em que sejam registrados todos os procedimentos desenvolvidos, de modo a propiciar seu
uso de forma adequada.

No caso da modelagem de um logotipo, a interacao é a percepcgao global da figura e
a identificacdo, ainda de modo bem inicial, do possivel reconhecimento de figuras
geométricas. Alguns logotipos sao de imediato descartados para investigagao de figuras

geométricas: em geral, aqueles em que se notam contornos formados por muitas curvas e
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disposi¢des de formas pouco identificaveis ou que exigiriam muito trabalho para defini-las
utilizando-se de conceitos basicos de geometria plana — como é o caso de logotipos
formados por letras. Em boa parte dos logotipos € possivel identificar de imediato ao menos
uma figura geométrica plana. A Figura 1 mostra a classificagdo de alguns logotipos

adequados e ndo adequados para a modelagem.

Logotipos adequados Logotipos ndo adequados

Figura 1: Logotipos para modelagem
Fonte: Elaboragéo das autoras

Nas fases seguintes, o processo compreende a identificagdo das figuras
geométricas, de suas medidas e posi¢des, bem como da sequéncia légica de construgao
no GeoGebra; o Quadro 1 ilustra as fases estabelecidas por Boiago (2015) na comparagao

com aquelas apontadas por Biembengut & Hein (2007).

Quadro 1: Comparacao entre as fases da Modelagem Matematica e a Modelagem de logotipos

Fases da Modelagem Matematica Fases da Modelagem de logotipos
(Biembengut&Hein, 2007) (Boiago, 2015)

1) reconhecimento da situagdo- 1) reconhecimento do logotipo enquanto uma combinagao de
problema figuras geométricas

2) familiarizagdo com o assunto a ser 2)familiarizagdo com as figuras geométricas

modelado

3) formulacdo de um modelo 3) sequéncia légica de construgcao no GeoGebra
4) validagdo do modelo 4) verificagao final da forma obtida e comparag¢éo com o logotipo
original

Fonte: Elaboragao das autoras com base em Boiago (2015)

Nota-se que a validagdo do modelo se refere a verificagdo da construgado obtida na
tela do software; por vezes, nem todos os elementos verificados podem ser construidos e
cabe ao modelador encerrar o processo ou reiniciar as fases mencionadas. Na Figura 2 séo

apresentados o logotipo original e 0 modelo construido no GeoGebra, considerado como

validado.
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Figura 2: Logotipo original (a) e o0 modelo construido no GeoGebra (b)
Fonte: Elaboragéo das autoras

Neste texto sdo detalhados os procedimentos realizados nas fases de construgao

das figuras que fizeram parte do curso de extensdo mencionado.

3 0S ,NiVEIS DE FORMAGAO CONCEITUAL E AS HABILIDADES
GEOMETRICAS

Van Hiele (1986) apresentou um modelo tedrico que visa explicar o chamado
pensamento geométrico® dos alunos em seu processo de aprendizagem de conceitos
geométricos. Segundo o autor, a formagéo de conceitos pode ser entendida por meio de
cinco niveis hierarquicos: visual, analise, dedugao informal, dedugao formal e rigor.

No primeiro nivel, chamado de estagio inicial ou de nivel basico, visual ou de
reconhecimento, o aluno percebe os conceitos geométricos como entidades totais ndo vé
componentes ou atributos, ja que a aparéncia fisica é determinante para o reconhecimento
das formas. No Nivel 2, o aluno consegue analisar algumas propriedades das figuras; por
exemplo, reconheceria que o quadrado possui quatro lados, que esses lados sao
congruentes e que os angulos sado retos. No entanto, ndo consegue relacionar as
propriedades das figuras: € apenas no Nivel 3 que o aluno consegue organizar
propriedades, classificar figuras e realizar dedug¢des informais por meio da experimentagao.
A compreensao do significado da dedugdo como maneira de estabelecer a teoria
geométrica no contexto de um sistema axiomatico € caracteristica do Nivel 4, em que é
possivel, por exemplo, a deducgéo de teoremas. Finalmente, no Nivel 5 o aluno — em geral
de cursos do ensino superior — € capaz de compreender geometrias ndo euclidianas e

comparar diferentes sistemas.

SEncontram-se nas definigdes da teoria as expressées: pensamento geométrico, raciocinio geométrico e
niveis de formagao conceitual.
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Van Hiele (1986) esclarece que os niveis formam uma hierarquia, o que significa que
um aluno ndo consegue passar de um nivel para outro sem dominar as operagdes do nivel
anterior; além disso, 0 avango nos niveis depende dos conteudos e das metodologias
empregadas pelo professor. Sendo assim, o conhecimento acerca da hierarquia conceitual
pode ajudar o professor a elaborar seu plano de trabalho, organizando atividades que levem
ao desenvolvimento do pensamento geométrico.

Além da formagéao de conceitos, a aprendizagem da geometria basica esta ligada ao
desenvolvimento de certas habilidades que foram descritas por Hoffer (1981) como: visual,
verbal, grafica e aplicagao.

A habilidade visual permite ao aluno reconhecer informacgdes na forma de desenhos
e de construgbes e esta relacionada a capacidade de formar imagens mentais para
inspeciona-las, movimenta-las, estendé-las etc. A capacidade de utilizar as palavras para
descrever conceitos e relagdes € denominada de habilidade verbal; a grafica (ou habilidade
de desenho) € demonstrada nas construgdes geométricas — que podem ser realizadas com
régua e compasso ou com softwares proprios. Finalmente, a habilidade de aplicagdo é
avaliada quando se tem competéncia para utilizar os conhecimentos geomeétricos em
situacbes do cotidiano ou nas solugbes de problemas praticos advindos de atuacgao
profissional.

Conforme apontam Passos, Buriasco e Soares (2019), na pratica de sala de aula
nem sempre se da importancia aos niveis em geometria: muitas vezes o professor inicia
um conceito a partir de um nivel de pensamento que ainda n&o foi atingido por todos os
alunos. Nesse caso, eles tendem a reproduzir o conteudo e ndo conseguem aplicar seus
conhecimentos em uma situacdo concreta. Pode-se exemplificar essa situagdo com o
conteudo semelhanga de tridngulos que, para real compreensao, requer o estabelecimento
de relagdes entre lados e angulos de triangulos, a formulagdo de hipdteses acerca de
condi¢gdes necessarias e suficientes etc., caracteristicas do Nivel 3 de pensamento
geometrico.

Considera-se, também, que questdes avaliativas sdo formuladas sem se levar em
conta as habilidades requeridas para soluciona-las. Como exemplo, questdes que solicitam
a identificacdo de uma planificagao correta de um poliedro podem requerer habilidade visual
para formar uma imagem e manipula-la mentalmente e ndo apenas conhecer as
propriedades da figura geométrica apresentada (Heck, 2020; Viana, 2015).

Algumas caracteristicas dos niveis de formagdo conceitual bem como das

habilidades geométricas puderam ser evidenciadas nas atividades de modelagem
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matematica de logotipos realizadas no Curso de Extenséo e elas compdem a analise que

pretende ser realizada neste trabalho.

4 O CURSO

Elaborado e ministrado pela primeira autora deste trabalho, professora visitante da
UFABC, o curso teve, como participantes da equipe executora, uma discente de graduagéao
da UFABC e outra da P6s-Graduacao da UFU: estas séo as outras autoras.

O curso, que teve como publico-alvo professores que ensinam matematica da rede
publica e estudantes da Licenciatura em Matematica e da Pds-Graduagdo da UFXXXX
interessados na area de ensino de matematica, foi realizado totalmente on-line, em 2021,
em um total de 30 horas, sendo 15 horas na forma de atividades sincronas (aulas e oficinas)
e outras 15 horas na forma de atividades assincronas (realizacdo da modelagem). Foram
oferecidas 30 vagas.

Como objetivo geral, o curso pretendeu fornecer elementos teoricos e praticos para
a aprendizagem da geometria utilizando a Modelagem Matematica e o software GeoGebra.
Especificamente objetivou-se: a) discutir elementos tedricos da aprendizagem da geometria
basica: niveis de formacao conceitual, aprendizagem significativa de conceitos e de
procedimentos; b) discutir metodologias e recursos pedagdgicos: modelagem matematica
e o software GeoGebra; c) realizar a modelagem de logotipos figurais.

Foram planejadas, como formas de avaliagéo, a frequéncia nas atividades sincronas,
a execucgao de tarefas que visavam a exploragao dos comandos do GeoGebra e a revisao
de conceitos e procedimentos em geometria e a entrega da modelagem de um logotipo
figural escolhido pelo participante.

Como resultados esperados, considerou-se que o curso contribuiria na formacao
inicial e continuada de professores que ensinam matematica, apresentando possibilidades
de metodologias e de utilizagdo de recursos tecnologicos nas suas praticas pedagdgicas e
ampliando o conhecimento de construtos tedricos que embasam o processo de ensino e
aprendizagem da geometria.

As atividades foram organizadas em trés modulos conforme o planejamento
mostrado no Quadro 2, em que constam os objetivos, o conteudo programatico, a

metodologia e os procedimentos utilizados.
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Quadro 2: Modulos do Curso de Extenséao

Médulo Data e Objetivos Conteudo Metodologia
Atividade
24/02 -Apresentar e discutir -Introducao. Foram apresentados slides
I Sincrona os elementos tedricos -As questdes do ENEM.  com animagéo, contendo
03/03 da aprendizagem em -Os conteudos uma introducao aos
Sincrona geometria, articulando  conceituais, conteudos e exemplos
10/03 com exemplos procedimentais e advindos da pratica
Sincrona advindos da pratica atitudinais. educativa, utilizando ou
docente. -Niveis de formacéo nao o GeoGebra, de modo
-Apresentar o software  conceitual, habilidades a favorecer a interagao
GeoGebra. geométricas e entre o ministrante e os
aprendizagem cursistas.
significativa da
geometria.
-O software GeoGebra.
17/03 -Conceituar Modelagem matematica  Foram apresentados slides
I Sincrona Modelagem no ensino e a com animacao, telas do
matematica no ensino.  modelagem de logotipos software GeoGebra, e a
-Modelar logotipos no figurais. confecgdo dos logotipos
GeoGebra. como uma forma de
modelagem matematica no
ensino.
i 24/03 -Elaborar modelagem Modelagem de logotipos  Foram realizadas
Assincrona  de logotipos pelo pelo cursista orientagdes individuais
cursista para elaboragéo no
GeoGebra dos logotipos
escolhidos pelos cursistas.

Fonte: Elaboracao das autoras

As atividades sincronas foram organizadas na forma de encontros semanais por
meio da plataforma Google Meet de reunides online. A professora compartilhava a tela com
apresentacoes de slides do Powerpoint ou com as janelas do software GeoGebra. O chat
permanecia aberto para possibilitar interagdes com os cursistas. As cinco videoaulas foram
gravadas e disponibilizadas no Classroom — nesse sistema também foram postadas tarefas,
materiais do GeoGebra, textos, questionario avaliativo e as modelagens realizadas pelos
cursistas.

Conforme mencionado, este trabalho descreve o processo de modelagem referente
aos logotipos figurais — que aconteceu no segundo e no terceiro modulo do curso. Os dados
colhidos para analise basearam-se nas constru¢gdes e nos protocolos arquivados no
GeoGebra e nas acdes e exposicdes verbais da ministrante do curso — identificaveis nas
videoaulas gravadas, ja que ela tecia comentarios acerca dos comandos do software

durante o processo de modelagem. Seguem, assim, a descrigdo das a¢des realizadas, bem
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como a analise de: (a) as fases, (b) os niveis de formagao conceitual exigidos e (c) as

habilidades geométricas requeridas no processo de modelagem de logotipos figurais.

5 DESCRIGAO E ANALISE DO PROCESSO DE MODELAGEM DE
LOGOTIPOS FIGURAIS

No inicio da aula planejada para a realizagdo das modelagens, a ministrante
apresentou os logotipos (Figura 3) e informou que iria modelar, a titulo de exemplo e como

forma de explorar conceitos e habilidades, apenas os cinco primeiros logotipos.

1L®C®A %

= 0

éei <9m@‘ \)@

o P

Figura 3: Logotipos figurais apresentados pela ministrante
Fonte: Elaboragao das autoras

Nota-se que a ministrante mostrou logotipos que poderiam ser reconhecidos como
situagdes-problema no contexto dos logotipos, o que caracterizaria a “interagcdo” como
primeira fase da modelagem matematica de acordo com Biembengut e Hein (2007).

Ao escolher o Logotipo 1 da Figura 3 para iniciar a apresentagéo, a ministrante optou
por uma situagdo em que a matematizacdo — segunda fase do processo — iria requerer
conceitos e procedimentos de construcdo menos complexos. Nessa fase, o modelador
estabelece uma linguagem matematica por meio da construcdo que € realizada com os
comandos do software. A escolha dos comandos pode depender do nivel de formacgao
conceitual do modelador, assim como de suas habilidades geométricas.

A ministrante copiou e colou o logotipo escolhido na area geomeétrica do GeoGebra,
aumentou a transparéncia da figura para que ficassem visiveis o eixo e a malha
quadriculada e informou que faria a modelagem de duas maneiras. Assim, na primeira
sequéncia (Figura 4a), uma parte foi construida com a utilizagdo do comando poligono —
procedimentos baseados no reconhecimento de pontos e segmentos. J&4 na segunda
sequéncia utilizada (Figura 4b), foram identificadas as medidas, as retas paralelas e

perpendiculares (que foram construidas com apoio nos eixos horizontal vertical), os pontos
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de intersecgao entre as retas (que deram origem aos vértices do poligono). Considera-se
que ambas as sequéncias estavam condizentes com o Nivel 2 de formagao conceitual, em
gue acontece o estabelecimento de relagbes entre propriedades das figuras. Note-se que
o modelo encontrado na Figura 4b nao tinha a forma exata do logotipo: a professora
informou que, nessa fase, é possivel o aluno validar o modelo, ou seja, verificar se as
representacdes estdo adequadas para concluir o processo — 0 que caracteriza a terceira

fase do processo de modelagem segundo Biembengut e Hein (2007). No caso do desenho

mostrado  (https://www.geogebra.org/m/ymdykx9b), pode-se sugerir que a reta

perpendicular deva passar no ponto (5.2,0) e ndo no ponto (5,0).

(a) (b)

i
L

. '
N 4
e o
L

g | 5

Figura 4: Duas sequéncias possiveis para a construgdo do Logotipo 1
Fonte: Elaboragéo das autoras

E possivel perceber o avango nos niveis de pensamento geométrico requeridos para
a sequéncia de modelagens adotada pela ministrante. O Logotipo 2 requereu uma
sequéncia logica de construgao (Figura 5) que caracteriza a habilidade grafica e um avango
no Nivel 2 de formacgao conceitual, ja que ndo bastava ao aluno reconhecer as figuras e
suas propriedades (por exemplo, a figura é formada por trés paralelogramos), mas era
necessario identificar as posicoes dos paralelogramos, o eixo vertical de simetria, o
tridngulo equilatero (obtido pela interseccédo dos paralelogramos) e assim planejar a
sequéncia légica de construcao.

Evidentemente, outros caminhos poderiam ter sido tomados; no entanto, nesse
processo de matematizagao, a professora optou por construir o tridangulo tendo o eixo y
como eixo de simetria. Mesmo sem a identificacdo de angulos de 60°, a obtengéo do ponto

F pela reflexdo do ponto E em relagdo ao eixo y, a construcao de varias paralelas e a
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obtengao dos pontos de intersecgéo entre as retas garantiram a identificagdo dos vértices

e a posterior construgcao dos paralelogramos (https://www.geogebra.org/m/wj4c4sbk).

-

| e o B B WD RLT LTI

Figura 5: Passos da construgao do Logotipo 2
Fonte: Elaboracao das autoras

Com base em Biembengut e Hein (2007), considera-se que, na fase de interagao da
modelagem de logotipos, € necessaria a percepgao da figura geométrica — o0 que requer a
habilidade visual, conforme descrita por Hoffer (1981). Reconhecer as propriedades
rotuladas em uma figura, formar imagens mentais e manipula-las mentalmente séo as
caracteristicas principais dessa habilidade visual. E o que parece requer o Logotipo 3: a
identificac&o do circulo e das de trés partes € essencial para o inicio da modelagem (Figura
6). Apesar de identificar o circulo dividido em trés partes iguais, a professora optou por ndo
iniciar a construgao a partir dessa percepgéao; afirmou que havia “enxergado” um triangulo
equilatero “invertido” e que iniciaria a sequéncia logica de passos a partir dessa figura:
construgdo do triangulo equilatero, construgdo das mediatrizes, determinagdo da
intersecgao das mediatrizes (centro do tridngulo ou centro da circunferéncia circunscrita) e
construgédo da circunferéncia. A Figura 6 mostra o tragcado das mediatrizes que dividiu a
circunferéncia em seis partes iguais; utilizando apenas trés dessas partes, foram
determinados os pontos que a dividiram em trés partes — esses pontos foram os vértices

dos trés triangulos que formaram a parte interna do circulo

(https://www.geogebra.org/m/cw9yx5fz) .
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Figura 6: Passos da construgcao do Logotipo 3
Fonte: Elaboragéo das autoras

Estratégia diferente foi empregada no Logotipo 4 (Figura 7). a divisdo da
circunferéncia deu-se com a construgdo de um angulo central de 120°. A professora se
valeu de um desenho auxiliar, um rascunho, apenas para mostrar que ela havia identificado
os trés pontos de tangéncia e que por eles seriam tragadas as retas tangentes ao circulo.
O primeiro ponto na circunferéncia foi encontrado por meio da constru¢do do angulo e o
segundo por meio da reflexdo em torno do eixo y. A Figura 7 mostra dois detalhes da tela

em que a professora explicou sua estratégia e o modelo ainda em construgcao

(https://www.geogebra.org/classic/p3s9tmfn).

Figura 7: Logotipo 4: (a) Esbogos mostrando a divisdo da circunferéncia e (b) logotipo em
construgao
Fonte: Elaboragéo das autoras

Evidentemente, o colorido do desenho ajudou na percepgdo da coroa circular
dividida em trés partes iguais; ja a identificacao das retas tangentes é caracteristica do Nivel

2 de formacgao conceitual.
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Nivel mais elevado é necessario para a constru¢do do modelo do Logotipo 5. A
identificacado das elipses constantes na figura nao requer decomposigao de formas, mas a
construgéo delas exige uma sequéncia loégica de procedimentos amparados no conceito de
elipse. Em aula anterior, a professora havia explorado a elipse como o lugar geométrico
dos pontos P do plano para os quais € constante a soma das distancias a dois pontos fixos
F1 e F2 desse plano. Para mostrar a relacédo d (PF1) + d (PF2) = 2a, foram tracadas
duas circunferéncias de raios a € 1—a e de centros F1 = (-5,0) e F2 = (5,0),
respectivamente; determinou o ponto P de intersecgao entre elas e fez variar o valor de a
por meio do controle deslizante (em que foi indicado um intervalo de 0 a 10); assim, o rastro
deixado pelo ponto P descreve a elipse com os elementos: eixo maior 2a, eixo menor 2b e
distancia focal 2c. Para planejar a sequéncia de construgdo, a ministrante utilizou os eixos
X e y para determinar os centros e os pontos que indicariam 0s eixos maior € menor de
cada elipse e entdo calculou as equacgdes de seis elipses, classificadas como externas (E1,

E2 e E3) e internas (l4, I2 e 13) conforme mostra o Quadro 3.

Quadro 3: Elipses utilizadas na modelagem do Logotipo 5

Eq

Centro O = (0,0), A1 = (-7,0),
A2=(7,0), B1=(0, 4.46), B2 =
(0, -4.46)

equacgao do eixo maior y=0
equacgao do eixo menor x=0
a=semi-eixo maior=7
b=semi-eixo menor=4.46
a?=Db%+c?® 72=4,46%+c?
c=5.39

assim, F1=(-5.39,0) e F2 =
(5.39,0)

1

Centro O= (0,0), A1= (-6,0), Az=
(6,0), B1=(0, 4), B>= (0, -4)
equacao do eixo maior y=0
equacao do eixo menor x=0
a=semi-eixo maior=6
b=semi-eixo menor=4
a’=b2+c?=>6%= 42+c? = c=4.47
assim, F1=(-4.47,0)e F2=
(4.47,0)

Elipses externas
E>
Centro O = (0, 2.23), A1= (-
5.32, 2.23), A2=(5.32, 2.23),
B1=(0, 0), B2= (0, 4.46)
equacgao do eixo maior y=2.23
equacao do eixo menor x=0
a=semi-eixo maior=5.32
b=semi-eixo menor=2,23
a’=b%+ ¢?=5.322=2.232+¢?
=c=4.83
assim, F1=(-4.83,2.23) e F2=
(4.83, 2.23)

Elipses internas
2
Centro O= (0, 2.52), A1= (-4,
2.52), A= (4, 2.52), B1= (0,
1.07), B2= (0, 3.96)
equacao do eixo maior y=2.52
equagao do eixo menor x=0
a=semi-eixo maior=4
b=semi-eixo menor=1.44
a’=b%2+ ?=>42=144%+c?>¢
=3.73
assim, F1=(-3.73, 2.52) e F2=
(3.73, 2.52)

Es

Centro O = (0, 0), A1= (0, -
4.02), A2= (0, 4.02), B1= (-
1.78, 0), B2= (1.78, 0)
equacgao do eixo maior y=0
equacao do eixo menor x=0
a=semi-eixo maior=4.02
b=semi-eixo menor=1.78
a’=b%+ c?=4.022=1.782+¢?
=c=3,6

assim, F1= (0, -3.6) e F2= (0,
3.6)

I3

Centro O= (0, 0.31), A= (0, -
2.48), A>= (0, 3.1), B1= (-1,
0.31), B=(1, 0.31)

equacao do eixo maior y=0.31
equacao do eixo menor x=0
a=semi-eixo maior=2.79
b=semi-eixo menor=1

a’=b%+ ?=279%=12+c?=>c
=2,6

assim, F1= (0, -2.91) e F2= (0,
2.91)

Fonte: Elaboragao das autoras
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A partir da identificacdo dos focos, as elipses foram entdo tracadas de modo a

modelar o Logotipo 5 (https://www.geogebra.org/m/jfuwt5n5), mostrado na Figura 8.
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Figura 8: Modelagem do Logotipo 5
Fonte: Elaboracao das autoras

Nao ha duvidas de que para construir as elipses foi necessario determinar suas
equacgdes, o que requer conhecimentos relativos a geometria analitica — que ndo estao no
escopo do modelo tedérico de Van Hiele e nem descritos por Alan Hoffer. No entanto, a
busca pelos conceitos e procedimentos envolvidos caracteriza a fase de matematizagao e
de validagdo do modelo, etapas do processo de modelagem que foram identificadas no
processo. Convém esclarecer que o modelo mostrado na Figura 8 ainda ndo se encontra
em sua aparéncia final, ja que necessita ter o preenchimento com as cores adequadas.

Apos realizar a modelagem dos cinco logotipos apresentados, a ministrante informou
que cada cursista deveria escolher um logotipo qualquer — desde que fosse adequado ao
processo — e que deveria iniciar o processo; agendou orientagdes individuais que foram
realizadas no Google Meet. A Figura 9 ilustra alguns logotipos que foram modelados por

cursistas® em estagios diferentes de elaborago.

6 N&o serao descritos neste texto os processos de obtengdo dos modelos pelos cursistas.
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Figura 9: Modelos dos cursistas
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Fonte: Elaboracao das autoras

6 DISCUSSAO

Considerar a modelagem matematica como um ambiente de aprendizagem,
conforme concebe Barbosa (2007), parece ser uma opg¢ao adequada para explicar as
tomadas de decisdo ocorridas durante a realizacdo do curso de extensao direcionado a
professores e estudantes de matematica. Cada logotipo modelado requereu conhecimento
de conceitos e de procedimentos em geometria num contexto aparentemente motivador de
aprendizagem.

Observando as fases de elaboragdo do modelo conforme definidas por Biembengut
e Hein (2007), ndo ha como negar a importancia da primeira etapa da modelagem: a
escolha do logotipo em que se reconhece a situagédo-problema, seja a de solugdo mais
simples (como o Logotipo 1), seja aquela em que a solugao dependia da geometria analitica
(Logotipo 5). Considera-se que a escolha do logotipo pode estar ligada, entre outros fatores,
ao nivel de formagao conceitual do professor; entre os cursistas, alguns eram professores
dos anos iniciais do ensino fundamental e outros do ensino superior, 0 que resultou em
diversos tipos de logotipos.

A fase da matematizagao é considerada por Biembengut e Hein (2007) como a mais
complexa e desafiante de todo processo de modelagem. Apéds a identificagdo das figuras
geomeétricas que compdem o logotipo, € necessario avangar na leitura das propriedades e
das relacdes; por exemplo, relacionar o centro do desenho com o centro da circunferéncia
e com o centro de um triangulo equilatero (Figura 6). E necessario, também, tomar varias
decisbdes: o caminho da construgdo, os comandos mais adequados do GeoGebra, as
medidas de lados e de angulos, as figuras auxiliares e os rotulos que devem ser ocultados

no desenho etc. Assim, o modelador apresenta como solugdo uma composigao de figuras
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geomeétricas — que podem ser complementadas com colorido — que permitem representar,
da melhor maneira possivel, o logotipo escolhido.

Considera-se que todas as situa¢des aqui descritas requereram habilidades visuais
(para reconhecer as simetrias e as figuras compostas), verbais (para a escolha daqueles
comandos do GeoGebra dados em palavras), graficas (para a elaboragéo do desenho) e
l6gicas (para sequenciar os passos da construgdo geométrica). Todas as agdes realizadas
foram embasadas no Nivel 2 e no Nivel 3 de formacédo conceitual — ja que havia
necessidade de relacionar propriedades das figuras geométricas que compunham os
desenhos.

Evidentemente, ao se reconhecer o logotipo como um problema a ser resolvido, ja
se antecipa, de certo modo, a dificuldade para a formulagao, ou seja, para a identificagcao
das figuras e das relagdes entre elas, bem como para o estabelecimento de hipoteses
acerca da sequéncia de passos a serem empregados na construgdo do modelo. Ao se
esbocgar o modelo, o problema passa a ser resolvido com a construgédo em si, 0 que exige
nao apenas o conhecimento matematico, mas também o dominio dos comandos do
software GeoGebra. A verificacdo do quanto o modelo se aproxima da situacao real e a
reprodugdo da sequéncia de construgdo seguindo os protocolos gravados no software

contemplam o processo de validagéo do tipo de modelagem aqui apresentado.

7 CONSIDERAGOES FINAIS

Conforme mencionado, a primeira justificativa para a elaboragdo do curso de
extensdo surgiu da nossa experiéncia com formacao de professores: considera-se que
estes devem dominar os conceitos e procedimentos referentes a geometria basica, mas
também conhecer certos aspectos acerca da aprendizagem do tema. Assim, amparados
na Psicologia da Educacao Matematica, varios assuntos foram tratados durante o curso,
como alguns pressupostos da aprendizagem significativa’, a classificagdo dos contetudos
escolares em conceituais, procedimentais e atitudinais® e alguns elementos da construgdo
do espaco representativo da crianga®. Foi dado destaque aos niveis de desenvolvimento
do pensamento geométrico e as habilidades geométricas nas perspectivas de Van Hiele e
de Alan Hoffer e optou-se por organizar o curso de modo que o professor se colocasse ora

como aluno — realizando as tarefas propostas e modelando o logotipo —, ora como docente

7 Com base em Ausubel (2000).
8 Com base em Pozo (1998).
% Com base em Piaget & Inhelder (1993).
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— refletindo acerca do desenvolvimento do pensamento geométrico e sobre metodologias
adequadas para o ensino da geometria.

Ao ser desafiado na tarefa de modelagem matematica proposta pelo curso, o
professor pode autoavaliar seus conhecimentos e identificar graus distintos de formagao
conceitual e tipos de habilidades mais requeridos para cada logotipo escolhido. Pode
também avaliar suas aulas de geometria no que tange a sequéncia de conteudos e a forma
de aborda-los levando em consideragédo o desenvolvimento dos alunos quanto aos niveis
de pensamento geométrico e quanto as habilidades quem em geral sdo necessarias para
o desempenho em tarefas escolares.

Uma segunda justificativa amparou-se na necessidade de os professores dominarem
alguns recursos metodologicos para o ensino da geometria. A modelagem matematica, na
perspectiva adotada neste trabalho, pode se constituir em um recurso altamente motivador
para a aprendizagem da geometria, ja que permite aos alunos problematizar, formular
matematicamente e resolver as situagdes, além de validar e divulgar seus modelos. Ja a
apresentacao das potencialidades do GeoGebra para o ensino de geometria basica, tanto
plana como espacial, pode ter incentivado os professores a utilizar esse recurso em aulas
remotas ou presenciais.

O relato exposto neste trabalho limitou-se a descrever e analisar a atividade de
modelagem de logotipos figurais nos itens propostos e espera-se que possa incentivar os
professores a conhecerem com mais profundidade os temas tedricos envolvidos, as

metodologias adotadas e os recursos tecnologicos para o ensino de geometria.
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