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RESUMO

Os numeros hibridos, as sequéncias lineares e recorrentes estdo gerando um processo de hibridizacdo na area de
sequéncias. Neste trabalho €, entdo, apresentada uma aplicagao do processo de hibridizagdo da sequéncia de Padovan
num curso de formagéo inicial de professores de Matematica, fundamentada na Engenharia Didatica com enfoque na
Teoria das Situagdes Didaticas. A vista disso, um dos teoremas abordados nesta pesquisa é selecionado e, elaborada
uma situacdo-problema envolvendo o conceito da férmula variante de Binet. Com essa aplicagéo, objetiva-se estimular
a compreenséo e o lado intuitivo dos estudantes em formagéo, sem perder o rigor matematico e histérico, apresentando
assim como uma evolugao desse objeto de estudo.

Palavras-chave: Campo epistémico-matematico, Contrato didatico, Didatica Matematica, Transposicédo didatica

ABSTRACT

Hybrid numbers, linear and recurring sequences are generating a hybridization process in the sequence area. In this
paper, an application of the Padovan sequence hybridization process is presented in an initial Mathematics teacher
training course, based on Didactic Engineering with a focus on Didactic Situations Theory. In view of this, one of the

€:§§ Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Floriandpolis, v. 17, p. 01-22, jan./dez., 2022
UFsSC  Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2022.88164

3




theorems addressed in this research is selected and a problem situation is elaborated involving the concept of Binet's
variant formula. With this application, it aims to stimulate the understanding and intuitive side of students in formation,
without losing the mathematical and historical rigor, thus presenting as an evolution of this object of study.

Keywords: Epistemic-Mathematical Field, Didactic Contract, Mathematical Didactics, Didactic Transposition

1 INTRODUGAO

Estudos referentes ao ensino de sequéncias estdo sendo cada vez mais
realizados como apresentados nos trabalhos de Slisko (2020), Alves et al. (2019),
Oliveira, Andrade e Alves (2018), Alves (2017), Santos e Alves (2017), entre outros.
Destacamos ainda a utilizacdo de situagdes didaticas visando transformar determinado
objeto de estudo, alguns muitas vezes vistos somente em Matematica Pura, em um
conteudo a ser ensinado. Segundo Felcher e Ferreira (2018):

A disciplina de Matematica, no sentido restrito de grade curricular, as discussoes
sao ainda mais intensas assinalando os conteudos como engessados, 0 que para alguns
professores nao permite um trabalho diferenciado, cabendo a esses vencé-los, apenas
(Felcher & Ferreira, 2018, p. 238).

Em estudos realizados por Alves (2014, 2016), podemos notar a utilizagdo de uma
metodologia de pesquisa, Engenharia Didatica (ED) e de uma teoria de ensino, Teoria das
Situagbes Didaticas (TSD), visando a compreensdo dos estudantes em torno de
situacdes-problema elaboradas.

A ED e a TSD nascem da didatica francesa em um campo de investigagao
denominado de Didatica da Matematica (DM). Logo, com essa investigagao, os
estudantes poderdo argumentar e realizar levantamento de hipoteses em relagdo ao
conteudo matematico que sera investigado (Silva, Vertuan & Silva, 2018).

A DM teve seu desenvolvimento na Franga em meados da década de 1970 em
um contexto de reforma desta disciplina, a partir da criagao do Instituto de Pesquisa sobre
o Ensino de Matematica (IREM) que tinha como principal objetivo de estudar os
problemas de ensino de conceitos em razdo das exigéncias do saber Matematico
(Almouloud, 2007).

Surgida da DM, a ED foi amplamente divulgada por Michele Artigue, nos anos de
1980, onde no campo do ensino, € dada como um trabalho comparado ao trabalho de um
engenheiro que para realizar um projeto se baseia em conhecimentos cientificos de sua

area e aceita a submeter-se a um controle cientifico. Mas ao mesmo tempo, é obrigado a
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trabalhar com objetos muito mais complexos do que os refinados das ciéncias e, portanto,
tem que abordar praticamente, com todos os meios disponiveis, objetos esses que a
ciéncias nao podem levar em conta (Artigue, 1995, grifo nosso).

A TSD, por sua vez, € uma teoria de ensino, desenvolvida por Brousseau (1986),
aplicada em conjunto com a metodologia de pesquisa utilizada, visando analisar os dados
coletados durante a experimentagdo. Para isso, fundamentamos esta observacdo em
torno das suas situacgdes didaticas, transformando o conteudo para um lado mais
investigativo do estudante.

Diante disso, temos o questionamento realizado com base na problematica
descrita anteriormente: Como descrever situagdes de ensino envolvendo o processo de
hibridizacdo da sequéncia de Padovan?

A vista disso, elencamos os seguintes objetivos, sendo eles: desenvolver o
processo de hibridizacdo da sequéncia de Padovan, descrevendo teoremas e
propriedades, revelando assim a evolugédo destes numeros; construir uma situagao-
problema envolvendo a hibridizacdo dos numeros de Padovan, em torno da férmula
variante de Binet; compreender o processo historico-evolutivo da sequéncia de Padovan
diante da sua hibridizagao.

Com tudo, trazemos um estudo com base na ED com enfoque na TSD, em torno
deste objeto de estudo, realizando assim uma descricdo de suas fases. Nas secgdes
subsequentes, temos entdo uma aplicagao desta metodologia, num curso de Licenciatura
em Matematica no Instituto Federal de Educagédo, Ciéncia e Tecnologia do Estado do

Ceara (IFCE), na disciplina de Historia da Matematica.

2 REFERENCIAL TEORICO

Nesse trecho apresentamos os subsidios tedricos que conduziram essa
investigacdo. A pesquisa foi estruturada nas quatro fases da ED, a saber: analises prévias
ou preliminares, analises a priori, experimentacdo e analise posteriori e validagao.
Também apresentamos a TSD com o intuito de fundamentar a situacdo problema
proposta neste estudo, a qual foi estruturada seguindo suas quatros etapas: (acgao,
formulagcédo, validagcdo e institucionalizagdo), com o propdsito de subsidiar uma

modelagem para uma pratica docente voltada para a exposicdo de conteudos
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matematicos que possibilite ao aluno uma melhor compreensdao da aprendizagem

matematica.

21 A Engenharia Didatica

A referida pesquisa sera demarcada e estruturada sobre a perspectiva da ED, de
acordo com Almouloud e Coutinho (2008) ela se caracteriza a partir de um esquema
experimental baseado em "realizagdes didaticas" em sala de aula, onde o professor
concebe, realiza, observa e analisa as sessdes didaticas construida pelo proprio.

A ED teve seu surgimento na DM no inicio dos anos 80, ela é denominada:

Como uma forma de trabalho comparado com o trabalho de um engenheiro que,
para realizar um determinado projeto, se baseia em conhecimentos cientificos de
sua area e aceita a submeter-se a um controle do tipo cientifico. Porém, ao mesmo
tempo, se encontra obrigado a trabalhar com objetos muito mais complexos que
objetos refinados das Ciéncias e, por tanto, tem que abordar praticamente, com
todos os meios disponiveis, problemas que a ciéncia ndo deseja ou ndo pode
assumir. (Artigue, 1995, p. 33-34, Traducao nossa)

Esta metodologia proporciona ao professor através da investigagado a antecipacgao
dos obstaculos e dificuldades que poderao ocorrer sob determinada situagdo de ensino.
Segundo Pommer (2013), isso acontece pelas escolhas das variaveis didaticas que sao
definidas a partir de um estudo refinado, que orientardo o dominio e o controle das agdes
direcionando os estudantes a evolugdo da aprendizagem, além de assumir hipoteses a
serem confirmadas no decorrer da pesquisa.

A ED também se destaca pelo seu modo de validagdo, onde a mesma realiza um
confronto entre duas etapas: Analises a Priori e Analises a Posteriori (Que serao descritas
adiante), esse tal modo é denominado Validagéo Interna (Almouloud & Coutinho, 2008).

O percurso metodologico que a ED se estrutura sao divididas em quatros fases:
Analises Preliminares ou Analises prévias, Concepg¢ao e Analise a Priori, Experimentagdo
e Validacao e Analise a Posteriori.

Na fase de Analise Preliminares ou Analises Prévias é realizado um estudo
bibliografico sobre determinado conceito que o professor pretende ensinar. Essa fase
parte de uma analise dos conteudos que serdao fragmentados em trés dimensdes, sao
elas:

Epistemolodgica, relacionada com o saber em estudo, podendo ser observada sua
evolugéo histérica, os obstaculos relativos a sua natureza, dentre outros aspectos;
didatica, relativa a forma como o conteudo é apresentado nos livros didaticos, como
proposta de ensino ao professor; cognitiva, caracterizada pela analise de questdes
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relativas aos conhecimentos dos alunos sobre a tematica de estudo (Santos &
Alves, 2017, p. 449)

Esta etapa, permitira ao professor/pesquisador fundamentar-se, de acordo com
diversos fatores, que poderao ocorrer durante a vivéncia em uma determinada situacao
didatica proposta. Portanto, esse levantamento de diversos obstaculos/dificuldades que
impedira a evolugédo da aprendizagem pelo estudante, é o que viabiliza a construgéo de
uma boa situagdo de ensino. Assim, esta podera proporcionar a superagao desses
obstaculos sendo determinante para a proxima fase (Pommer, 2013).

Esta fase possui ainda “um dos objetivos das analises preliminares é identificar os
problemas decorrentes no processo de ensino e aprendizagem do objeto de estudo e
esquematizar os problemas, as hipéteses, os objetivos e os fundamentos tedricos e
metodoldgicos da pesquisa” (Santos & Alves, 2018, p. 145).

Na fase de Concepcgdo e Analise a Priori, serdo descritas as situagcdes didaticas
com base nas variaveis de comando, definidas a partir dos estudos realizados na fase
antecedente. De acordo com Artigue (1995), elas se distinguem em duas: as variaveis
macro-didaticas, quando se refere a organizacao global da pesquisa; € as variaveis micro-
didaticas, quando se refere a organizacao de forma local, observando o que ocorre nas
situagdes didaticas em sala de aula.

Portanto, o objetivo desta fase, segundo Almouloud & Coutinho (2008, p. 67), “[...] é
determinar como as escolhas efetuadas (as variaveis que queremos assumir como
pertinentes) permitem controlar os comportamentos dos alunos e explicar seu sentido”.
Desse modo, serdo concebidas as situagdes didaticas com base nessas variaveis de
comandos, que permitird ao professor/pesquisador o controle dos comportamentos e
assim, caso acontegca algum entrave do estudante no momento da resolugdo do
problema, tera subsidios para a conducao e de forma construtiva, o aluno supera-los.

Diante de toda estruturacédo, de estudo e de concepgdes realizadas durante as
fases antecedentes, na fase de Experimentacdo € colocado em pratica as situagdes
didaticas com o propdsito de possibilitar a construgdo do conhecimento de forma
auténoma pelo aluno, com o minimo de interferéncia do professor, disponibilizando meios
e ferramentas que Ihe auxiliem nesta caminhada. A fase da experimentacao

E o momento de se colocar em funcionamento todo o dispositivo construido,
corrigindo-o se necessario, quando as analises locais do desenvolvimento experimental
identificam essa necessidade, o que implica em um retorno a analise a priori, em um

processo de complementacéo (Almouloud & Coutinho, 2008, p.67).
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Desse modo, para o recolhimento desses dados referentes a aplicacao, poderao
ser usados, de acordo Santos e Alves (2017), instrumentos como: relatorios, registro
fotograficos, atividades escritas pelos alunos, entrevistas e diversos outros recursos.

E, com o propdsito de consolidar a pesquisa, na etapa final de Analise a Posteriori,
ocorrem através das organizagdes recolhidas durante a etapa de experimentagdo e a
Validacéo (interna), sendo entao realizada a partir do confronto entre Analise a Priori e
Analise a Posteriori (Santos & Alves, 2017).

Segundo Pommer (2013, p. 26) apud de Artigue (1996):

Esta fase se caracteriza pelo tratamento dos dados colhidos e a confrontagdo com
a analise a priori, permitindo a interpretacao dos resultados e em que condi¢des as
questdes levantadas foram respondidas. Assim, é possivel analisar se ocorrem e
quais sé&o as contribuicbes para a superacdo do problema, caracterizando a
generalizacdo local que permitira a validacdo interna do objetivo da pesquisa
(Pommer, 2013, p. 26 apud de Artigue, 1996)

Portanto, para Pommer (2013, p.26) sobre o uso da ED como metodologia de
pesquisa tem “[...] a possibilidade de prover a fundamentacéao teérica para que o professor
conhecga o significado e amplie o leque de opgdes, formando elo de ligacédo entre a teoria
e a pratica de sala de aula”.

Nesta subsecao, foi abordado a ED e a sua importancia para o estudo da referida
pesquisa. Norteando-nos na concepgao, aplicagao e validagdo das situagdes didaticas
construidas, a partir de um estudo bibliografico identificando obstaculos/entraves que
dificultam o aprendizado do estudante.

Desse modo, a construcido de situagdes didaticas nos permitiu realizar a
identificacdo de cada momento e obstaculo pelo qual o aluno podera deparar-se durante a
resolugcdo, sob a perspectiva TSD em suas etapas de acdo, formulagcado, validacédo e

institucionalizagao, que serao descritas na subsegao seguinte.

2.2 Teoria das Situagoes Didaticas (TSD)

A TSD foi iniciada por Brousseua (1986) na Franga com vistas em estudos sobre o
construtivismo em pedagogia, oriundos da teoria da epistemologia genética de Piaget.
Freitas (2015) ressalta que Brousseau ampliou ao trabalho didatico da problematizagéo
matematica um tratamento cientifico, além de sugerir que também ocorre aprendizagem

adaptando-se ao um meio, mesmo cercado de controvérsias e desequilibrios. Desse
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modo, verifica-se que essa teoria se contrapde ao modelo da didatica classica, pautada
num ensino que prioriza a exposicao de conteudos sistematizados e de forma axiomatica.

Ainda de acordo com Freitas (2015), essa teoria € considerada como uma
referéncia no processo de aprendizagem matematica, pois envolve o aluno, o professor e
o conhecimento matematico em torno da valorizagdo dos saberes mobilizados pelo aluno
e seu envolvimento na construgao desses conhecimentos. Almouloud (2007), evidencia

na Figura 1 essas relacbes embasadas pelo saber das situagdes de ensino.

Epistemologia ———>

do professor

A relacdo do aluno
corn o saber

Q PROFESSOR ’{\

Relacdo pedagogica

Figura 1: Tridngulo Didéatico
Fonte: Aimouloud (2007, p. 32)

Evidencia-se, portanto, que essa relacdo pode dar suporte ao aluno para que ele
tenha condi¢des de se apropriar da significagdo do saber matematico, sem esquecer que
a metodologia empregada no momento da exposi¢cao do conteudo e a estruturacdo das
atividades que serao apresentadas nas situagdes didaticas pré-planejadas pelo professor,
sdo fatores essenciais para despertar o interesse e o0 envolvimento do estudante
vislumbrando um saber matematico construido e alicergado cientificamente. Assim, uma
situagao didatica foi definida como:

Um conjunto de relagdes estabelecidas explicitamente e ou implicitamente entre
um aluno ou um grupo de alunos, num certo meio, compreendendo eventualmente
instrumentos e objetos, e um sistema educativo (o professor) com a finalidade de
possibilitar a estes alunos um saber constituido ou em vias de constituicdo [...].
(Brousseua, p. 8 apud Freitas, 1986, p. 80)

Relacionando as atividades de ensino com o saber matematico Brousseau (1986)
decompds a TSD em quatro fases distintas, a saber: acao, formulacdo, validagdo e

institucionalizagéo. De acordo com Almouloud (2007), elas sao caracterizadas como:
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Dialética da acdo: Apresenta-se como uma situacao, de modo que ao se expor um
determinado problema ao aluno, este se empenha na busca da solugéo, e para tal, realiza
determinadas acbes de carater mais imediatos, resultando num conhecimento mais
operacional do que de natureza tedrico. Ou seja, o aluno age sobre uma determinada
situacdo problema, essa lhe retorna informagdes sobre suas agdes, resultando em uma
solucéo que € o conhecimento a ser ensinado.

Dialética da formulagdo: Nessa fase o objetivo € a troca de informagdes, podendo
ser com uma ou varias pessoas, por meio de mensagens escritas ou orais, em lingua
natural ou matematica. Esse momento permite ao aluno criar alguns modelos ou
esquemas teoricos de forma mais elaborada, como por exemplo, 0 uso de sinais ou
regras comuns. E nesta etapa que o aprendiz esclarece as acdes usadas nas solugdes
encontradas.

Dialética da validacdo: E a etapa em que o aluno deve provar a validade do modelo
por ele criado, buscando justificativas mais precisas, como explicagdo, prova ou
demonstragdo, que torne seu modelo pertinente perante ao grupo no qual o aprendiz esta
inserido. O docente, caso julgue necessario, pode solicitar mais explicagées objetivando
aceitar ou refutar a solugéo apresentada pelo discente. Portanto, € nesse momento que
ocorre o debate entre os alunos e entre alunos e professor.

Dialética da institucionalizagdo: Essa fase, permite o estabelecimento da
objetividade e da divulgagdo do conhecimento, adquirindo assim, status de
universalidade. Este o momento em que o professor fixa convencionalmente e
explicitamente o estatuto cognitivo do saber, tentando intermediar a transposicédo do
conhecimento do plano individual para a dimensdao do saber cientifico. Apds a
institucionalizagcdo, o saber torna-se oficial e os alunos podem adiciona-los a seus
esquemas mentais, disponibilizando-os para serem utilizados na resolucéo de problemas
matematicos.

Portanto, a TSD propiciara o estabelecimento de uma modelagem de situacao
didatica que permite ao aluno participar de forma efetiva da elaboragdo e fixacdo da
cognicdo, estabelecendo condicdes para se desenvolver novos conhecimentos
embasados nas experiéncias adquiridas com meio e com os integrantes das sessdes

didaticas em que foram participantes.
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2.3 Numeros Hibridos

Um novo conjunto numérico estudado por Ozdemir (2018) e Carvalho (2019) foi
definido como sendo a generalizagdo dos numeros complexos, hiperbdlicos e duais.
Nesta generalizacao, ele apresenta um sistema de numeros que consiste na jungao dos
trés sistemas numéricos, ja mencionados, estando esses numeros combinados ou mistos
entre si, onde foi nominado de numeros hibridos, ao invés de numeros generalizados.

Definigdo 1: Um numero hibrido é definido como:

K={z=a+bi+cs+dh,a,b,c,d €l ,i2:—1,5220,h2:1,ih:—hi:5+1}.

A partir desta definicdo, podemos efetuar algumas propriedades e operagdes com

zy=a,+bi+ce+dh

0os numeros hibridos. Considerando dois numeros hibridos e
zy =@y thitcerdh oo

° Dois numeros hibridos sao iguais se todos os seus componentes forem
iguais, um por um: 2 =% S @ = =by,¢ =6.d =d,

° A soma de dois numeros hibridos é definida somando seus componentes:
z,+z,=(a,+a,)+(b,+b)i+(c, +c,)e+(d, +d,)h

° A subtracdo de dois numeros hibridos € definida subtraindo seus
Componentes: Zl _ZZ = (al _a2)+(bl _b2)l +(cl —C2)8+(d1 _dz)h i

° A multiplicagdo de um escalar § €ll & definido multiplicando o escalar com
seus componentes: $Z =Sa+sbi+sce+sdh

° Zero é o elemento nulo do numero hibrido.

° O elemento inverso de z é —Z, que é definido como tendo todos os
componentes de z alterando seus sinais: —2 =—a—bi—ce—dh,

° O produto hibrido é obtido distribuindo-se os termos a direita, preservando a

ordem de multiplicagdo das unidades e depois escrevendo os valores dos seguintes
substituindo cada produto de unidades pelas igualdades P=-le*=0,r=Lih=-hi=c+1

Tem-se ainda o conjugado de um numero hibrido, denotado por z e definido como:
;=a—bl'—cf9—dh. Além disso, é possivel definir o carater do numero hibrido

C)=zz=a’+(b—cp-c*~d*=a*+b*—2bc—d* que por conseguinte a norma do numero

hibrido, denotado por 12 ”, € a raiz quadrada do carater de um numero hibrido.
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Quanto a representagdo matricial para um numero hibrido destacamos a

importancia dessa representagao para facilitar a multiplicagao desses numeros. Ao definir

um isomorfismo entre matrizes 2X2 e numeros hibridos, podemos facilmente multiplicar

dois numeros hibridos e provar muitas de suas caracteristicas.

Definigdo 2: A matriz ) eM,, € chamada de matriz hibrida correspondente ao

1 0 b 0 1 I -1 J 0 1
4 =a + +c +
Dirbivcerdn 0 1 -1 0 1 -1 1 O

a+c b—c+d
c—b+d a—c

numero hibrido z.

¢a+bi+ce+dh = {

24 A sequéncia de Padovan

A sequéncia de Padovan é uma sequéncia linear e recorrente de terceira ordem,
sendo entdo estudada pelo arquiteto italiano, Richard Padovan. Nascido na cidade de
Padua no ano de 1935 (Stewart, 1996), Padovan estabeleceu a formula de recorréncia
= By =Fy =1

+hB, 5,n23 B, = By,

com

desta sequéncia como sendo: B n-2} b

Segundo Voet e Schoonjans (2012), Hans Van der Laan (1904-1991) e seu irmao,
ao reconstruirem igrejas que haviam sido destruidas pela segunda guerra mundial,
acabaram por descobrir um novo padrdo de medida, sendo este um numero irracional,
denominado por eles de numero plastico. Porém, o matematico francés Gérard
Cordonnier (1907-1977) (ver Figura 2) desenvolveu primeiramente estudos referentes a
este numero, sendo entdo interrompido com o seu falecimento. O numero plastico

representa a solucdo real da equacao caracteristica desta sequéncia dada por:

3 — . ~ ~ . ,
x*—x—1=0_ Assim, temos trés solugdes, sendo: uma real, conhecida como numero
plastico (aproximadamente 1,32) e as outras duas complexas e conjugadas,

aproximadamente =0,66-0,56i
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Figura 2: Gérard Cordonnier
Fonte: International, 2019

Ao contrario da sequéncia de Fibonacci, em que esta possui uma problematica
inicial como a reprodug¢ao dos coelhos imortais, os numeros de Padovan nao possuem,
sendo entdo encontrada na literatura poucos trabalhos referentes ao ensino desta
sequéncia. Porém, existem ainda uma representagdo geométrica, como mostrada no
trabalho de Vieira e Alves (2019), em que relata do espiral de Padovan, construindo assim
esses numeros através da insergao de triangulos equilateros.

Essa sequéncia é considerada ainda como prima da sequéncia de Fibonacci, uma
vez que os numeros de Fibonacci possuem relagcdo com o numero de ouro, ja 0s numeros
de Padovan com o numero plastico. Sabendo disso, temos que o0 numero de ouro e o
numero plastico sdo as duas unicas solugdes dos numeros morficos (Spinadel & Buitrago,
2009).

3 ANALISES PRELIMINARES

O processo de hibridizagcado de sequéncias vem sendo estudado nos trabalhos de
Catarino (2019), Cerda-Morales (2018), Szynal-Liana (2018, 2019), abordando outras
sequéncias. Com base nesses trabalhos, essa presente pesquisa apresenta a
hibridizagdo da sequéncia de Padovan apresentando a sua recorréncia, equacao
caracteristica, norma, forma matricial e fungdo geradora. Vale salientar que essas
definigdes e teoremas, nao foram encontrados até o presente momento na literatura.

Definigdo 3: O numero hibrido de Padovan é definido como:

HP , =P +P . i+P ,&+P ..h . . .
mp Tm D T T e {n+3) , com as condicbes iniciais iguais a
HP,, =1+i+&+2h,HF, =1+i+2&+2h,HF,;, =1+2i+2&+3h
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Propriedade 1: O numero hibrido de Padovan satisfaz a relagcao de recorréncia de

. _ S
terceira ordem HF,, =HF, , +HF, 5,n>3 .

Definigcdao 4: A norma de um numero hibrido de Padovan e definido como:

|| H}){n} || 2 :| _2P ]){n+2} - 2P{n+1}P{n} | .

{n+1}

Além disso, o numero hibrido de Padovan pode ser representado de forma
matricial, a partir de uma matriz 2x2, onde ha uma bije¢do entre o conjunto de todas as

matrizes.
Teorema 1: Uma matriz do nimero hibrido de Padovan, é definida como:

P

{n+2}

P . +P 2P . +P

{n} T {02} (ntly Ty T

Pup, , =
" Byt L e

A fungdo geradora permite a resolugao de recorréncias lineares com coeficientes
constantes (Koshy, 2001). Este procedimento demonstrou como obter os numeros de
Padovan sem ser necessario calcular todos os numeros que o procedem.

Teorema 2: A fungéo geradora dos numeros hibridos de Padovan é dada por:

HEy, + HEy x + (HE,, — HEy) )x>

1—x2—x3

GHPW (x)=

Diante disso, iremos explorar a existéncia de uma férmula explicita para o calculo
do n-ésimo termo da sequéncia, sem depender da recorréncia utilizando a féormula de
Binet, onde € necessario utilizar as raizes da equacéao caracteristica desta sequéncia.

Teorema 3: Para 720 temos que a formula de Binet para os numeros hibridos de

Padovan é dado como:

HP,

)y = A(x)" +B(x,)" +C(xy)" .

Onde M°**% s30 as raizes da equacdo caracteristica da sequéncia hibrida de

Padovan e 45-C os coeficientes iguais a:
2 2 2 2
e HBO} (6,7 —x,7x) + HP{” (x, " —x7)+ HP{Z}()C3 -X,)
- B
X3X12 + x32x2 + x1x22 — XX, — xlzxz — X3X22
2 2 2 2
B= HPE, (xyx,” —x3"x,) + HP (x;" —x,7) + HP, (x; — ;)
- 2 2 2 2 2 4
x3x1 + x3 x2 + xlxz - x3x1 — xl .X2 — x3x2
2 2 2 2
C= HBO}(xle —x, X))+ HB]} (¥, —x,")+ HBz} (x, —x,)
- 2 2 2 2 2
X3X + X3 X, + XXy —X3X — X Xy — XX,
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4 CONCEPGAO E ANALISE A PRIORI

Nas segdes anteriores, foi entdo realizado um estudo referente a sequéncia de
Padovan e dos numeros hibridos, para assim construirmos uma situacdo-problema
enfatizando o processo de hibridizagdo desses numeros. Assim, com base nos teoremas
mostrados anteriormente, selecionamos o teorema relacionado a férmula variante de
Binet, transformando-o numa atividade proposta aos estudantes de curso de formacéao
inicial de professores de matematica.

A vista disso, temos que a concepgdo da situacdo didatica desta pesquisa esta
presente no processo de hibridizacdo da sequéncia de Padovan, observando a sua
evolugao e transformando-o num conteudo a ser ensinado. Com tudo, temos o viés de
investigar os teoremas e propriedades discutidos neste trabalho, alguns sendo
apresentados de forma inédita, diante de um contexto de ensino de histéria da
matematica e fundamentada na ED com enfoque na TSD.

Situacao-problema: Dada a equacdo de recorréncia da sequéncia hibrida de

X X 1 {7
2783 as raizes complexas e

Padovan ¥’—x—1=0 ¢ sendo ™ a raiz real e
conjugadas, é possivel entdo obter uma funcédo, em que seja pode-se obter os termos
dessa sequéncia hibrida sem utilizar a recorréncia? Férmula esta conhecida pela Férmula
de Binet.

Situacdo de acgdo: Tomando como base a férmula geral de Binet,

HP

Ty = Ax

n n n
ny T Bx," +Cxy",n20

B , 0s estudantes deverao realizar manipulagdes algébricas,
a fim de encontrar trés equacgdes distintas, que vao compor um sistema linear de
equacdes, do tipo:
A+B+C=HP,,
Ax,, + Bx,y, + Cx,, = HF,
Ax{l}2 + Axm2 + Axm2 = HF,,

Situacao de formulacdo: A partir do sistema linear formado, os estudantes devem,

por meio de escalonamento ou pela regra de Cramer, encontrar os valores das

constantes, sendo estas iguais a:
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. HP{O} (xzx32 - x22x3) + H}){l} (xz2 - x}z) + Hp{z} (23— x,)

b

2 2 2 2 2
XX, XX, XX, = XX, — XX, — XX,

_ HP{O} (x3x12 - x32x1) + HPu} (x32 - x12) + Hp{z} (x,—x;)

b

2 2 2 2 2
XX, T X537 X, XX, — XX, — XX, — XX,

_ HP{O} (xlez - xzle) + HF, (x12 - xzz) + HP{z} (x, —x,)

i
2 2 2 2 2
Xa X" +X7X, T XX, — XX, — XX, — XX,

C

Vale salientar, pelo fato dos valores das raizes serem complexos e, de certo modo
extensos, as variaveis devem ser encontradas em fungcao dessas raizes.

Situacao de validagao: Nesta fase, partindo do resultado encontrado espera-se que

HP,

, i =Ax,.)" +Bx,.,." +Cx,.".n>0
o estudante valide a féormula: {n} o 2

B> , a partir do teorema
apresentado por Lima et al. (1998) que oferecem métodos matematicos com o intuito de
verificar a validade deste teorema.

Situagao de institucionalizagdo: Durante esta fase, o docente retoma o dominio da
situacao didatica, analisando as resolugdes encontradas pelos estudantes e verificando a
validade desta propriedade encontrada. E neste momento que o objetivo da situagéo-
problema é revelado, onde é encontrada a formula variante de Binet da sequéncia hibrida
de Padovan, dando énfase ao processo de hibridizagdo desta sequéncia, mostrando

assim a sua evolugao matematica.
5 EXPERIMENTACAO

A fase da experimentagdo aconteceu no curso de Licenciatura em Matematica do
Instituto Federal de Educacédo, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara, campus
Fortaleza. Apés uma minuciosa analise das disciplinas existentes no curso, foi entao
selecionada a Historia da Matematica, por apresentar em seu curriculo, o assunto de
sequéncias lineares e recorrentes, tratando da sequéncia de Fibonacci.

Para a aplicagao, foi necessario estabelecer um contrato didatico, o qual “[...] sao
analisadas as relacdes implicitas ou explicitas que se estabelecem no contrato didatico e
de que modo elas se manifestam, efetivando rupturas, ou ndo, das regras anteriormente
estabelecidas” (Rodrigues, Menezes & Santos, 2017, p. 45).

Com tudo, a aplicagdo aconteceu durante uma semana de aula, através de

situagdes didaticas fundamentadas na TSD. Essa teoria foi selecionada, uma vez que
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nesta fase da ED, ndo existe uma teoria de ensino para que seja feita a andlise dessa
coleta. Feito isso, os dados foram coletados através de registros fotograficos, gravacgdes
de audios entre outros meios, para serem analisados na fase seguinte.

Na primeira aula foi realizado um breve estudo sobre os numeros hibridos,
destacando os seus aspectos matematicos. Dando continuidade, foi entdo realizado um
estudo sobre a sequéncia de Padovan, ressaltando os seus fatos histéricos e evolutivos.
Por fim, foi entdo proposta, para os oito estudantes matriculados na disciplina, uma
situacado-problema com o viés de analisar a evolugdo da sequéncia de Padovan, com

énfase no seu processo de hibridizagao.

6 ANALISE A POSTERIORI E VALIDAGAO INTERNA

Durante esta ultima fase, sdo selecionadas as variaveis com base na situagao-
problema, instigando o estudante a compreender o processo de hibridizagdo da
sequéncia de Padovan, observando assim a jung¢ao de dois conteudos matematicos.

Iniciando este processo, selecionamos a variavel micro-didaticas e introduzimos os
conteudos matematicos, selecionando o teorema referente a férmula variante de Binet.

Com a distribuicao da lista de exercicios, foi possivel dividir os estudantes em
duplas, para que fosse possivel uma interagdo entre eles, buscando possiveis resolucbes
para a atividade proposta. Assim, na situagao-problema, cujo objetivo era obter a férmula
de Binet da sequéncia hibrida de Padovan, foi entdo apresentado o conteudo dos
numeros hibridos e da sequéncia de Padovan, para posteriormente discutir a formula
geral de Binet, segundo Witford (1977).

Ao terem o primeiro contato com a atividade, os estudantes buscaram em seus
conhecimentos prévios algumas tentativas de resolugdes, observando ainda algumas
dificuldades, tais como: a montagem do sistema linear, com base na férmula geral de
Binet, como iriam trabalhar com os valores iniciais hibridos de Padovan, ou seja, se
causaria algum efeito se fosse isolada as unidades nao reais. Porém, com a ajuda dos
demais colegas, foi possivel superar os obstaculos encontrados inicialmente, tendo assim

a fase da agao acontecendo pelo Aluno A, como mostrada na Figura 3.
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Figura 3: Fase da acdo pelo Aluno A
Fonte: Dados da pesquisa

Durante a fase da formulagao, os estudantes resolveram o sistema de equacgdes
com trés variaveis, onde o Aluno C obteve o valor das variaveis utilizando a regra de
Cramer, como mostrado na Figura 4. O Aluno E optou por resolver pelo método da
substituicdo, encontrando diversas dificuldades no percurso, e assim passando a utilizar a
regra de Cramer, conforme o seu relato em que diz: “[...] eu ndo consegui finalizar pelo
método da substituicdo por causa das inumeras variaveis que existem. Talvez, se
trabalhasse com os valores das raizes do polinbmio fosse possivel concluir por essa

técnica de resolugao”

Figura 4: Fase da formulagao pelo Aluno E
Fonte: Dados da pesquisa

Temos entdo que na fase de validagdo, a demonstracao da féormula variante de

Binet pelo teorema apresentado por Lima et al. (1998, p.74-75) que afirma que se

Xy X s X ~ , ~ 3 _v_1— . , . o
278 s3o raizes da equagao XX 1=0 entao ¢ a solucdo da recorréncia

HF , —HP,

{n} {n-2} — HE,

ey =0,n23

, quaisquer que sejam os valores das constantes A’B’C,
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onde todas as duplas conseguiram validar, destacando por questbes de organizacédo, a

resolucao realizada pelo Aluno B, na Figura 5.

Figura 5: Fase da validagao pelo Aluno B
Fonte: Dados da pesquisa

Por fim, na institucionalizagdo, o docente verifica as solu¢gdes obtidas pelos
estudantes, e mostra outras formas de agrupar os termos do sistema de equacgéo linear,

obtendo a féormula variante de Binet da sequéncia hibrida de Padovan, como visto no

HP , = A(x,,)" +B(x,,,)" +C(x,:,)" Xigrs Xiors X ~ ,
Teorema 3, em que: i} () (%) (x)) e onde "1 TRPPTBE sj0 as raizes

da equacgao caracteristica da sequéncia hibrida de Padovan e 4.B,C 45 coeficientes
iguais a:
2 2 2 2
_ HP,, (x,x;," —x,7x;) + HE (x,” —x,7) + HPF,, (x;—x,)
x3x12 + x32x2 + x1x22 —XyX, — x12x2 - x3x22 ’
2 2 2 2
B HI-';O} (ex,” = x7x) + HI—';I} (6" =x7)+ HI-}Z} (x, —x;)
x3x12 + x32x2 + x1x22 — x3xl - x12x2 - x3x22 ’
2 2 2 2
C= HP{O} (x,x," —x,7x) + HP{1} (X" —x,")+ Hf?z} (x,—x)
x3x12 + xfx2 + x1x22 — X3 X, — x12x2 - x3x22
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7 CONSIDERAGOES FINAIS

Neste trabalho foi possivel realizar um estudo dos elementos de ordem
epistemoldgica, cognitiva e didatica, estruturados e fundamentados pela ED, visando a
realizacdo do experimento didatica. A experimentacgao foi apoiada na TSD, analisando os
dados coletados, para realizar assim uma validagao interna.

Indubitavelmente, podemos destacar alguns problemas encontrados durante a
experimentagado, tais como: montagem o sistema a partir da férmula geral de Binet,
manuseio dos valores iniciais com as unidades n&o reais e resolugao do sistema linear
com trés variaveis.

Porém, com a colaboracado dos demais estudantes, foi possivel compartilhar ideias
e assim superar esses obstaculos encontrados. Vale destacar que algumas dessas
propriedades e teoremas discutidos no desenvolvimento do campo epistémico-
matematico, sdo consideradas inéditas diante da area de ensino, e alguns até mesmo na
area de Matematica Pura. Com isso, muitos estudantes que participaram desta pesquisa,
conseguiram visualizar tal grau de ineditismo, tornando-os mais motivados para
determinar o teorema proposta, em busca da férmula variante de Binet deste processo de
hibridizagdo da sequéncia.

Nesse sentido, pbde-se realizar um estudo por meio de investigagoes,
oportunizando aos professores em formacgao inicial, elaborar estratégias de resolugdes,
resgatando os conhecimentos prévios existentes e, instigando o lado intuitivo (Araujo,
Lima & Passos, 2020).
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