Artigo
Original

REVEMAI

REVISTA ELETRONICA DE EDUCAGAO MATEMATICA

] EXPERIMENTOS MENTAIS NA M}JLTIPLICAC}AO DE
NUMEROS NATURAIS: REFLEXOES TEORICAS POR MEIO DE

UMA METODOLOGIA ALTERNATIVA

Thought Experiments In The Multiplication Of Natural Numbers:
Theoretical Reflections By Means Of An Alternative Methodology

Willian José da CRUZ

Universidade Federal de Juiz de Fora, Juiz de Fora, MG.
Williancruz990@gmail.com
https://orcid.org/0000-0001-7509-1021

A lista completa com informagdes dos autores esta no final do artigo o

RESUMO

Este artigo faz parte da pesquisa tedrica intitulada “A semidtica e os Experimentos Mentais no ensino e na aprendizagem
em Matematica”. Tem como objetivo apresentar uma reflexdo tedrica, por meio dos Experimentos Mentais, acerca da
operagao de Multiplicagdo com niumeros naturais. Os Experimentos Mentais sdo conceituados como formas que o sujeito
pode representar o proprio pensamento, sendo este colocado como objeto de consideragdo no desenvolvimento de um
conceito, atividade ou problema em Matematica, por meio de um contexto tedrico bem definido, o qual € chamado de
sistema de representagdo, cumprindo o papel de mostrar a coeréncia do préprio conceito (ou até mesmo a sua
modificagdo) e verificar a possibilidade de aplicagao desse conceito em situagbes diversas. Esses tipos de experimentos,
no contexto da Educagéo Matematica, podem ser considerados uma metodologia alternativa para o ensino de Matematica.
A aplicacdo dessa metodologia tem importancia no ensino e respectivamente na aprendizagem da Matemética, por
proporcionar o desenvolvimento de um ambiente de investigagéo e de reflexdo, trabalhando em universos semanticos
distintos, no entendimento da atividade e/ou do problema proposto, gerando debates e contradigbes.
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ABSTRACT

This article is part of the theoretical research entitled "Semiotics and Thought Experiments in teaching and learning in
Mathematics". It aims to present a theoretical reflection, by means of Thought Experiments, about the operation of
Multiplication with natural numbers. The Thought Experiments are conceptualized as ways that the subject can represent
its own thinking, which is placed as an object of consideration in the development of a concept, activity or problem in
Mathematics, through a well-defined theoretical context, which is called representation system, fulfilling the role of showing
the consistency of the concept itself (or even its modification) and verify the possibility of applying such concept in different
situations. These categories of experiments, in the context of Mathematics Education, can be considered as an alternative
methodology for teaching mathematics. The application of this methodology is important in teaching and respectively in
learning mathematics because it provides the development of an environment of investigation and reflection, working in
different semantic universes in the understanding of the activity and/or the proposed problem, generating debates and
contradictions.
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1 INTRODUGAO

Paulo Freire afirma que “ensinar ndo é transferir conhecimento, mas criar as
possibilidades para a sua produgéo ou a sua construgado” (2019, p.24), e no intuito dessa
criagao, buscamos diversas formas e métodos que nos auxiliam no desenvolvimento da
atividade de ensinar, a qual nos dispomos, dedicamos e que estamos ocupados em realizar.
Mas o que é uma metodologia de ensino?

Uma metodologia de ensino € um modelo ou uma forma desenvolvida para se
efetivar o ensino de um determinado conceito, conteudo etc., no intuito de alcancar éxito na
aprendizagem. Com base nessa afirmacédo, sob a perspectiva de Cruz (2022),
apresentamos os Experimentos Mentais como uma metodologia alternativa para o ensino
de Matematica, cuja intencao € promover um ambiente de aprendizagem que estimule a
imaginagao, com tentativas e buscas de novas direcdes, erros e acertos, e a analise critica
dessas tentativas, como comentado por D’Ambrosio no prefacio do livro Experimentos
Mentais na Educacdo Matematica: uma analogia com provas Matematicas formais (Cruz,
2018).

Essa Metodologia consiste em resgatar as experimentag¢des, as analdgicas e 0 uso
de metaforas no ensino e, consequentemente, na aprendizagem em Matematica, em que
os sujeitos (alunos e professor) sejam agentes ativos na constru¢gdo do conhecimento e no
desenvolvimento do pensamento critico e criativo frente aos conceitos e/ou problemas em
Matematica. Tem como base, no campo da Educagcdo Matematica, os estudos sobre o
principio da complementaridade entre fatos e teoria ou intensédo e extensao, bem como a
concepcao histérico-dialética da educacéo.

Este artigo faz parte da pesquisa teodrica intitulada “A semidtica e os Experimentos
Mentais no ensino e na aprendizagem em Matematica”. O objetivo deste texto € apresentar
os Experimentos Mentais como uma metodologia alternativa para o ensino de Matematica,
no desenvolvimento da operagao de Multiplicagdo com numeros naturais. Tem o propadsito
de desenvolver um ambiente de investigacdo e de reflexdo sobre o ensino e a
aprendizagem da Matematica, trabalhando com diferentes universos semanticos na

compreensao da atividade e/ou do problema proposto, gerando debates e contradi¢oes.
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2 CONCEPGAO DIALETICA NA BASE DA EXPERIMENTAGAO MENTAL

Uma metodologia de ensino, com base na concepg¢ao dialética da educacgao,
desenvolve-se por meio de um conjunto de principios e diretrizes epistemoldgicos,
orientando o processo de ensino e aprendizagem da Matematica, considerando os
principios sociopoliticos e psicopedagogicos implicitos na consecugéo da atividade.

Em termos epistemoldgicos, com base nos estudos de Manfredi (1993), devem-se
considerar as diretrizes que condicionam a producédo de conhecimento numa perspectiva
dialética; a légica implicita neste processo; o enderecamento desse conhecimento; as
diferentes formas de saberes populares e saberes sistematizados; as relacdes nas formas
distintas de conhecimento; a importancia e o sentido da teoria com base numa perspectiva
critica da educacéo; o significado da produ¢do do conhecimento tanto individual quanto
sociocultural.

A concepcao dialética que estamos assumindo neste trabalho esta pautada no
materialismo dialético de Marx. O materialismo dialético considera a forma das ideias tao
concreta quanto a forma da natureza. A concepcao dialética, na perspectiva marxista, “ndo
separa em nenhum momento a teoria (conhecimento) da pratica (ag¢do), e afirma que a
teoria ndo é um dogma, mas um guia para a acgao. A pratica é o critério de verdade da
teoria, pois o conhecimento parte da pratica e a ela volta dialeticamente”. (Gadotti, 1995, p.
23).

Estamos propondo refletir sobre uma pratica desenvolvida no préprio contexto da
Matematica, por meio de Experimentos Mentais, com o uso da tecnologia, quando possivel.
Por meio deste processo, colocamos o objeto matematico em movimento, ndo o
observando de maneira estatica, mas no seu continuo desenvolvimento e relagdes na agao
de seus contrarios, criando fatos.

Nesta concepcgao, os objetos matematicos estdo sob a égide dos principios ou leis
da dialética, como: i) O Principio da totalidade, afirmando que os objetos e/ou fenbmenos
estdo ligados entre si e para conhecé-los, buscamos uma totalidade, mesmo que se tenha
a compreensdo de que, para ter acesso a qualquer objeto na Matematica, a unica
possibilidade € por meio de representagcdes particulares desse objeto, interagindo com
outras possibilidades (abducéo); € a agdo semidtica no processo de abstracdo por meio de
signos e significados. A explicagao ou sentido de um fato, ou fenbmeno, se da na interacao

e nao no isolamento. ii) O Principio do Movimento, que estabelece uma continua
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transformagao do conhecimento, ou seja, o conhecimento (ou a forma) nao é definitivo, esta
sempre em processo de transformacgao e evolugéo. iii) O Principio da Mudancga qualitativa,
isto &, “a transformagao nao acontece de forma circular de eterna repeticao” (Gadotti, 1995,
p.26), mas, pelo “acumulo de elementos quantitativos que num dado momento produzem o
qualitativamente novo” (1995, p.26). iv) O Principio da Contradi¢do, que reside no interior
da propria transformacao das coisas, constituindo uma forca oposta. A contradigdo € o
constitutivo de todas as coisas materiais e espirituais. E a esséncia de todo o nosso
conhecimento.

Gadotti afirma que esses principios podem ser aplicados tanto a matéria, quanto a
sociedade humana e aos nossos proprios conhecimentos. Cabe ressaltar que a dialética,
nesta perspectiva, se subdivide em trés niveis, a destacar: uma dialética da natureza, sendo
“‘inteiramente objetiva, ou seja, independentemente da existéncia de projetos, de intengdes
ou de motivagdes do homem, que ndo age diretamente sobre a histéria humana” (1995, p.
27); a dialética da histéria, associada a projetos “do proletariado para reconstruir a
sociedade, segundo um programa preestabelecido” (1995, p.27); a dialética do
conhecimento que é uma dialética sujeito-objeto, “resultado de uma interagdo constante
entre os objetos a conhecer e a agédo dos sujeitos que procuram compreendé-los” (Gadotti,
1995, p. 27). E é neste terceiro nivel que dispomos os Experimentos Mentais como uma
Metodologia alternativa para o ensino de Matematica.

Nossa reflexdo sobre o conhecimento matematico, do ponto de vista formal, entende
gque esse conhecimento esta sob a égide de trés principios logicos, a saber: o principio da
identidade, o principio da nao contradigao e o principio ou lei do terceiro excluido.

O principio da identidade parte da consideracdo de que as coisas sao estaticas,
melhor dizendo, uma coisa permanece sempre igual a si mesma, ou seja, na sentenga
2 X 3 = 6, os dois lados da igualdade, no contexto dado, designam o mesmo objeto. Sao
dois nomes ou duas representacdes para o0 mesmo objeto e “todas as afirmagdes de
identidade deste tipo sao analiticamente verdadeiras” (Otte, 1993, p. 53).

O principio da nao contradigao afirma que uma coisa ndo pode ser igual a outra ao
mesmo tempo. Duas coisas ndo podem ser verdadeiras ao mesmo tempo. Em outros
termos, nao € possivel que tenhamos 2 X 3 = 6 e 2 X 3 = 5, pois, sendo, caimos em uma
contradicao.

O principio ou lei do terceiro excluido afirma que “ou € uma coisa ou € outra” (Gadotti,

1995, p.28), ou seja, ou 2 X 3 = 6 ou 2 X 3 # 6, ndo ha uma terceira opgao.
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Mas ha um quarto principio que nao exclui os trés principios formais, que € o principio
l6gico dialético. Este principio pode ser também denominado como lei (ou principio) da
contradigédo, captando o movimento, a ligagédo, a unidade que concebe na imaginagéo os
contraditorios, se opondo e, ao mesmo tempo, oportunizando a entender os objetos em
movimento real e incessante. Podemos imaginar, por exemplo, como se 2 e 3 fossem
segmentos gerando como resultado da multiplicagdo uma area. Como isso é possivel? Uma
contradigdo esta posta, diferente das regras aritméticas condicionadas pelos principios
l6gicos formais. No caso do nosso ultimo exemplo, a verdade depende de um contexto.

A logica formal, por meio dos principios da identidade, da ndo contradicdo e do
terceiro excluido, visa classificar e distinguir os objetos, mas isto ndo é suficiente para
entendé-los. Ao mesmo tempo, essa logica formal ndo tem em vista tolher o pensamento
dialético, mas mostra a possibilidade dele. A dialética, por sua vez, nao recusa a légica
formal, mas a inclui como parte fundamental de sua logica. E é nessa complementaridade
que os Experimentos Mentais se mostram importantes no desenvolvimento do
conhecimento Matematico, principalmente no que tange ao estudo da multiplicacdo de
numeros naturais.

O materialismo dialético, segundo Gadotti (1995), se apresenta com um duplo
objetivo: i - como dialética, visa entender os aspectos da realidade, as leis que regem o
universo, a sociedade, a realidade em si, a natureza fisica, o pensamento que vai desde a
natureza viva até a sociedade; ii) como materialismo se constitui numa concepcao cientifica
que pressupde que o mundo € realidade material, no qual o homem pode conhecé-lo e
modifica-lo.

Como entendemos que a realidade do conhecimento € um processo semiotico e
neste processo o sujeito esta envolvido, entdo a cogni¢ao para nés se constitui como uma
“contradicao dialética entre o sujeito cognoscente e a realidade objetiva que, no final, muda
tanto o sujeito como a realidade reconhecida” (Cruz, 2018, p. 31). Esta realidade para n6s
€ o universo do discurso de todos os conceitos e objetos matematicos a serem conhecidos.
E é neste contexto que colocamos a dialética do conhecimento nas concepgdes do
materialismo dialético, isto €, no resultado da constante interagdo entre os objetos a serem
conhecidos, no nosso caso a multiplicagdo de numeros naturais, e 0s meios que o0s sujeitos
utilizam para compreendé-los.

Esta concepcao dialética esta presente na complementaridade entre fatos, que sao
os objetos do conhecimento, e teorias, que sdo as formas ou meios para desenvolver e

entender esses objetos.
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3 A COMPLEMENTARIDADE ENTRE FATOS E TEORIA, A DINAMICA
DO PROCESSO DE EXPERIMENTAGAO MENTAL

Nosso trabalho se fundamenta na concep¢ao de Educacdo Matematica que a coloca
‘como um meio para entender o desenvolvimento do conhecimento, em especial, do
conhecimento matematico” (Cruz, 2018, p. 161). Esse conhecimento se da, por um lado,
por fatos (objeto do conhecimento) e, por outro, pela teoria (meio de desenvolvimento desse
conhecimento). De alguma forma, fatos e teoria estao interligados circularmente.

Nesta discussao envolvendo fatos e teoria, destacamos a argumentacéao do filosofo
Frances Pierre Thuillier, que, diante de controvérsias sobre a obra de Galileu, isto €, da
indagacao se Galileu fez ou ndo experiéncias, argumenta que tais controvérsias dependem
do ponto de vista cultural e epistemolégico. Thuillier escreve que:

[...] Por um lado, é incerto que o grande fisico tenha concebido a pesquisa cientifica
do mesmo modo que nds: embora ele faca frequentes alusbes as experiéncias, nao
atribuia a elas o mesmo papel que os pesquisadores modernos. Por outro lado,
mesmo se quisesse, Galileu teria sido incapaz de realizar medi¢des suficientemente
precisas para serem significativas. Hoje, ainda, esses dois campos se enfrentam. No
que concerne aos trabalhos de Galileu sobre a queda dos corpos, por exemplo, as
discussoOes sao extensas. Os partidarios de um Galileu experimentador afirmam que
suas ideias Ihe ocorreram ao manipular bolas e planos inclinados, animado pela
constante preocupacao de dialogar com os fatos. Mas a réplica dos opositores nao
se faz esperar: se Galileu formulou corretamente uma teoria do movimento, é porque
foi antes de tudo um tedrico, capaz de fazer especulagbes ousadas sobre os
fendmenos. A referéncia a experiéncia, afinal de contas, tem apenas um interesse
secundario! Os nao-especialistas tém as vezes dificuldade em compreender o que
estd em jogo nessas discussdes. Contudo, do ponto de vista cultural e
epistemoldgico, o que esta em jogo nao € uma questao desprezivel: trata-se de uma
determinada imagem da ciéncia, uma determinada maneira de interpretar o trabalho
cientifico (1994, p. 117)

Ja o filésofo Imre Lakatos afirma a mesma coisa, parafraseando Kant: “A histéria da
Matematica, a falta da orientagdo da filosofia, tornou-se cega, ao passo que a filosofia da
Matematica, voltando as costas para os fendmenos mais curiosos da historia da
Matematica, tornou-se vazia” (Lakatos, 1978, p. 15).

As ciéncias empiricas fundamentam-se em fatos. O problema, no entanto, & que os
fatos sempre permitem inumeras interpretacdes e explicagdes. Isso coloca os fatos como
algo bastante complexo. A capacidade de descrever imparcialmente os fatos s6 pode
revelar uma de duas coisas: uma ignorancia total ou um aparato conceitual extremamente

bem estruturado.
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Os fatos sao, inicialmente, sempre fatos de uma teoria, pois qualquer fato novo
precisa se integrar em um sistema proprio de conhecimentos e experiéncias, a fim de que
possam ser compreendidos e utilizados. Mesmo que um fato possa nos surpreender, esse
acontecimento s6 é possivel em relagdo a alguma avaliagao prévia.

Surge, entdo, a nogao de circulo hermenéutico, que essencialmente se manifesta
pela acdo de que a apreensao de uma ideia nova ou algo desconhecido deve ser explicada
tanto por si quanto por meio de algo que ja nos é familiar, ou seja, a nova ideia é subsumida
pelas ideias preexistentes. Isso parece paradoxal.

Cruz, ao estudar Otte (1993), procura explicar este circulo hermenéutico e disserta
que:

a nossa primeira iniciativa é deixar o objeto atuar por si, ou seja, aceitamos o objeto
de forma passiva e espontadnea no pensamento. Por outro lado, relacionamos cada
nova informagdo, cada novo objeto e cada nova concepgdo com 0s proprios
conhecimentos que ja dispomos em nossa mente, ou seja, integramos cada fato novo
em nosso proprio sistema de conhecimentos e experiéncias e isso chamamos de
atividade e operatividade do pensamento (2018, p. 41)

Na revolugao das ciéncias exatas durante os séculos XVI e XVII, tornou-se claro que
cada experimento, que nos fornece novos fatos, dependia, em seus resultados, de um
conjunto completo de requisitos tedricos e técnicos. Reichenbach escreve que “o método
matematico deu a fisica moderna seu poder preditivo” (1951, p. 103) e complementa
dissertando que “quando falamos da ciéncia empirica, ndo devemos esquecer que a
observagao e a experimentagao foram capazes de construir as ciéncias modernas apenas
quando foram combinadas com dedugbes matematicas” (Ibid.). A imagem indutiva da
ciéncia elaborada por Francis Bacon difere da fisica de Newton, afirma o autor, e
complementa dizendo que “uma mera colegdo de observacbes de fatos, como
apresentados nas tabelas de Bacon, nunca levou um cientista a descoberta da lei de
atracdo. Dedugao matematica, combinada com a observacéao, € o instrumento que explica
0 sucesso da ciéncia moderna” (Reichenbach, 1951, p. 103).

E no processo complementar entre fatos e teoria, ou Experimentos Mentais e Provas
Matematica formais, que o conhecimento matematico avanca. “As ideias de
complementaridade sdo uma tentativa de caracterizar as particularidades dessa unidade
genética inicial, efetuando simultaneamente a sucessdo temporal em uma imagem de
espacgo e, reciprocamente, transformando espago em tempo” (Cruz, 2018, p.42). Por
exemplo, suponha que estamos vendo fumaga subindo pelas colinas e concluimos que

deve haver fogo. Ao percorrer o caminho das colinas, podemos observar diretamente a
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conexao entre a fumacga e o fogo. Muitas vezes, é assim que a deducgao l6gico-matematica
ou o calculo nos poupa de jornadas tediosas e problematicas que podem surgir na atividade
ou no problema.

Otte argumenta que “a Matematica parece ser um saber muito simples quando
considerada do ponto de vista da atividade individual. Tudo que um texto matematico tem
a dizer, ele diz. A Matematica € um saber direto. Se eu digo p, isto significa p”. (1993, p.
85). Mas cabe salientar que o conhecimento, “na medida em que depende de significados
referenciais, para que seja conhecimento, s pode ter uma existéncia social, embora todos
0s conhecimentos surjam em cabegas individuais” (ibid.). Isto significa que a Matematica
s6 ganha um conteudo real quando € considerada no contexto geral.

“Todo conhecimento é feito por sinais”, afirma Cruz (2018, p. 42). “{Um conhecimento,
para ter um impacto formativo em nossas mentes, deve ser subjetivamente significativo em
primeiro lugar e, por sua vez, atrair um interesse para a teoria dos significados e para
complementaridade dos aspectos intensionais e extensionais” (lbid.). As coisas nao tém
significados, apenas signos tém significados. A informagcdo como tal, assim como a
existéncia factual, ndo possui sentido e pode até causar espanto ou confusao. O significado
objetivo depende da estrutura e esta vinculado a redundancia (circulo hermenéutico).

O significado requer redundéancia na quantidade de informagao recebida, ou seja,
requer a possibilidade de representar a mesma coisa de maneiras distintas. Devemos ser
capazes de dizer algo que ja foi dito de outra forma ou ao contrario. Deve sempre haver
diferentes maneiras de chegar ao mesmo local e permitir diferenciar o lugar e a rota, o
objeto e a representagdo. “Um conceito matematico ndo existe independentemente da
totalidade de suas possiveis representagdes, mas nao deve ser confundido com qualquer
representacao particular” (Cruz, 2018, p. 45).

Conhecimento requer uma subdivisdo da realidade e uma abstracéo, ou seja, uma
perspectiva exclusiva, caso contrario, a resisténcia que o mundo, em sua totalidade, imporia
aos nossos esforgos cognitivos seria infinita. No entanto, o conhecimento também requer
estabilidade e firmeza até certo ponto, e tudo depende da selecdo correta de fatos,
conclusdes e abstragdes.

A perspectiva semibtica que estamos adotando neste texto baseia-se nos
pensamentos de Peirce para quem a semiotica é o “estudo geral da abstragao, por meio de
signos e significados” (Hersh, 1997, p. 198)". Para Peirce (2010, p. 45), “a semidtica é a
quase-necessaria ou formal” doutrina dos signos, derivada de um processo chamado de

abstragao, que se baseia principalmente na ideia de interpretante.
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Peirce escreve que

Quanto a esse processo de abstracdo, ele é, em si mesmo, uma espécie de
observacao. A faculdade que denomino de observacido abstrativa é perfeitamente
reconhecivel por pessoas comuns, mas, por vezes, as teorias dos filosofos
dificilmente a acolhem. E experiéncia familiar a todo ser humano desejar algo que
esta totalmente além de seus recursos presentes, e complementar esse desejo com
a pergunta “Meu desejo dessa coisa seria 0 mesmo se eu dispusesse de amplos
meios de realiza-lo? Para responder a essa pergunta, ele examina seu interior, e ao
fazer isso realiza aquilo que denomino observacao abstrativa. Faz, na imaginacao,
uma espécie de diagrama minimo, um esbogo sumario, considera quais modificagoes
o hipotético estado de coisas exigiria que fossem efetuadas nesse quadro e a seguir
examina-o, isto é, observa o que imaginou, a fim de saber se 0 mesmo desejo ardente
pode ali ser discernido. (Peirce, 2010, p. 45)

No entanto, nada garante inicialmente as boas sele¢des. Teorias, por um lado, e
dados ou objetos, por outro lado, sédo referenciados circularmente, sempre ha essa
complementaridade.

“‘Complementaridade ndo € uma mera dualidade” (Otte, 1993, p. 224) de sentido e
referéncia, mas é uma forma de conectar o objeto e 0 meio, ou seja, o fato e a teoria,
mantendo-os em oposicao também. “Os meios do conhecimento sdo de fato para serem
diferenciados dos objetos do conhecimento, mas ndo para serem definidos sem o seu
concurso” (ibid.)

Em um objeto para ao qual ndo podemos produzir uma relagdo com algum meio
qualquer, néo existe para ndés como objeto do conhecimento. Por isto € que também
0 objeto do conhecimento ndo & definivel sem os meios. Contudo, o objeto do
conhecimento ndo é totalmente subordinado aos meios. Fosse assim, entdo, as
teorias seriam idénticas as suas linguagens, e um objeto empirico, como um elétron
ou atomo, seria idéntico aquilo que uma certa teoria afirma sobre ele. No momento
em que a teoria progredisse, o objeto mudaria. Ou se a teoria afirma algo bem
diferente sobre o objeto, entdo ele perderia completamente sua identidade”. (Otte,
1993, p. 224)

A nogao de complementaridade é de grande relevancia nos estudos epistemoldgicos
e, em particular, nos fundamentos da Educacdo Matematica, pois por meio dessa nogao,
entendemos que a Matematica, a partir de uma perspectiva genética, implica em ser uma
ciéncia que abandona certos termos e nog¢des, como coisas em Si, Ou seja, a ciéncia cujos
objetos semanticos ndo sdo apresentados, ou ideias como a de Matematica como tal, ou
seja, Matematica como verdade absoluta separada das nossas capacidades de
experimentacgao.

E com base nessa abordagem semiética e em busca dessa complementaridade que

tentamos refletir, por meio de Experimentos Mentais, sobre como o conhecimento acerca

Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Florianépolis, v. 18, p. 01-21, jan./dez., 20203 9
Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2023.692299



https://doi.org/10.5007/1981-1322.2023.e92299

da multiplicagdo de dois numeros naturais pode ser desenvolvido e quais implicagdes

podem surgir nesse processo.

4 OS ASPECTOS TEORICOS DAS OPERAGOES COM NUMEROS
NATURAIS

Russel escreve que, para uma “pessoa medianamente instruida de nossos dias, o
ponto de partida ébvio da Matematica seria a série dos numeros inteiros” (2007, p. 18).
Esses numeros constituem a série numérica 1, 2, 3, ..., n, n+1, .... “E essa série que
teremos em mente quando falarmos da série dos numeros naturais” (Russel, 2007, p. 19).

Toda a Matematica pura e tradicional, incluindo a geometria analitica, pode ser
encarada como consistindo inteiramente em proposicbes acerca dos numeros
naturais. Isto é, os termos que ocorrem podem ser definidos por meio dos numeros
naturais, e as proposicdes podem ser deduzidas das propriedades dos numeros
naturais — com a adicdo, em cada caso, das ideias e proposi¢goes da logica pura
(Russel, 2007, p. 19)

As ideias de soma e de multiplicagdo ja estdo intrinsecas na propria nogao de
numero natural. A teoria dos numeros naturais, conhecida como Aritmética, baseia-se “no
fato de que a adicdo e a multiplicacdo de numeros naturais obedecem a certas leis”
(Courant & Robbins, 2000, p. 2). A generalizacdo dessas leis € representada por letras
a, b, c... as quais expressam numeros naturais quaisquer, uma vez que existe a nog¢ao de
que, ao se considerar somente os simbolos 1, 2, 3, ..., que se referem a niumeros naturais
especificos, isso indicaria que, por exemplo, a proposicdo 1 + 2 = 2 + 1 seria apenas um
exemplo particular da lei geral. Essa lei geral garante que a soma de dois numeros naturais
€ a mesma, independentemente da ordem dos termos, ou seja,a + b = b + a.

A multiplicacao é definida como a soma de parcelas iguais, que em termos gerais,
poderia ser indicada por a Xxb =b+ b+ b + ---+ b (com a parcelas iguais a b). Para este
produto, também vale a propriedade comutativa, isto €, a X b = b X a. Como exemplo, ao
verificar a propriedade comutativa para os numeros naturais especificos 2 e 3, podemos
basear-nos na definicdo e explicarque 2 x3=3+3=6e3x2 =2+ 2+ 2 = 6, portanto,
2 X 3 =3 X 2, respeitando os principios da légica formal.

Mas podemos questionar se o zero (0) € um numero natural. Russel argumenta que
“s6 alguém com algum conhecimento de Matematica pensaria em comegar com 0 em vez
de 1”7 (2007, p. 19). Ja Courant & Robbins (2000), utilizando um modelo concreto para

representar numeros inteiros positivos, considerando-os como objetos de um conjunto de
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pontos colocados em um retangulo - isto €, um ponto correspondente a cada objeto -
apresenta o zero como um retangulo completamente vazio, argumentando que:

[...] estender ligeiramente o dominio dos inteiros positivos representados por
retdngulos com pontos, introduzindo o inteiro zero, representado por um retangulo
completamente vazio. Se representarmos o retangulo vazio pelo simbolo usual 0,
entdo, de acordo com nossa definicdo de adicao e multiplicagdo,a+0=aea x 0 =
0 (Courant & Robbins, 2000, p. 4)

Multiplicar dois numeros inteiros positivos por esta representacdo de Courant &
Robbins (2000) significa colocar os pontos em dois retangulos alinhados e formar um novo
retdngulo com a quantidade de linhas relativas ao primeiro fator e a quantidade de colunas

relativas ao segundo fator. Por exemplo, multiplicar 5 por 4 é representar como na figura 1.

* o o o o . |joee o o] =

Figura 1. Multiplicagédo
Fonte: (Courant & Robbins, 2000, p. 3)

Fazendo uma analise com a definigdo dada para a multiplicagdo de numeros
naturais, entdo ax0=0+4+0+ -+ 0 (aparcelas iguais a zero). No entanto, na
multiplicagdo, € valida a propriedade comutativa, o que sugere que a X 0 = 0 X a. Pela
definicdo da multiplicacdo para numeros naturais, o que seria 0 X a? Istoé,0 Xxa=a+a +
a+ -+ a (0 parcelas iguais a a)? 1sso parece improvavel ou até mesmo sem sentido.
Portanto, a garantia de que o resultado desta multiplicagdo seja 0 ocorre apenas pela
aplicacdo da lei comutativa? E necessario progredir, e a utilizagdo dos Experimentos
Mentais pode auxiliar na constru¢do de um argumento, permitindo-nos chegar a alguma

conclusao.

5 DESENVOLVENDO FATOS NA APLICAGAO DOS EXPERIMENTOS
MENTAIS NA MULTIPLICAGAO DE NUMEROS NATURAIS

Otte argumenta que “a Matematica assenta, como quase toda ciéncia, na visao e

nas metaforas visuais e geométricas” (1993, p.40). A ideia fundamental da Matematica é a
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geometrizagdo, pois “ela faz com que as mais variadas coisas sejam imaginadas pelos
matematicos como pontos ou sistemas de pontos em algum espaco ideal” (Ibid.). Esse
espaco € determinado pelas construcdes que sao possiveis de serem realizadas nele. A
Matematica, com o seu carater hipotético-dedutivo, “é um procedimento que comega com
uma metafora grafica ou na forma de um Experimento Mental e ndo como uma indugao
positiva com base em fatos objetivos” (lbid., p.43).

Cruz (2018, 2022) conceitua, no campo da Educagédo Matematica, os Experimentos
Mentais como formas que o sujeito utiliza para representar o proprio pensamento, sendo
este colocado como objeto de consideragédo no desenvolvimento de um conceito, atividade
ou problema em Matematica, por meio de um contexto teérico bem definido, o qual é
chamado de sistema de representacao. Esses experimentos cumprem o papel de mostrar
a coeréncia do proéprio conceito (ou até mesmo a sua modificagao) e verificar a possibilidade
de aplicacéo desse conceito em situagdes diversas.

Para reconhecer esses experimentos como uma metodologia alternativa para o
ensino de Matematica, consideramos seis importantes caracteristicas que auxiliam o
processo de experimentacdo mental. Essas caracteristicas sdo nomeadas por: Forma;
Estrutura; Compreensdo; Dependéncia; Revelagdo;, Comparagéo (Cruz, 2021, 2022).

A Forma é a caracteristica inicial do processo de experimentagdo mental, cuja fungéo
€ desenvolver conjecturas, hipoteses ou suposicbes por meio de uma representagao
particular do objeto geral considerado; E a representacéo do fato. Cruz explica que:

Forma, neste contexto, tem o significado de atividades supostas, isto é, os
Experimentos Mentais sdo baseados em um sistema de atividades supostas. Isto
significa que as atividades partem de certas conjecturas e hipoteses desenvolvidas
em uma representacao particular do objeto geral. Ademais, “todo acesso cognitivo a
realidade é relativo e mediado por signos” (Otte, 2001, p.2), isto quer dizer que este
acesso ndo é direto e absoluto. (Cruz, 2021, p. 15)

A Estrutura refere-se ao desenvolvimento de uma ideia nova que néo estava contida
nos dados ou fatos iniciais levantados pela Forma. E o que Cruz chama de sintese abdutiva.

Estrutura implica em dizer que os Experimentos Mentais ndo tém uma estrutura
rigida. Muitas coisas sao implicitamente assumidas. Ha neste contexto a aplicacao
de uma sintese abdutiva. Sintese abdutiva é a introdugdo de uma ideia nova nao
contida nos dados do problema, da atividade ou da prova, permitindo da as conexdes
que esses mesmos dados ndo teriam fornecido (Cruz, 2021, p.16)

A Compreensdo é o desenvolvimento do processo dedutivo que parte dos dados
apresentados nas premissas do argumento ou da atividade/problema em questao. Por meio

de abducdes na experimentacdo, o diagrama inicial pode ser modificado. E a
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complementaridade entre fatos e teoria desenvolvida por meio de um sistema de
representacao coerente (Dependéncia). Cruz afirma:

Compreensao da énfase de que nos Experimentos Mentais ha uma combinagio de
experiéncias e conhecimentos que devem seguir uma loégica de consideragoes
heuristicas com dedugdes légicas e calculos formais quando necessarios. E o
processo dedutivo no desenvolvimento da experimentagao mental. (2021, p. 16)

A Dependéncia € a teoria de base ou o universo do discurso; o sistema de
representacdo que sustenta o desenvolvimento do Experimento Mental. No contexto de
aplicagao dos Experimentos Mentais, toda agdo esta embasada em uma teoria de base,
que pode ser também modificada, acrescida ou mantida no decorrer do processo.

Dependéncia indica que o processo de experimentacdo mental esta dependendo de
conhecimentos e argumentos aceitos pela comunidade, mesmo ndo sendo
argumentos estritamente logicos. Este processo nos possibilita compreender que
“aprender novas coisas, sem novos dados, surge do fato de que o importante sédo as
aplicagdes dos conceitos ou dos objetos e ndo apenas as relagdes dos conceitos
entre si, ou seja, ndo é apenas a coeréncia da teoria” (Cruz, 2018, p.74). (Cruz, 2021,

p. 17)

A Revelagéo apresenta alguns resultados e contradigbes, abrindo possibilidades
para novos conhecimentos por meio do processo dialético envolvido na aplicagdo dos
Experimentos Mentais. Também pode revelar erros ou desajustes conceituais.

Os Experimentos Mentais tém a capacidade de revelar um desajuste no aparato
conceitual tradicional, permitindo ao experimentador ou ao cientista utilizar seus
conhecimentos da mesma forma que utilizava antes, por outro lado, esses
experimentos mostram contradigdes e/ou confusdes légicas no desenvolvimento da
dada atividade, provas e/ou problema apresentado. (Cruz, 2021, p. 17, 18)

A Comparagdo amplia o escopo da experimentagdo para novas situacdes, quando
for possivel e de interesse do experimentador.

Comparacao neste processo € para afirmar que é possivel comparar o conhecimento
com outras possibilidades de solugdo em uma dada atividade, prova e/ou problema.
Nés muitas vezes ganhamos novos conhecimentos quando algo que ja foi dito uma
vez é dito mais de uma vez de um modo novo (Cruz, 2021, p. 18)

A possibilidade de aplicagdo dos Experimentos Mentais no ensino de Matematica
baseia-se na crengca de que “a Matematica € uma atividade semidtica, ou seja, uma
atividade de construcdo de diagramas, experimentacdo sobre esses diagramas e
verificagdo dos resultados” (Cruz, 2022, p. 32). Isto ndo significa que estamos
transformando a Matematica em apenas uma resolugao criativa de problemas, mas sim
contribuindo para o desenvolvimento da relacdo humana, de forma néo supersticiosa, do

individuo com o conhecimento. Pois a Matematica “ndo é simplesmente uma linguagem e
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nem uma ciéncia analitica de conceitos. Ela compreende representagdes indexais e
atividade observacionais” (Otte, 2012, p. 16).

Nesse processo semiotico, destacamos, seguindo dos Experimentos Mentais, que
‘o melhor pensamento, especialmente em assuntos matematicos, é aquele que estivesse
experimentando na imaginagao um diagrama ou outro esquema” (Peirce, 1976, NEM I. 122,
apud Otte, 2012, p. 16).

5.1 Aplicando a Metodologia na multiplicacao de 3 por 2

O objetivo da atividade € mostrar, por meio de um Experimento Mental, um
contraponto ao método formal das operagdes com numeros naturais. Iniciamos com a
questdo: Por que 3 x 2 =2x3? Relembrando o modo tradicional, a explicacdo da
igualdade apresentada pode ser dada por:

3X2=2+4+242=6=3+3=2X%3.

No entanto, esta explicagao falha quando consideramos, por exemplo, que 2 X 0 =

0 x 2. Otte disserta que surge no ensino da Matematica um fenédmeno corrente em que

[...] alguém resolveu um exercicio, estudou um problema e alcangou um resultado,
mesmo assim, mais tarde, num contexto diferente, por exemplo, num exame, ndo
dispde de forma alguma desse resultado e do saber nele envolvido, isto &, ndo
reconhece o exercicio de modo algum. (Otte, 1993, p. 72, 73).

Experimento Mental traz ideias e coloca o sujeito e o objeto frente a um desafio e
algumas contradi¢cdes, mas gera a possibilidade de reconhecer o objeto do conhecimento
e tirar certas conclusdes dessa relacdo. Vamos aplica-lo, por meio de suas caracteristicas.
Forma: Supondo que na nossa multiplicacdo, o primeiro fator representa a quantidade de
retas paralelas na horizontal, tendo como base a linha do horizonte, e o segundo fator
representa a quantidade de retas paralelas na vertical.

Estrutura: Entendendo que as retas sdo formadas por pontos e que o encontro de duas
retas se da em um ponto comum, entdo essas retas horizontais e verticais se encontrarao
em um determinado numero de pontos e esse numero € o resultado da multiplicacao.

Compreensao: Com base nos diagramas (figura 2) podemos concluir que as retas na
multiplicagao 3 x 2 se encontram em 6 pontos e no caso da multiplicagéo 2 x 3 também se

encontram em 6 pontos.
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Dependéncia: Nosso sistema de representagao, ou seja, nosso campo tedrico ou universo
do discurso, se apoia has concepg¢des da geometria euclidiana. Multiplicagdo para nés é o

encontro de retas paralelas na horizontal com retas paralelas na vertical.

3% 2 2X3

Figura 2. Multiplicagéo por retas paralelas
Fonte: Elaborado pelo autor

Cabe destacar que a multiplicagao de retas paralelas horizontais por retas paralelas

verticais resulta em pontos. Portanto, para o caso especifico de nossa atividade, chegamos
aconclusdoque 3 x 2 =2 x 3.
Revelagao: Como fica a multiplicagao de, por exemplo, 2 X 0 e 0 X 2, ja que na primeira
multiplicagdo temos duas retas paralelas horizontais e ndo temos retas verticais, e na
segunda temos duas retas verticais e ndo temos retas horizontais, como observado na
figura 3? Como proceder nesse caso, ja que o resultado da multiplicagdo sao pontos de
encontro?

Esta contradicdo pode ser resolvida ampliando nosso campo de solugéo.

2x0
o 0x2
Figura 3. Multiplicacéo por zero
Fonte: Elaborado pelo autor
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Comparagao: Podemos ampliar nosso processo, ou seja, o resultado de nossa
multiplicagdo sera a quantidade de pontos de encontro ou zero (quando nao houver pontos
encontrando). Portanto, 2 X 0 = 0 x 2.

Talvez nosso experimento tenha trazido explicagbes para a multiplicagdo de
numeros naturais e algumas contradi¢ées. Mas é neste processo histérico-epistemoldgico
de contradicdes e ideias, no qual acreditamos, que o conhecimento se da. E na contradicéo
gue novas ideias e pensamentos surgem.

A propria Educacgéo € um processo contraditorio, isto €, “uma totalidade de agéo e
reflexdo” (Gadotti, 1995, p. 74) que, por um lado, traz a autoridade e, por outro lado, a
liberdade. Gadotti (1995) argumenta que este processo contraditério ndo elimina a
autoridade, pois caso contrario, cairiamos em um espontaneismo libertario no qual a
educacao nao acontece. Por outro lado, esse processo também nao elimina a liberdade,
pois, caso contrario, cairiamos no risco de um autoritarismo, para qual também nao ha
educacao.

D’Ambrosio traduz esta contradigdo definindo educagdo “como um conjunto de
estratégias desenvolvidas pela sociedade para: a) possibilitar a cada individuo atingir seu
potencial criativo; b) estimular e facilitar a agdo comum, com vistas a viver em sociedade e
exercer a cidadania” (2011, p. 25).

Sintetizando essas ideias, construimos o0 mapa mental apresentado na figura 4.

( EDUCACAO }

CIDADANIA AUTONOMIA

AUTORIDADE LIBERDADE

Figura 4. O que ¢é Educacgéo
Fonte: Elaborado pelo autor
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Essa visdo mais ampla da educacdo mostra o aspecto complementar que, por um
lado, promove a cidadania, transmitindo valores e destacando as responsabilidades e os
direitos de cada individuo e, por outro lado, promove a criatividade, auxiliando os individuos
a satisfazerem suas aptiddées nos diversos campos ou areas da sociedade, a fim de
poderem criar, inventar, inovar e auxiliar no despertar da curiosidade epistemolégica.

Contudo, em um processo de curiosidade epistemoldgica, € possivel pensar em
como a multiplicagédo de retas que possuem infinitos pontos pode gerar um resultado com
quantidade finita de pontos. Essa questao e outras devem ser reforgcadas pelo espirito de
um educador democratico, que na visdo de Freire “ndo pode negar-se o dever de, na sua
pratica docente, reforcar a capacidade de critica do educando, sua curiosidade, sua
insubmisséo” (2019, p. 28). Tais debates em uma sala de aula de Matematica reforcam a
tarefa primordial do professor em “trabalhar com os educandos a rigorosidade metddica
com que devem se aproximar dos objetos cognosciveis” (Freire, 2019, p. 28).

Segundo Freire, a rigorosidade metddica € oposta ao perfil da educagao bancaria,
cuja fungéo do professor € de um mero transmissor do objeto ou do conteudo. Para este

autor,

[...] ensinar ndo se esgota no tratamento do objeto ou do conteudo, superficialmente
feito, mas se alonga a producdo das condigbes em que aprender criticamente é
possivel. E essas condi¢des implicam ou exigem a presencga de educadores e de
educandos criadores, instigadores, inquietos, rigorosamente curiosos (Freire, 2019,
p. 28)

O processo de Experimentagdao Mental nao se limita apenas a mostrar uma forma de
desenvolver uma atividade ou problema, mas se abre como um espaco de debates, criticas

e pensamento criativo.

6 CONSIDERAGOES

Existem duas teorias classicas dominantes que ainda podem ser identificadas no
ensino e na aprendizagem da Matematica. A primeira coloca a mente como um espaco
vazio a ser preenchido a partir da experiéncia, ou seja, “é por vermos uma série de objetos
redondos, nenhum dos quais perfeitamente redondo, que somos capazes, apesar de tudo,
de abstrair a ideia de circulo” (Strauss, 1978, p. 12). A segunda teoria considera que as
ideias sao inatas a mente, ou seja, as “ideias de circulo, de tridngulo, de linha, eram ideias

perfeitas, inatas a mente, e é por existirem na mente que somos capazes de as projetar,
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para o dizer de algum modo, na realidade, embora a realidade nunca nos oferega um circulo
ou um tridngulo perfeitos” (Strauss, 1978, p.12).

Essa dualidade entre mente e experiéncia, fatos e teoria, objetos e meios, € o cerne
da discussdo que considera a Matematica como uma atividade semidtica, que constroi
diagramas, que realiza experimentos nesses diagramas e que verifica os resultados. A
capacidade de ver um numero como um objeto em si € nula, pois ndo existe numero geral.
Cada numero difere do outro. Portanto, buscamos, de certa forma, um contexto ou uma
significacdo que caracterize a representacdo simbolica desse conceito. A geometria
euclidiana é o contexto considerado neste artigo para refletirmos sobre as possibilidades
de compreensao da multiplicagdo de numeros naturais.

A Matematica carrega o principio de questionar a exatidéo de certos axiomas, como,
por exemplo, pensar na propriedade comutativa ao considerar que 2 X0 =0 x 2. Nao é
apenas a coeréncia da teoria, pois as “teorias se transformam em realidades autbnomas,
cuja relagao com a realidade real ainda € uma incognita” (Otte, 1993, p. 79). Mas as teorias
devem estar relacionadas aos fatos, a realidade concreta, ou seja, ao contexto
apresentado.

As representagdes sado importantes, pois nos permitem ter percepg¢des do objeto,
auxiliando-nos a desenvolver atividades como se estivéssemos lidando com as partes
desse objeto e a tirar conclusdes. Ensinar Matematica ndo se resume a transmitir regras e
memorizar procedimentos. A esséncia da Matematica reside na “evidéncia imediata
apodictica de uma dedugdo légica ou na intuicdo direta do diagrama (algébrico ou
geométrico)” (Otte, 1993, p. 78). Esses diagramas sao construidos de acordo com
determinadas regras e analises, com o objetivo principal de gerar significados para a
efetivacdo da acdo de ensinar, que € a aprendizagem.

Portanto, para os propésitos deste texto, acreditamos que os Experimentos Mentais
demonstraram a capacidade de refletir sobre a multiplicacdo de numeros naturais,
possivelmente criando uma conexdo com um conhecimento mais significativo, isto €, um
conhecimento que se desenvolve por meio da contradigdo e na complementaridade entre

fatos e teoria.
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