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RESUMO

Neste artigo apresentamos resultados de pesquisa cujo objetivo foi evidenciar indicios de processos do Pensamento
Matematico Avangcado em Tarefas Investigativas. Para isso, realizamos um estudo sobre Pensamento Matematico
Avangado e ensino por investigagdo. Para essa analise qualitativa de cunho interpretativo nos subsidiamos nos registros
escritos e em gravagdes em audio e video de um dos grupos de estudantes da 22 série do Ensino Médio, ao desenvolver
uma Tarefa Investigativa, no contexto de aulas de Educagao Financeira. Os resultados revelaram que os estudantes, ao
se envolverem na Tarefa Investigativa, mobilizaram todos os processos de Pensamento Matematico Avangado:
representacdo, sendo dividido em (i) representacdo simbdlica, mental, visualizacdo e intuicdo; (i) mudanca de
representacoes e tradugéo e (iii) modelagado; e no processo da abstragdo encontrou-se indicios de (i) generalizagao e (ii)
sintetizagdo. Neste contexto, a Tarefa Investigativa revelou ser uma abordagem didatica propicia para o desenvolvimento
do Pensamento Matematico Avancgado.

Palavras-chave: Ensino Por Investigagdo, Representagéo, Abstragdo, Ensino Médio

ABSTRACT

In this paper, we present the results of a research project whose objective was to show evidence of Advanced Mathematical
Thinking processes in Investigative Tasks. To do this, we conducted a study on Advanced Mathematical Thinking and
inquiry-based teaching. For this qualitative, interpretative analysis, we used the written records, audio and video recordings
of one of the groups of students from the 2nd grade of high school, when developing an Investigative Task in the context
of Financial Education classes. The results revealed that students, when engaging in the Investigative Task, mobilized all
the processes of Advanced Mathematical Thinking: representation, being divided into (i) symbolic, mental, visualization
and intuition representation; (ii) change of representations and translation and (iii) modeling; and in the process of
abstraction evidence was found for (i) generalization and (ii) synthesization. In this context, the Investigative Task proved
to be a propitious didactic approach for the development of Advanced Mathematical Thinking.
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1 INTRODUGAO

O ensino por investigagcao € discutido por autores como Ponte (2003), Ponte
Brocardo e Oliveira (2015), Ferruzzi, Borssoi e Silva (2021) como uma alternativa para
tornar as aulas de matematica mais atrativas, desafiadoras e, como consequéncia,
melhorar a aprendizagem dos estudantes. Para Ponte et al. (2015), as Tarefas
Investigativas motivam os estudantes, desenvolvendo capacidades para a construgao de
um conhecimento mais amplo de conceitos matematicos facilitando a aprendizagem. Desta
forma, quais conceitos, procedimentos e diferentes representacbes sao possiveis ser
evidenciadas quando estudantes se envolvem em uma tarefa de investigacéo?

Como resposta, podemos citar Baptista (2010), que afirma que o ensino por
investigacao permite a interagédo entre a teoria e a pratica, ocorrendo uma relagéo entre os
conteudos e processos. Quando os alunos estao envolvidos na investigacao, as tarefas
permitem produzir conhecimentos e reflexdes sobre os procedimentos utilizados para
resolver a situacao.

Dreyfus (2002) destaca a importancia de exercicios nao-triviais (sinbnimo de
exercicios nao comuns), que estimulem a reflexao sobre a experiéncia matematica e tarefas
que possuam potencial para mobilizar diferentes processos de pensamento matematico.
Para o autor, & importante que professores de matematica proporcionem aos estudantes
atividades com respostas abertas no lugar de exercicios de um minuto, transferindo-lhes
mais responsabilidade pelo processo de aprendizado, estimulando a independéncia em
relacado a descoberta.

Bussmann, Klaiber e Silva (2017, p. 12) corroboram que tarefas com investigagbes
“podem contemplar todos os processos do Pensamento Matematico Avangado”. Sendo
assim, a natureza de uma tarefa pode dizer muito sobre o que se espera dos estudantes e,
com isso, analisar os processos desenvolvidos em sua resolucéo. Para Sasseron (2015, p.
58), o ensino por investigagdo permite que a turma de estudantes “se engaje com as
discussdes e, ao mesmo tempo em que travam contato com fendbmenos naturais, pela
busca de resolugcdo de um problema, exercitam praticas e raciocinios de comparacao,
analise e avaliagao bastante utilizadas na pratica cientifica”.

Tendo em vista o ensino por investigacdo com tais potencialidades, a Educagao
Financeira pode contribuir e ampliar a discussao e reflexdo em sala de aula. Para Silva,

Seki e Silva (2020), a Educacdo Financeira tem como objetivo educar o cidaddo para
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administrar as finangas pessoais, além do planejamento financeiro. Desta forma, a
Educacdo Financeira pode vislumbrar tematicas que podem “...] promover o
desenvolvimento de competéncias pessoais e sociais dos alunos, podem se constituir em
excelentes contextos para as aplicagdes dos conceitos da Matematica Financeira e também
proporcionar contextos para ampliar e aprofundar esses conceitos” (Brasil, 2018, p. 269).
Nesta perspectiva, nos pautamos em investigar o Pensamento Matematico
Avancado segundo a perspectiva de Dreyfus (2002) com estudantes da Educagao Basica’
no componente curricular de Educagao Financeira. Elias, Barbosa e Savioli (2011) discutem
como o Pensamento Matematico Avangado vem sendo trabalhado na Educacéo Basica e
as dificuldades encontradas pelos estudantes na transicdo da Educacao Basica para o
Ensino Superior. Em consonéncia com os autores, versamos a importancia de estimular o
Pensamento Matematico Avancado desde a Educacado Basica, no entanto, nosso foco
nesta investigacdo n&o é a transi¢cao da Educagéo Basica para o Ensino Superior, mas, os
processos mobilizados por estudantes do Ensino Médio ao desenvolver Tarefas
Investigativas. A coleta de informagdes ocorreu em uma turma da 22 série do Ensino Médio
de um colégio publico, localizado no Norte do Parana, em que a professora é uma das
autoras deste artigo.
Apresentamos nas proximas secbes, os fundamentos tedricos de Tarefas
Investigativas e Pensamento Matematico Avancado, os aspectos metodologicos, a
discussdo e andlise da Tarefa Investigativa e, por fim, as consideragdes finais desta

investigacao.

2 TAREFAS INVESTIGATIVAS

Entendemos que ensinar vislumbra diferentes metodologias que precisam ser
consideradas pelo professor, com o objetivo de despertar diferentes pensamentos na mente
dos estudantes e permitir a sua participacao ativa durante o processo de ensino. Desta
maneira, dentre as diferentes metodologias que podem ser utilizadas no ensino da
matematica, abordamos o ensino por investigacdo, mais especificamente, as Tarefas

Investigativas.

' Este artigo é recorte de uma pesquisa de mestrado profissional defendida no Programa de P6s-Graduagao
em Ensino de Ciéncias Matematica da Universidade Tecnoldgica Federal do Parana, escrita pela primeira
autora e orientada pela segunda autora.
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Para Ferruzzi et al. (2021), o Ensino por Investigagdo nao se trata de uma pratica
pedagdgica, mas uma abordagem didatica que abrange diversas praticas pedagogicas em
que o estudante ndo é um sujeito passivo. “E com foco em uma proposta diferenciada para
a sala de aula, colocando o aluno como agente ativo da aprendizagem, que um trabalho
investigativo pode colaborar para conduzir discussbes produtivas, propiciando uma
aprendizagem mais efetiva” (Zuin & Ferreira, 2018, p. 88).

Ferruzzi et al. (2021) destacam relevancia do professor ao implementar o ensino
por investigacdo em sala de aula, ao orientar os encaminhamentos que permitam ao aluno
ser sujeito ativo durante a resolugéo da tarefa, propor investigagcées que surjam de “[...] uma
forma natural ao trabalhar em muitos tépicos da matematica e permitir que os estudantes
usem conceitos, representacoes, ideias e procedimentos que ja conhecem” (Ponte, 2020,
p. 5). Para Ponte (2020), durante uma Tarefa de Investigacéo, o professor participa de todo
o processo, formulando objetivos, metodologias e estratégias por meio da reflexdo sobre a
pratica. Ao entregar uma tarefa “[...] o objetivo do professor é envolver os alunos” (Ponte,
2020, p. 5) em sua resolugdo. Para o autor, é importante que o professor desperte a
curiosidade do aluno e assim o estimule a investigar.

Desse modo, entendemos que o encaminhamento do professor n&o se limita a uma
sequéncia que deve ser seguida a risca; seus encaminhamentos, ao iniciar uma tarefa, ao
realizar uma introducéo que podemos considerar como convite, ja € o inicio das agdes feitas
para tornar a Tarefa Investigativa e, no decorrer do desenvolvimento da tarefa, o professor
precisa promover discussdes que possibilitem ao aluno investigar a situagao. Ponte (2020)
apresenta um termo que muito reflete nos encaminhamentos do professor — a “flexibilidade”
— para conduzir uma Tarefa Investigativa.

No entanto, para que a Tarefa seja de carater investigativo, também é preciso
atencao as acodes realizadas pelos estudantes. A participacéo ativa dos estudantes pode
ser uma resposta a proposta para desenvolvimento da atividade, “[...] conduzidos pela sua
propria curiosidade, interesse e capacidade para compreender uma observagao ou resolver
um problema” (Baptista, 2010, p. 92).

Skovsmose (2000) e Zompero e Laburu (2011) consideram que o0 ensino se
caracteriza como investigativo se os alunos aceitam o convite para investigar, é necessario
0 interesse por parte deles, para que, assim, possam investigar a situacdo com
perseverancga, testar conjecturas, procurar com atengdo, indagar e buscar novas
descobertas. Para Oliveira, Segurado e Ponte (1996), € necessario que a tarefa seja

desafiadora e que os métodos de resolugcédo e as respostas ndo acontecam de imediato,

Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Florianépolis, v. 18, p. 01-22, jan./dez., 2023. 4
Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2023.e94576



https://doi.org/10.5007/1981-1322.2023.e94576

proporcionando, assim, um ambiente investigativo.

Por fim, outra caracteristica citada por Ferruzzi et al. (2021) é a possibilidade de a
tarefa propor elaboracdo de conjecturas, testes e provas ou demonstragdes,
proporcionando o desenvolvimento da capacidade de observagao, sintese e generalizagéo.

Para Ponte (2003), a Tarefa Investigativa tem como objetivo trazer para a sala de
aula o espirito da atividade matematica genuina, designando uma poderosa metafora
educativa. Neste contexto, o aluno é convidado “a agir como um matematico, ndo s6 na
formulacao de questdes e conjecturas e na realizagao de provas e refutagdes, mas também
na apresentacao dos seus resultados e na sua discusséo e argumentagado com os colegas

e o professor” (Ponte, 2003, p. 10).
3 PENSAMENTO MATEMATICO AVANGCADO

O Ensino da Matematica busca relevantes explicacbes para o desenvolvimento
matematico dos estudantes, entre elas, formas de o aluno resolver ou se envolver na
resolugdo de uma tarefa. Aspectos do Pensamento Matematico Avangado mobilizados por
alunos na resolugdo de tarefas sao discussdes apresentadas em pesquisas como de
Klaiber (2019), Marins (2014), Henriques (2010), Vieira, Souza e Imafuku (2020) e Marins
e Savioli (2016). Parte destas pesquisas trata do Pensamento Matematico Avangado no
Ensino Superior que, por sua vez, tem uma estreita relacdo com a Educagédo Basica.
Pesquisas como a de Elias et al. (2011) abordam a evasdo em cursos de graduagdo em
Matematica, que parte da transi¢do que ocorre entre o Ensino Médio. Os autores discutem
como os conceitos sdo apresentados nos livros didaticos destinados tanto ao Ensino Médio
quanto ao Ensino Superior e, desta forma, sugerem repensar seus curriculos e considerar
disciplinas que promovam uma ponte entre esses dois niveis de escolaridade. Para tanto,
os autores trazem reflexdes do Pensamento Matematico Avancado neste processo.

Dreyfus (2002) caracteriza o Pensamento Matematico Avangado com uma lista de
processos em interacao, ressalta também a importancia de o professor de matematica estar
consciente desses processos para compreender algumas dificuldades que seus alunos
apresentam. Para o autor, ndo ha uma distingdo clara entre muitos processos de
pensamento matematico elementar ou avancado, muitos dos processos a serem
considerados ja estao presentes no pensamento de criangas sobre conceitos matematicos

basicos, ndo sendo usados exclusivamente em matematica avancada. Uma caracteristica
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distinta para o autor entre o pensamento matematico elementar e o avancado é a
complexidade e como ela é abordada. Para isso, cita dois processos: representagcao e
abstracdao. Por meio da representacdo e da abstracdo, pode-se mover de um nivel de
detalhamento para outro e, assim, administrar a complexidade.

O processo de representagédo € dividido em i) representagdo simbdlica, mental,
visualizagao e intuicdo, ii) mudangca de representacao e tradugao e iii) modelagao. No
processo da abstragdo encontra-se i) generalizagao e ii) sintese.

Representar um conceito significa gerar um exemplo, um espécime, uma imagem.
Uma representacéo simbdlica é externamente escrita ou falada, geralmente com o objetivo
de tornar a comunicagao sobre o conceito mais facil, ja a representacdo mental se refere a
esquemas ou modelos internos de referéncia que a pessoa usa para interagir com o mundo
externo. Isso ocorre quando pensamos naquela parte especifica do mundo e pode variar
de pessoa para pessoa (Dreyfus, 2002).

Dreyfus (2002) considera que as representagdes mentais surgem das concretas, é
a base para aprender e pensar matematica. Uma pessoa pode criar uma unica ou varias
representacdes mentais concorrentes para 0 mesmo conceito matematico.

A visualizag&o € um processo pelo qual as representa¢gdes mentais ganham forma.
Um exemplo utilizado por Dreyfus sédo as fungdes: “os graficos que sdo um desses objetos,
férmulas algébricas sdo outro, diagramas de setas e tabelas de valores” (Dreyfus, 2002, p.
31, tradugao nossa). Segundo o autor, uma representacgao € rica se ela tem muitos aspectos
ligados a determinado conceito. Uma representagdo é considerada desvalida se tem
poucos elementos para permitir a flexibilidade em resolver problemas. Para Dreyfus varias
representacdes mentais para 0 mesmo conceito podem complementar umas as outras e,
finalmente, serem integradas em uma unica representacéo para aquele conceito.

Segundo Klaiber (2019), em consonancia com Dreyfus (2002), um processo que
possui estreita relagcdo com a visualizagdo é a intuicdo. Dreyfus (2002) considera que
aprender pela intuicdo, pela cogni¢cao direta imediata, sem evidéncia do pensamento
racional tem um papel crucial em qualquer sequéncia de processos a comecgar pela
descoberta. Desta forma, a intuicdo esta relacionada a conceitos e procedimentos ja
estudados pelos estudantes em que utilizam seus pré-requisitos para solucionar problemas.

Embora seja importante ter varias representagdes de um conceito, sua existéncia
por si s6 ndo € suficiente para permitir o uso flexivel do conceito na solugdo de um
problema. E preciso habilidade de alternar de uma representagdo para outra, quando a

outra € mais eficiente para o proximo passo que se deseja tomar. Alternar entre as
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representacdes esta associado com o processo de representacao. A alternancia deve ser
realizada entre representacdes existentes, ou seja, mudar de uma representacdo de um
conceito matematico para outra (Dreyfus, 2002). Para o autor, o processo de mudanga de
representacao esta intimamente ligado a tradugao. Tradugéo é ir de uma formulagao de
enunciado ou problema matematico a outra.

A modelagao, segundo Dreyfus, significa construir uma estrutura ou teoria
matematica que incorpore caracteristicas essenciais do objeto, sistema ou processo a ser
descrito. Amodelagao pode ser usada para estudar o comportamento do objeto ou processo
que esta sendo modelado (Dreyfus, 2002).Dreyfus caracteriza o processo de representagao
e modelagado como até certo ponto analogos, mas em outro nivel. Na modelacéo, a situagao
ou sistema é fisico e 0 modelo € matematico; na representacéo o objeto a ser representado
€ a estrutura matematica e o modelo € uma estrutura mental. Deste modo, a representacao
esta relacionada ao modelo matematico como o modelo matematico esta relacionado ao
sistema fisico.

Para Dreyfus (2002), o processo mais importante do Pensamento Matematico
Avancado €& a abstracdo. Se um estudante desenvolve a habilidade de fazer
conscientemente abstragdes de situagdes matematicas, ele alcangou um nivel avangado
de pensamento matematico. Generalizar é derivar ou induzir de casos particulares, para
identificar pontos em comum, para expandir os dominios da validade (Dreyfus, 2002).
Assim, pode-se considerar a generalizagdo como a busca por um padrao ou regularidade,
ou seja, “a procura e a observagao de padrdes conduz a elaboragao de conjecturas e muitas
das vezes a generalizacédo [...]" (Vale, 2013, p. 69).

Sintetizar significa combinar ou compor partes de tal modo que elas formem um
todo. Para Dreyfus, poucos estudantes tém acesso a sintetizagéo, pois professores acabam
fazendo essa tarefa. O autor apresenta como exemplo um estudante de algebra linear que
aprende um numero consideravel de fatos isolados sobre ortogonalizagdo de vetores,
diagonalizagao de matrizes, transformagdes de bases, solugdes de sistemas de equacgdes
lineares, entre outros, mais tarde no processo de aprendizagem espera-se que todos esses
fatos nao-relacionados se mesclem numa s6 imagem, na qual eles sao incluidos e inter-
relacionados.

Portanto, subsidiadas pela teoria desenvolvida por Dreyfus (2002) e pelas
caracteristicas de uma Tarefa Investigativa com base em nosso referencial tedrico, neste
artigo nos debrugamos em realizar uma analise e discussao dos audios transcritos e dos

registros escritos dos alunos ao desenvolver uma tarefa, no contexto do componente

Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Florianépolis, v. 18, p. 01-22, jan./dez., 2023. 7
Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2023.e94576



https://doi.org/10.5007/1981-1322.2023.e94576

curricular de Educacéao Financeira.

4 ASPECTOS METODOLOGICOS

Este artigo se refere a uma pesquisa qualitativa de cunho interpretativo, segundo
pressuposto de Bogdan e Biklen (1994), cujos resultados sdo oriundos de pesquisa de
mestrado da primeira autora que doravante nos referimos como professora, orientada pela
segunda autora. A coleta de dados aconteceu na sala de aula de um colégio publico, numa
turma da 2?2 série do Ensino Médio, no componente curricular de Educagéo Financeira -
componente curricular obrigatério na matriz do Ensino Médio (12, 22 e 32), desde 2021, nas
escolas publicas do estado do Parana. Os dados foram coletados por meio de gravagdes
em audio e registros escritos dos alunos. Para o desenvolvimento da pesquisa foi solicitada
autorizacdo da escola e a assinatura do termo livre e esclarecido pelos pais ou
responsaveis dos alunos.

A turma era composta por 33 alunos que foram divididos em 7 grupos com 4
integrantes e 1 grupo com 5 alunos, totalizando 8 grupos. De modo a evidenciarmos os
processos do Pensamento Matematico Avangado, segundo a perspectiva de Dreyfus (2002)
com estudantes da Educagédo Basica, selecionamos a tarefa intitulada “Prego do gas e
energia” (Figura 1) que emergiu apds analises dos assuntos abordados em Educacéao

Financeira, entre eles a inflagao.

1. Observe a charge abaixo. Depois, responda as questdes:

ALVES. Hora do Café. 14 nov. 2017. Disponivel em
https://fotografia.folha.vol.com br/galerias/1582815303586029-hora-do-cafe-novembro-de-2017.
Acesso em: 31 mar 2022,

a. O valor do prego de quais produtos ou servigos foi utilizado pelo artista para abordar a alta da
inflagdo?

b. O que significa dizer que esses produtos afetam o orgamento familiar?

¢. Pesquisem os pregos desses itens em margo de 2017 a 2022.

d. Com base emsua pesquisa, o que vocés podem concluir com os resultados encontrados.

e. Com base nestas informagdes vocés conseguem estimar o valor para 2023.

Obs: Ndo esquecam de indicar a fonte de pesquisa.

Figura 1: Tarefa “Prego do gas e energia”
Fonte: Adaptado do livro didatico - Cenarios para investigagdo: humanidade e matematica em contexto,
2020

Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Florianépolis, v. 18, p. 01-22, jan./dez., 2023. 8
Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2023.e94576



https://doi.org/10.5007/1981-1322.2023.e94576

Para a analise nos subsidiamos nas discussdes de um dos grupos, formado por
quatro integrantes. A escolha deste grupo ocorreu apos analise das produgdes e a
qualidade dos audios e videos que puderam ser transcritos e analisados. A implementacao
da tarefa iniciou-se no dia 08 de marco de 2022 e foi concluida no dia 21 de maio de 2022,
totalizando cinco aulas. No intuito de manter em anonimato dos alunos, nos referimos a

eles por E1, E3, E13 e E19 (integrantes do grupo analisado).

5 DISCUSSAO E ANALISE DA TAREFA INVESTIGATIVA

Antes de fazer o convite para iniciar o desenvolvimento da tarefa, a professora
trabalhou com textos de apoio, no qual pode levantar questionamentos com o objetivo de
‘sondar’ o interesse dos estudantes pelo tema. Apds a leitura e as discussdes sobre o texto,
a professora apresentou a tarefa a turma, por meio de slides. Essa acdo permitiu a
realizagdo do convite para que a situagao fosse investigada. De acordo com Ferruzzi et al.
(2021), com o aceite dos estudantes, a situacédo se configurou em um problema para eles,
ou seja, tratou-se de uma situagéo desafiadora.

Aresolugao da tarefa foi iniciada pelo grupo com a justificativa dos dados coletados
nos quais foram feitos arredondamentos nos valores referentes ao gas e a energia. Desta
forma, o grupo né&o registrou valores com os centavos, porém, ao observar os dados
coletados, a professora percebeu que o grupo apresentou como valor do kWh (quilowatts

hora) o total da fatura nos respectivos anos e nao o valor do kWh (Figura 2).

4 -'I-._.. |

Figura 2: Dados coletados pelos alunos
Fonte: Relatério dos alunos (2022)

Enquanto orientava os alunos no desenvolvimento da tarefa, a professora,
percebendo o equivoco, interferiu, conforme excerto transcrito a seguir:

Professora: Vocé tirou do taldo esses valores?

E13: Foi da casa do E3.

Professora: [...] vocé tirou as taxas, ficou R$ 90,00, e esse que ficou é o valor de 1 Kwh?
E13: Ndo, é o valor geral do usado no més sem 0s impostos.

Professora: E entdo como vocés irdo descobrir o valor de 1 Kwh? Como vocés fariam?
E13: A gente pega o valor e pode dividir pelo valor do Kwh.
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Professora: [...] quando vocé analisar o valor do taldo para fazer um comparativo, hao
conseguimos dizer se teve um aumento ou diminui¢go.

E13: N&o, esta mais ligado ao que a pessoa gasta no més.

(Dialogo entre professora e integrantes do grupo, 2022)

No excerto, podemos inferir que a professora buscou auxiliar o grupo para que
utilizassem valores como referéncia para iniciar a investigagdo. Podemos evidenciar que a
cada acdo dos estudantes, a professora fazia um questionamento, para que o grupo
encontrasse uma solugdo para a situagdo. No ensino por investigacao o “professor
possibilita que os seus alunos desenvolvam atividades de investigacdo e desempenhem
um papel ativo” (Baptista, 2010, p. 89). Desta forma, a professora auxiliou na compreensao
dos procedimentos a serem realizados pelos estudantes e esperou que mobilizassem
processos relacionados ao Pensamento Matematico Avangcado, como representacao
mental dos procedimentos ou conceitos que seriam utilizados por meio da intuicdo. Para
Baptista (2010, p. 107), é “necessario que o professor promova um ambiente que ajude os
seus alunos a estruturar o seu pensamento e a adquirir confianga no trabalho que estédo a
desenvolver”.

Aresposta para a questao ¢ (Pesquisem os precos desses itens em margo de 2017
a 2022) foi organizada em quadros, como mostra a Figura 3. O quadro foi reorganizado
pelo grupo apds a intervengao da professora em relagao ao valor apresentado da energia
elétrica, sendo ele o valor total da fatura o que implicaria na analise dos dados. Para isso,
os estudantes acrescentaram uma coluna com o valor do kWh. Durante a apresentagao
dos dados organizados em tabelas, o grupo também justificou a diferente forma de
representar os dados coletados.

GAS . & a v =\

Figura 3: Resposta a questédo c
Fonte: Relatério dos alunos (2022)

E13: O! A gente tirou o valor da energia do seu tal&o, la deve ter mais ou menos, o valor do
Kwh, entdo vamos olhar no taldo é mais facil tirar os impostos e dividir pelo consumo para
descobrir o valor unitario do kWh. Faz ai uma coluna para o kWh.

E1: Na fatura ja tem, o valor unitario! Mas tem mais de um valor na fatura!

E13: Entao vamos pegar desses valores o do médio em todos, sem considerar a bandeira.
Professora: Pode sim, neste caso vocés estao trabalhando com o qué?

E13: Com o valor e ndo com o consumo.

(Dialogo entre professora e integrantes do grupo, 2022)
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Inferimos que o grupo mobilizou processos de mudanca de representacédo e
traducdo, ao perceber a necessidade de construir uma tabela e acrescentar mais uma
coluna para representar os novos dados. Com isso, os estudantes mostraram uma diferente
representacdo do objeto de estudo, ou situagao abordada por eles. Para Dreyfus (2002),
muitas representacdes mentais concorrentes de um conceito podem coexistir na mente de
uma pessoa e, com isso, observar as vantagens dessas diferentes situagcdes matematicas.
Deste modo, varias representacdes mentais para 0 mesmo conceito podem complementar
umas as outras e, finalmente, serem integradas em uma unica representagao para aquele
conceito.

ApOs a organizagao na tabela (Figura 3), os estudantes iniciaram a discussao com
relagdo a questdo d (Com base em sua pesquisa, 0 que vocés podem concluir com 0s
resultados encontrados), que deixa em aberto quais aspectos os alunos gostariam de
investigar. Para Ponte (2005, p. 8) uma “tarefa aberta € a que comporta um grau de
indeterminacéao significativo no que é dado, no que é pedido, ou em ambas as coisas’.
Considerando a natureza da questdo, os alunos poderiam investigar o aumento e a
diminuicdo dos valores desses itens em percentual, fazer comparativos em relacdo ao
salario-minimo, proporgcéo de aumento de um item para outro, dentre outros aspectos. Além
disso, para a resolugao desta questao os estudantes poderiam elaborar conjecturas, sendo
esta uma das caracteristicas citadas por Ferruzzi et al. (2021) como caracteristica do ensino
por investigacao.

O grupo decidiu analisar quanto um trabalhador compromete do seu salario com o
gas e com a energia elétrica. Apoés a definicdo do que seria investigado pelo grupo, os
estudantes iniciaram uma representagcao mental de como poderiam encontrar um valor para
analisar os gastos com a energia elétrica. Para a resolug¢ao, consideraram o valor do kWh
como sendo uma variavel a cada ano (VL) e a média de consumo de uma familia brasileira
de 152,2 kWh apds uma consulta na internet, utilizando como palavras-chaves “média de
consumo em kWh de uma familia brasileira”. Com esse encaminhamento foi possivel
evidenciar indicios de processos de intuicdo. Para Klaiber (2019), esse processo pode ser
identificado a partir de conhecimentos prévios para resolver uma questdao. O excerto a
seguir subsidiou essa inferéncia:

E13: E se pegarmos o valor que ele gasta por més e multiplicar pelo valor do kWh?
Professora: Pode ser, mas isso vocé justifica depois no seu trabalho.

E13: Podemos pesquisar quanto se consome em uma familia?

E1: E a gente encontrar?

Professora: Acho que sim, vocés podem fazer uma pesquisa.

E13: Pesquisa ai E3!
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E3: Aqui dois valores um deles é 152,2.

E13: Pode ser professora?

Professora: Pode. Analisem com calma!

(Dialogo entre professora e integrantes do grupo, 2022)

De modo a encontrar uma solugao para o calculo do valor do kWh, o grupo formulou
uma expressao que poderia ser utilizada em todos os anos (2017 a 2022) como parametro
para a analise dos dados e uma possivel generalizagdo para a primeira situagao a ser
investigada. De certo modo, podemos inferir que, neste momento, o grupo apresentou
indicios de processos do Pensamento Matematico Avancado como: modelagdo e
generalizagdo. Para Henriques (2010), a modelagao refere-se a procura de uma
representacdo matematica para um objeto, no qual o modelo matematico ganha entédo o
estatuto de uma representagao da situacdo. Domingos (2003, p. 62) denota a generalizagao
“‘quando um individuo aprende a aplicar um esquema existente a uma vasta colecao de
fendmenos, podemos dizer que o esquema foi generalizado. Isto pode ocorrer porque o
sujeito esta atento a vasta aplicabilidade do esquema”. A Figura 4 mostra o registro feito
pelos estudantes apos determinarem um modelo VF = 152,2KW, em que VF representa o

valor final (em reais) de acordo com a KW, valor do quilowatt hora de cada ano.
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Figura 4: Resposta a questado d - modelagao
Fonte: Relatério dos alunos (2022)

Embora o grupo tenha representado uma expresséo algébrica para o valor final
utilizado para pagar a energia elétrica, uma resposta para o problema relativo ao
comprometimento do salario-minimo ainda n&o constava nos registros dos alunos. Para

isso, solicitaram orientagcdo da professora, conforme excerto a seguir:

E13: Podemos utilizar a regra de trés para saber quanto do salario € comprometido?
Professora: [...] Esse valor sera dado em qué?

E19: Percentual.

Professora: Entendi. Mas existe outra forma de calcular em percentual?

E13: [...] porcentagem significa por cem.
Professora: [...] Sera que da para usar fracao para calcular o percentual do salario que é

comprometido?
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E13: [...] Acho que sim. Por exemplo: geralmente usamos quantos partes foram pintadas,
certo? [...] Entdo queremos saber quanto do salario é comprometido [...] No caso partes seria
comprometida de um total do salario.

(Dialogo entre professora e integrantes do grupo, 2022)

Podemos evidenciar que, inicialmente, para calcular quanto do salario-minimo era
comprometido com gas e energia elétrica, o grupo fez uma representagdo mental da
situagao associando a regra de trés. Para Dreyfus (2002), a representacédo mental indica
uma forma de como interagir com o mundo exterior, quando pensamos ou falamos de um
objeto matematico ou processo. Neste caso, o grupo associou a proporgéao do salario que
se utiliza para pagamento desses itens com porcentagem, a partir de seus conhecimentos
prévios.

A intervengdo da professora teve como objetivo desenvolver processos do
Pensamento Matematico Avancado como mudanga de representacdo e traducido. Para
Dreyfus (2002), é importante ter varias representacbes de um conceito, porém sua
existéncia por si mesma nao é suficiente para permitir o uso flexivel do conceito na solu¢ao
de um problema, a menos que as varias representacdes sejam ligadas fortemente, sendo
assim, € necessaria a habilidade para alternar de uma representacao para outra. A Figura
5 mostra a parte da resolucao dos estudantes apresentando duas maneiras diferentes de

calcular o comprometimento do salario com cada item.
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Figura 5: Mudanca de representacéo e tradugéo
Fonte: Relatério dos alunos (2022)
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Na Tabela 1 estdo organizados os valores dos salarios e o percentual do salario

comprometido com gas e energia, obtidos a partir dos calculos realizados pelo grupo.

Tabela 1: Variacdo da velocidade por trecho

A Valor do salario Comprometimento Comprometimento
no . .
com gas (%) com energia (%)
2017 R$ 937,00 6,06 9,55
2018 R$ 954,00 7,31 8,51
2019 R$ 998,00 8,91 12,15
2020 R$ 1039,00 9,23 11,57
2021 R$ 1100,00 9,36 8,13
2022 R$ 1212,00 9,9 9,34

Fonte: Elaborada pelas autoras com base nos calculos apresentados pelos alunos

Na resolucao da questao, os alunos tiveram o auxilio da professora na identificagdo

de um padrao, conforme excerto:

Professora: Ok, e o que é esse valor que vocés estao repetindo em todos os calculos?

E13: O valor do salario minimo.
Professora: Vocés estao fazendo o qué sempre?

E13: Calculando o percentual sobre o salario minimo. Montamos a fragdo com o valor da

energia ou do gas pelo salario. [...] Dividindo.
Professora: E depois?

E1: [...] Multiplicando por cem.

E13:[...] Entdo podemos utilizar simbolos ou letras?
Professora: Podem sim [...].

E13: [...] Entdo podemos dizer que generalizamos?
(Dialogo entre professora e integrantes do grupo, 2022)

Dreyfus (2002) considera generalizar como derivar ou induzir a partir de casos

particulares, para encontrar pontos em comum, expandir dominios de validade. Sendo

assim, com os calculos utilizados para determinar a proporgéo do

salario-minimo nos

ultimos seis anos com os itens de gas e energia, 0 grupo criou uma expressao por meio de

simbolos para modelar a situacao e enfim generalizar, como mostra a Figura 6.
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Figura 6: Generalizagao
Fonte: Relatério dos alunos (2022)

O que podemos evidenciar € que, apos a discussido, os estudantes fizeram o

registro referente a generalizagao, além disso, o grupo utilizou a palavra “generalizamos’

(E13), o que nos mostrou familiaridade com a tarefa e com os processos do Pensamento
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Matematico Avancado. Gereti (2014) identifica a generalizagdo ao longo das resolugdes
quando utilizadas notagdes algébricas que representam a generalidade das propriedades
a serem provadas.

ApoOs representar a situacdo por meio de dois procedimentos e generalizar, os

estudantes fizeram o esbogo do grafico (Figura 7).

|

Figura 7: Representacao grafica
Fonte: Relatério dos alunos (2022)

A construgao do grafico foi realizada de forma natural pelos alunos com o objetivo de
visualizar e analisar os dados obtidos, conforme dialogo entre integrantes do grupo:

E13: Eu acho interessante fazermos um gréfico.

E19: Também acho.

E13: Porque assim conseguimos visualizar melhor esses aumentos ou diminui¢cdo do valor
do gas e da energia e até para ajudar a justificar esse aumento de 2023.

(Dialogo entre integrantes do grupo, 2022)

Desta forma, o grupo mobilizou indicios do processo de mudanga de representagao
e traducao, pois, representou e transitou entre as duas representacdes: algébricas e grafica.
“Para resolver um problema o estudante precisara utilizar pelo menos duas representagdes
além de transferir informacgdes para outra” (Marins, 2014, p. 28).
A partir da construgcdo do grafico, a professora fez questionamentos, a fim de
evidenciar quais processos do Pensamento Matematico Avangado poderiam estar
associados ao processo de construgao do grafico pelo grupo, conforme excerto a seguir:

E13: Olha professora, o salario sempre aumenta?

Professora: Sim, e [...] da para perceber em qual periodo ele aumenta mais?
E13: De 2021 para 20227 [...] De 2017 a 2018 aumentou bem pouco.
Professora: Mas vocé observou isso pelo grafico?

E1: E melhor para ver...
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Professora: [...] Vocés utilizaram uma escala para construgdo do grafico?

E13: S6 fomos colocando os valores do salario para ter uma base.

Professora: [...] poderiam fazer relagbes com outros conceitos.

E13: Fungao né? [...] Olhando assim parece uma fun¢do exponencial.

Professora: Por qué?

E13: Por néo ser exatamente reta, me lembra aquelas curvas da fungcdo exponencial [se
referindo ao grafico do salario].

Professora: E da energia?

E1: Em algumas partes me lembra fungédo quadréatica, s6 que usamos a régua para fazer os
pontos.

E13:[...] A curva para cima que forma de 2018 a 2019.

E19:[..] Tem. De 2019 a 2022.

E13: Mas de 2019 a 2020 ndo me parece fazer parte de uma curva [...]. Os valores ficam
oscilando é dificil de definir.

Professora: [...] E do gés o que vocés observam?

E13: Olhando assim, linha reta.

Professora: Como se chama mesmo, fungédo?

E1: Do 2° grau!

E19: Do 1°?

(Dialogo entre professora e integrantes do grupo, 2022)

No excerto supracitado, podemos evidenciar indicios de uma sintese, quando os
estudantes relacionaram o grafico construido com conteudo ja estudado nas aulas de
matematica, porém nao conseguiram analisar com mais clareza devido a falta de uma
escala na construcao do grafico. “Asintese comega com o ato consciente de juntar as ideias
na fase inicial seguindo uma atividade mais intuitiva, na qual o subconsciente atua de forma
reciproca entre o conceito imagem até uma forga relacionar o conceito a consciéncia” [...]
(Menezes e Borges Neto, 2018, p. 32).

Na questao e (Com base nestas informacgdes vocés conseguem estimar o valor para
20237?) o grupo iniciou uma discusséo sobre possiveis valores para o ano de 2023. Para
isso, os estudantes fizeram previsdes sobre os valores de acordo com a analise dos anos
anteriores, estimando um valor para o proximo ano de acordo com o percentual de aumento
dos ultimos. Sendo assim, o grupo nao encontrou um padrao ou regularidade para estimar
o valor desses itens para 2023. No entanto, apresentaram uma justificativa em decorréncia

ao término da aula (Figura 8).
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Figura 8: Resposta a questéo e
Fonte: Relatério dos alunos (2022)

O grupo analisou as informacgdes coletadas, estimaram um possivel valor (R$180,00)
e utilizaram a regra de trés para considerar qual sera o aumento, chegando a 50%.
Consideraram o aumento do gas de R$ 120,00 para R$ 140,00, valores correspondentes
aos meses de margo e maio, que consiste a 16% de aumento e o valor de R$ 120,00 para

R$ 180,00 aumento estipulado por eles para 2023.
6 CONSIDERAGOES FINAIS

Este artigo teve como objetivo evidenciar e discutir indicios de processos do
Pensamento Matematico Avancado mobilizados por alunos do Ensino Médio ao
desenvolver uma tarefa investigativa. Ao analisar a Tarefa Investigativa “Prego do gas e
energia” inferimos aspectos do Pensamento Matematico Avangado relacionados a
representacao e abstracdo. Com relacédo aos processos de representagao evidenciamos a
representacdo simbodlica, a representacdo mental, a visualizagao, a intuicdo, a mudanca de
representacdo e a traducdo e modelacdo. Ja com relagdo aos processos de abstracéo
foram evidenciados processos de generalizagao e sintese.

O processo de representacao pode ser evidenciado nas analises das discussodes e
resolugdes da tarefa pelo grupo, em que mobilizou processos de representagdo simbdlica,
pois utilizou simbolos matematicos para expressar a situagao; representacao mental, na
qual associou a situagdo com conceitos matematicos com operagdes algébricas,

aritméticas ou métodos de resolucao; visualizagado tendo em vista que o grupo construiu
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uma imagem mental da situagdo e externalizou por meio de esbogos e esquemas para
compreender ou analisar a situacdo, explorando o problema; intuigdo, pois, utilizou
conhecimentos prévios como fragdo, porcentagem e regra de trés para solucionar o
problema; mudancga de representacao e tradugao, pois transitou de uma representagao a
outra com o intuito de analisar a situagdo (analisar quanto do salario-minimo era
comprometido com cada item - gas e energia - nos anos de 2017 a 2022), representacao
algébrica, aritmética, representagdo grafica e tabular; modelacéo, a partir da situagao
estipulada pelo grupo para investigagao criou-se modelos para satisfazer a situagao.

Quanto aos processos de abstragéo, o grupo mobilizou a generalizagéo e a sintese.
Dreyfus (2002) afirma que, em algumas situagdes, € necessario fazer com que os
estudantes construam varios exemplos, identifiquem pontos em comum, sendo funcao do
professor chamar a atencéo para as relagdes das propriedades necessarias para abstrair.

Ao analisar a resolugdo da tarefa investigativa, podemos considerar que esta
auxiliou no desenvolvimento de diferentes processos do Pensamento Matematico
Avancado. Bussmann et al. (2017, p. 12) ressaltam que as investiga¢gdes podem “estimular
a formulagao de questdes (pois sdo abertas) e exigem um maior esforgo cognitivo para que
partes do conhecimento sejam combinadas formando o conceito como um todo”.

Percebemos também que tarefas de natureza investigativa podem propiciar o
Pensamento Avangado, bem como o interesse dos alunos pela aula. No decorrer da tarefa,
os alunos se familiarizaram com a tarefa e mobilizaram, de forma espontanea, os processos
do Pensamento Matematico Avangado (representagéo e abstragéo). Vale ressaltar que em
uma tarefa talvez nao fique evidente, porém, com outras tarefas € possivel observar a
familiaridade dos alunos e a mobilizagdo dos processos do Pensamento Matematico
Avancado.

O grupo, além de discutir conceitos matematicos, pode fazer reflexdes e analises
da situacao proposta no contexto de Educacao Financeira, situagdes do contexto real dos
alunos, utilizando essas situagdes para auxiliar na resolugcéo da tarefa. Desta forma, o
trabalho em grupo auxiliou na superagdo das dificuldades, a troca de conhecimentos
colaborou na resolugdo da tarefa. E notério também que as intervencdes da professora na
realizacao da tarefa auxiliaram na mobilizacdo dos processos do Pensamento Matematico
Avancado. Para Marins (2014, p. 163) é preciso deixar “claro aos estudantes quais sao
esses processos que estdo acontecendo em sua aprendizagem e podem potencializar sua
aprendizagem”. Em consonéncia com Dreyfus (2002), os processos do Pensamento

Matematico Avancado ndo acontecem por si mesmos e, se acontecem, ndo sao
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necessariamente conscientes por parte dos alunos. Com isso, complementamos que o

papel do professor & necessario em todos 0s processos.
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