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RESUMO

Este artigo é uma traducdo de um capitulo escrito em francés por Raymond Duval, que buscou analisar diferentes tipos
de operagfes de substituicdo possiveis a serem feitos com os escritos simbdlicos para pensarmos a compreensdo em
algebra. Sdo analises que dizem respeito a tomada de consciéncia de operagfes semiocognitivas que permitirdo entender
como trabalhar com escritos algébricos e reconhecer quando aplica-los. Duval apresenta quatro questdes relacionadas
as condicdes semiocognitivas condicionantes para a compreensdo e aquisicdo de conhecimento em algebra bem como
para o seu uso espontaneo em situac¢des de resolucéo de problemas fora do ambito matematico: designar objetos em
linguagem natural, utilizando letras ou simbolos; visualizar a estrutura matematica da formulagao de um problema, em um
texto que articula diversas frases; formular problemas cujas resolu¢des requerem a designacgéo funcional de uma segunda
guantidade desconhecida para escrever duas expressfes incompletas, a partir do enunciado do problema e formar os
dois membros de uma equacéo. A conclusédo da andlise linguistica dos escritos algébricos simbdlicos apresentada por
Duval no capitulo aponta para a necessidade da distingdo semantica de Frege entre o sentido de uma expressao e o que
ela denota. Com o capitulo Duval aponta que uma analise semiocognitiva dos escritos simbdlicos significa analisar as
necessidades e as dificuldades de aprendizagem da algebra antes de organizar o seu ensino cujo objetivo &, por um lado,
sensibilizar tanto para as operagdes discursivas especificas da linguagem natural, como para os escritos simbdlicos, e
por outro, quebrar a parede de vidro que os separa.

Palavras-chave: Registros de Representacdo Semiética, Escritos Simbdlicos, Aprendizagem Matematica, Algebra

ABSTRACT

This article is a translation of a chapter written in French by Raymond Duval, who sought to analyze different types of
substitution operations that can be carried out with symbolic scripts in order to think about comprehension in algebra.
These analyses concern the awareness of semiocognitive operations that will allow us to understand how to work with
algebraic scripts and recognize when to apply them. Duval presents four questions related to the semiocognitive conditions
that condition the understanding and acquisition of knowledge in algebra, as well as its spontaneous use in problem-solving
situations outside the mathematical sphere: designating objects in natural language, using letters or symbols; visualizing
the mathematical structure of the formulation of a problem, in a text that articulates several sentences; formulating problems
whose solutions require the functional designation of a second unknown quantity to write two incomplete expressions,
starting from the problem statement and forming the two members of an equation. The conclusion of the linguistic analysis
of symbolic algebraic writings presented by Duval in the chapter points to the need for Frege's semantic distinction between

1Texto publicado em portugués e em francés em: Florilégio de pesquisas que envolvem a teoria semio-cognitiva de
aprendizagem matematica de Raymond Duval. (Orgs. Méricles T. Moretti, Celia F. Brandt). Florian6polis: Revemat/UFSC,
2020.Disponivel em : https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/203982
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the meaning of an expression and what it denotes. With the chapter Duval points out that a semiocognitive analysis of
symbolic writings means analyzing the needs and difficulties of learning algebra before organizing its teaching whose aim
is, on the one hand, to raise awareness of both the specific discursive operations of natural language and symbolic writings,
and on the other, to break the glass wall that separates them.

Keywords: Semiotic Representation Registers, Symbolic Writings, Mathematical Learning, Algebra

INTRODUCAO

Na aprendizagem de algebra durante o Ensino Fundamental 2 (EF-2)?, os alunos
enfrentam constantemente uma espécie de parede de vidro: 0s escritos simbdlicos, ou seja,
a variedade de expressdes que combinam numeros, letras e simbolos de operacgdes, cujo
registro semiético permite-lhes escrever; bem como a heterogeneidade das operactes de
substituicdo umas pelas outras dessas expressdes. As palavras da lingua e da matematica
parecem transparentes, como as que designam operacoes, relacdes, propriedades das
equacdes e explicam como utiliza-las nos calculos. Mas, na verdade, para trés quartos dos
estudantes, e todos aqueles que ndo estudaram ciéncias, tal parede é opaca, uma vez que
eles ndo conseguem ver através dela o que os professores veem e que ndo ha meio algum
de passar do registro da lingua natural, no qual, as operac¢des exigidas para transitar de
uma expressao verbal a outra sdo efetuadas por associagdes de palavras “que fazem

pensar em...”. No entanto, as operacdes de substituicdo de expressdes simbolicas
requerem a andlise exclusiva da forma das combinac¢es de numeros, letras e simbolos das
operacdes. Como ndo confundir as expressfes obtidas por meio das multiplas operacdes
de substituicdo possiveis, tendo em conta a uniformidade das expressdes escritas? Como
equacionar um problema concreto ou ndo-matematico, e resolvé-lo usando uma equacao
como “ferramenta”? De outra forma, quais sao os primeiros passos a serem seguidos, a fim
de que os alunos aprendam algebra? Ha dois pontos de vista radicalmente diferentes para

responder essa pergunta.

Em primeiro lugar, ha o ponto de vista matematico que €, obviamente, primordial e
serve para estruturar as andlises, que levam a organiza¢céo dos programas. Essas anélises
advém de um objetivo, institucionalmente fixado, a ser atingido no final do EF-2: o uso de

equacdes na resolucdo de problemas extra atematicos. Entdo, a analise matematico-

2 Nota do Tradutor. Usaremos os termos entre colchetes, a seguir, para designar os niveis de ensino equivalentes, no
Brasil, aos niveis de ensino Francés: o ensino basico francés obrigatério € composto de 12 anos: 5 anos em nivel de
ensino primaire (école élémentaire) (6 a 10 anos de idade) [Ensino Fundamental 1 — EF1]; 4 anos do college (11 e 14
anos de idade) [Ensino Fundamental 2 — EF2] e; 3 anos do lycée (15 a 17 anos de idade) [Ensino Médio — EM].
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regressiva é realizada. O processo de aprendizado de uma equacgdo, como sendo uma
“ferramenta”, € desconstruido por pré-requisitos de conhecimento e savoir-faire, os quais
também o sdo por outros pré-requisitos mais elementares. Esse processo avanca até
chegar a introducdo de uma ou duas letras no calculo com nimeros. Os curriculos para
cada ano escolar sdo entdo determinados para fazer os alunos seguirem o caminho inverso
dessa analise matematico-regressiva, em quatro ou cinco anos. Com o intuito de ajudar os
professores a implementa-los em sala de aula, os curriculos sdo enriquecidos com
explicacbes de aquisicdo de conhecimento e aprendizagem, epistemoldgicas,
psicogénicas, psicologicas, sociolégicas ou pedagodgicas. Mas nenhuma das explicacdes
as quais eles fornecem € realmente relevante, pois ignoram o fato de que aprender
matematica ocasiona dificuldades intrinsecas de compreensédo, que nao sao encontradas
em nenhum outro campo do conhecimento.

O outro ponto de vista é a analise do funcionamento semiocognitivo subjacente a
atividade matematica. Quais sé&o os gestos intelectuais que permitem “fazer matematica”?
Desse ponto de vista, a discriminacdo imediata da variedade uniforme dos escritos
simbodlicos, bem como a consciéncia de maultiplas operacdes de substituicdo
possiveis sdo os dois primeiros passos a serem trabalhados com os alunos no
ensino da algebra. Os objetivos da aprendizagem nédo sdo a aquisicdo de conhecimentos
e habilidades, mas uma tomada de consciéncia de operagdes semiocognitivas, que permite
entender como trabalhar com escritos algébricos e reconhecer quando e em qual situacdo
aplicar os conhecimentos adquiridos. No entanto, s6 se pode tomar consciéncia fazendo,
no seu proprio ritmo, tarefas que sdo desenvolvidas para cada uma das diferentes
operacdes semiocognitivas especificas dos escritos simbdlicos, e que podem ser geridas
individualmente. Essa tomada de consciéncia € um pré-requisito para a aquisicdo de
conhecimento em algebra elementar. Os critérios de sucesso que possibilitam avaliar o
desempenho escolar dos alunos séo diferentes daqueles, geralmente, adotados na sala de
aula em sequéncias de atividades e em questdes nacionais ou internacionais. Tais critérios
de desempenho séo, tanto, a rapidez de resposta, quanto, uma completa mudanca de
atitude em relacédo as tarefas matematicas e a resolucdo de problemas, uma vez que,
nessas tarefas especificas, acertar ndo basta, deve-se considerar o tempo de resposta,
pois um aluno deve ser capaz de realizar as tarefas em menos de trinta segundos,
independentemente, das variagOes da apresentacdo dos dados, das restricdes da instrugcéao
e do significado da converséo a ser feita entre a linguagem natural e a escrita simbdlica da

expressao, seja ela completa ou incompleta. Em outras palavras, o aluno deve reconhecer

- Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Floriandpolis, v.18, p. 01-30, jan./dez., 2023. 3
Universidade Federal de Santa Catarina. 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2023.e97451


https://doi.org/10.5007/1981-1322.2023.e97451

rapidamente os diferentes niveis de unidades de significado em uma equacdo e as
operacOes de substituicdo a serem realizadas, sem ter que perguntar (professor ou aluno),
ou ter alguém que lhe diga o que fazer; sem isso ndo h& outra aprendizagem possivel em

algebra para o aluno.

*

**k*k

S&o0 quatro questbes que estdo na base das pesquisas, sobre as condi¢des

semiocognitivas condicionantes, para a compreensao e aquisicdo de conhecimento em
algebra, bem como para o seu uso espontaneo em situagcdes de resolucéo de problemas
fora do ambito matematico.
A primeira pode parecer simples e até trivial: como designar objetos em linguagem natural,
utilizando letras ou simbolos? O terceiro capitulo de Semiose e Pensamento Humano, de
Duval (1995), com énfase em uma citacdo em Begriffsschrift, de Frege, foi inteiramente
dedicado a linguagem natural e linguagem formal.

A segunda tornou-se evidente por meio da pesquisa Estruturas aditivas e
complexidade psicogenética, de G. Vergnaud (1976), sobre os problemas aditivos, e com
a tese Apprentissage des problemes additifs et compréhension de texte, de Damm (1992).
Como visualizar a estrutura matematica da formulacdo de um problema, em um texto que
articula diversas frases, para descrever um cenario da vida real? (Duval, 2005).

A terceira surgiu com as formulacbes de problemas, cujas resolucdes ja nao
requerem a designacdo de uma quantidade desconhecida, mas a designacéao funcional de
uma segunda quantidade desconhecida. Sem a consciéncia de que esse modo de
designacao nao existe na lingua, os alunos ndo conseguem equacionar os problemas que
tenham duas unidades desconhecidas e ndao apenas uma (Duval, 2002, 2011). Como
escrever duas expressdes incompletas, a partir do enunciado do problema, que formarao
os dois membros de uma equacao?

A quarta questao, na verdade, pertence as trés anteriores e diz respeito a todos os
problemas que sé&o dados no EF-2 para preparar a introdu¢cdo de um novo conceito, novas
operacdes, ou em exercicios com fins exploratérios e de pesquisa. O que vem a ser um
problema matematico, desenvolvido para fins didaticos, e o que significa resolver
matematicamente um problema? Em outras palavras, essa é a assustadora questdo do
papel dos problemas na aquisicdo de conhecimentos matematicos, mas nao parece sé-lo

para os professores e para a grande maioria dos didatas. Foi s6 mais tarde que a enfrentei
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de frente: é preciso aprender a formular esses problemas para tornar-se capaz de resolvé-
los (Duval, 2013).

Infelizmente, em um didlogo péstumo que tentei travar com Jean-Philippe Drouhard,
toda essa pesquisa teve um resultado imprevisivel. Encontramo-nos, com relativa
regularidade, mas sem que eu tenha tentado compreender o que ele pensava. Tive que ler
a sua tese, defendida em 19923, por conta de um encontro em torno do seu trabalho, no
qual, realmente, haveria de empreender uma discussdo sobre as nossas diferentes
abordagens na andlise dos escritos simbdlicos.

Os trechos do confronto entre duas andlises de escritos simbolicos*, aqui
apresentados, foram feitos primeiro para Jean-Claude Rauscher, que estava envolvido num
trabalho de acompanhamento com Jonathan®, e retomados depois para o beneficio dos
professores, que s6 lecionam no EF-2. O objetivo era reter apenas 0s pontos essenciais,
gue pudessem ser Uteis em sala de aula no ensino e aprendizagem de algebra,
independentemente, de alguma teoria psicolégica, semidtica, linguistica, pedagdgica ou
didatica; enfim, que os professores fossem capazes de observar e analisar por si mesmos
as causas profundas das dificuldades e dos bloqueios recorrentes dos seus alunos.

Desde as primeiras linhas da introducdo da sua tese, Jean-Philippe Drouhard
apresentava a ideia orientadora da sua pesquisa, que tratava de duas mudancas de
perspectiva a serem consideradas em relacdo ao que era, consensualmente, admitido nos
trabalhos didéaticos sobre algebra elementar.

Logo no inicio desse trabalho ha a hipotese muito geral de que na algebra, além das
dificuldades conceituais, o aprendente também se depara com dificuldades linguisticas
ligadas a complexidade da linguagem simbdlica da matemética. Em outras palavras, a
“transparéncia” da linguagem simbdlica € apresentada como iluséria e, um dos objetivos
desse trabalho, fora, precisamente, remover essa ‘ilusdo de transparéncia” (Drouhard,
1992, p. 3).

Em primeiro lugar, ao falar de “ilusdo de transparéncia”, Drouhard questionava uma

ideia, que se tornou Obvia com o desenvolvimento da algebra, a ideia do caracter

3Drouhard J.-P, 1992. Les écritures symboliques de I'algeébre élémentaire. Thése de Doctorat. Paris VII.
42019, Jean-Philippe Drouhard. de la linguistique a I'épistémographie. Didactique des mathématiques (Ed. M
Maurel) pp. 105-139. Academia.edu Ces extraits sont publiés avec 'aimable autorisation de I’éditrice de cet
ouvrage, Maryse Maurel.

SRauscher J.-C, 2023. O caso Jonathan. O complexo de algebra. Trad. Méricles T. Moretti. Revemat.
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inteiramente explicito e controlavel dos escritos simbdlicos®. A escrita simbdlica é, de fato,
0 Unico tipo de representacdo utilizada na matematica na qual, por um lado, todos os
elementos significantes necessarios para se compreender uma expressao completa, sao
explicitamente dados, com pequenas excec¢des, por exemplo em: “a”, em vez de “1a”’, e na
gual, por outro lado, cada elemento significante € univoco. De outro modo, as igualdades
ou equacdes sdo autossuficientes, pois ndo dependem de nenhum contexto ou situacao,
como em quase todas as afirmag¢des em lingua natural. Além disso, as transformacdes de
uma para outras expressfes simbdlicas sdo totalmente explicitas e perfeitamente
controlaveis. Razao pela qual, ao contrario de todas as proposi¢cdes em linguagem natural,
elas sdo algoritmizaveis. Portanto, os escritos simbolicos devem ser mais faceis de se
entender do que os enunciados em linguagem natural, as figuras geométricas ou, mesmo,
do que os graficos que devem ser entendidos qualitativamente e ndo, pontualmente. Mas,
esse nao € o caso. Se os escritos simbolicos sdo matematicamente transparentes, trata-se
de uma “ilusdo de transparéncia”, pois eles sobrepdem, em uma mesma sucessao,
diferentes tipos de agrupamentos de numeros, letras e simbolos, e tais agrupamentos
constituem unidades de significado em diferentes niveis, quase impossiveis de serem
discriminados e reconhecidos pela maioria dos jovens alunos. Em trabalhos posteriores,
Jean-Philippe Drouhard preferiu falar de “implicito” em vez de “ilusao de transparéncia”, o
gue ndo foi uma escolha casual, pois enquanto a nogéo de implicito conota algo que néo é
dito por ser conhecido ou demasiado 6bvio, a expressao ‘“ilusdo de transparéncia”

caracteriza a propria natureza dos escritos simbdlicos da algebra elementar.

1 DISTINCOES PRELIMINARES PARA DESCREVER E DEFINIR A ESPECIFICIDADE
DOS ESCRITOS SIMBOLICOS

Os escritos simbolicos sdo um tipo de representacao grafica que, verdadeiramente,
nada tem em comum com a linguagem ou com as figuras. Para compreender iSso, paremos
um momento para refletir sobre o que ha de especifico na escrita, em comparacao a dois
outros tipos de representacdo mais comuns: as expressdes linguisticas e as figuras,

instrumentalmente, construidas em funcéo de propriedades geométricas.

6 Condillac expressou-se, no final do século XVIII, desta forma: a algebra, que é a linguagem da matematica,
€ uma simplificacéo da linguagem e uma economia de signos, que possibilitam o aumento da capacidade de
célculo.

7 Escreve-se “a” no lugar de “1 x a” e “2a” em vez de “2 x a”.
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11 OS ESCRITOS SIMBOLICOS VERSUS ESCRITOS ALFABETICOS: UMA
RUPTURA COMPLETA COM A FALA

Os escritos simbdlicos sdo um tipo de representacao gréfica, que consiste em uma
sequéncia linear de elementos, que se distinguem visualmente e, cuja ordem de sucessao,
obedece a certas restricdes. Esses elementos sao letras de um alfabeto ou nimeros de um
sistema de numeracdo. Portanto, € importante separar dois tipos de escritos: 0s escritos
alfabéticos e OS ESCRITOS SIMBOLICOS. Os primeiros s&o uma codificacéo da fala, ou
seja, de uma enunciagao oral. Os ultimos foram desenvolvidos para fins exclusivos do
célculo e sdo ESCRITOS OPERATORIOS, que ndo podem ser enunciados em lingua
natural nem falados oralmente.

Em relagcdo aos escritos simbdlicos, é importante ndo confundir dois niveis de
unidades de sentido:

- O primeiro nivel de sentido é o dos elementos significantes, que dependem inteiramente
do sistema semidtico utilizado, como definido por Saussure (1972): fonemas, morfemas
e palavras de uma linguagem natural, digitos que designam nameros em um sistema de
numeragao. Assim, os digitos “0” e “1”, por exemplo, ndo tém o mesmo valor de escolha
opositivo em relacdo a um sistema de escrita binaria ou a um sistema de escrita decimal,
- O segundo nivel de sentido € o das expressfes incompletas ou completas, que podem
ser produzidas usando um sistema semiético: sintagmas nominais e verbais para frases

e, 0 que chamaremos de sintagmas operatorios para o0s escritos simbolicos.

ESCRITOS SIMBOLICOS

4 (elemento que designa um namero)

1. SISTEMA DE ESCRITA DECIMAL | 44 (sequéncia de dois elementos que
designam um outro nimero)

2. EXPRESSAO INCOMPLETA: Os (2+2), (5-1), 2x2),
sintagmas operatorios articulam ao (8:2), 82
menos um digito (ou uma letra) e um 40 + 4, 12 x 2

SIMBOLO DE OPERACAO _ .
Sintagmas operatorios

Portanto, de um ponto de vista estritamente linguistico e semidtico, € importante nao
confundir os escritos simbdlicos utilizados em matematica com os escritos alfabéticos, que
permitem transcrever alguma expressao oral de uma lingua natural. Opdem-se, entre eles,

0S quatro critérios seguintes:
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ESCRITOS ESCRITOS

SIMBOLICOS ALFABETICOS
1. Comutagéo oral/escrita, sem ambiguidade NAO SIM
e reflexiva
2. Restricdes que determinam a ordem de Reproducéo de
sucessao de elementos com um valor oposto .
de escolha Sintaxes elementos articulados

na producéo vocal

3.Funcéo de designacéo de objetos para SIM NAO

os elementos . ~ .
Designacgéo de nimeros

4. Concatenacao de elementos em unidades | Formacao de sintagmas Reproducéo de

de significado de um nivel mais complexo operatérios (expressdes | unidades de sentido na
de expressédo

incompletas) fala oral

Figura 2. A distingdo entre escritos simbdlicos e alfabéticos.

Em outras palavras, se a algebra € uma linguagem, € uma linguagem totalmente
muda, que ndo pode ser falada. O seu objetivo €, simplesmente, realizar algoritmos de
operagles, isso se se preferir uma linguagem puramente operacional. Qualquer
propriedade matematica que se pode mobilizar, implicita ou explicitamente, em paralelo ao
uso de escritos algébricos, revela um emprego matematico da linguagem natural. Nao ver
iSso € negar-se a ver a complexidade e as dificuldades de se ensinar algebra elementar

para os alunos com idade entre 11 e 16 anos.

1.2 A GAMA DE ESCRITOS SIMBOLICOS E EXPRESSOES COMPLETAS

Os escritos simbdlicos referem-se a toda gama de escritos desenvolvidos para a
realizacdo de calculos. Qualquer calculo é uma sequéncia de operacdes, que consiste em
substituir uma expressao simbalica por outra, quer essas expressdes sejam numeéricas ou
literais. Dois tipos de substituicbes devem ser diferenciados, conforme sejam relativos aos
sintagmas operatorios, isto €, substituicdes com expressdes incompletas, ou a igualdades,
equacdes ou expressdes, que constituem um terceiro nivel de sentido, aqui chamado de
expressdes completas.

A substituicdo de uma EXPRESSAO INCOMPLETA por outra consiste em reduzi-la:
- a um elemento do sistema de escrita decimal: (2 + 2) > 4, ou 12 x 12 — 144;

- a um sintagma operacional menos complexo: 3 (a + 2/3b ) —» 3a + 2b;
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- ou a um sintagma operacional de grau inferior: x> — (x x x).

Obviamente, essas substituicdes séo reversiveis, determinadas pelas propriedades
dos simbolos de operacéo ou pela natureza dos nameros. Por isso, vamos chama-los de
SUBSTITUICOES OPERATORIAS.

A substituicio de uma EXPRESSAO COMPLETA por outra é uma operacio
diferente. Por um lado, pretende-se que um termo possa ser alterado de um membro da
equacédo a outro, e que se possa efetuar uma substituicdo operatéria em um dos dois

membros:

a+2=4 > a=2 2a=8/2 » a=4

Por outro lado, requer-se que nessa substituicdo as duas expressbes completas
conservem o mesmo valor de sentido. A substituicdo deve ser feita salva veritate, de acordo
com a expressao utilizada por Leibniz, enquanto as expressdes incompletas, relacionadas
em cada uma das duas expressdes incompletas, ndo sdo as mesmas! Foi para descrever
esse mecanismo de substituicdo semiodtica, que Frege (1971/1892) introduziu a sua famosa

distincao entre significado (Sinn) e denotacao (Bedeutung).

A “denotacado” € a unidade de sentido proprio de uma expressao completa, e
“sentido” € a unidade de sentido de uma expressdo incompleta. Ao estender-se essa
distincao para expressdes incompletas, a denotagéo torna-se “o objeto designado” por um
sintagma operatério ou nominal, e o sentido torna-se a “significagao” prépria de cada
expressao incompleta usada para denotar ou designar um objeto. Em outras palavras, com
expressdes incompletas, a denotacéo resulta de uma operacdo de designacdo. Essas sao
SUBSTITUICOES SEMANTICAS.

Comparemos, agora, quatro expressbes completas do ponto de vista das

substituicbes a serem efetuadas para calcular ou “resolver”:
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2x2=4 2x2= 2x..=8:2 (@a+b)/2 =al2 +b/2

1. Apenas um SIM
membro a ser
considerado

2. os dois membros SIM
independentemente
um do outro

3. Possibilidade de SIM
passar de um
termo a outro, 2x.;.=8:2
salva denotatione =@ f) P

4. Necessidade de SIM
mover um termo de
um membro para (@a+b)/l2=al2+b/2
outro na equacéo,
salva veritate v A
a+b = 2(al2) + 2(b/2)

Figura 3. Continuum dos escritos simbdlicos em nivel das expressdes completas.

As duas primeiras expressdes (nas duas primeiras colunas) requerem nao mais do
gue substituicdes operatorias. O sintagma operacional é reduzido a escrita de um namero
no sistema decimal. Nao ha substituicdo seméantica a ser feita. Por outro lado, tudo muda
gquando se calcular, ou resolver, as duas expressdes nas linhas da tabela mais abaixo,
mesmo no caso de uma igualdade com um elemento vago a ser completado (terceira
coluna), que ndo comporte alguma letra. Em outras palavras, a substituicdo semantica nao
deve ser confundida com a substituicdo operatoria, mesmo que a resolucdo de uma
equacao recorra a ambas.

Com essas distingbes e comparacdes, torna-se possivel fazer trés observactes
importantes para penetrar na problematica de pesquisa de Jean-Philippe:

(1) Elas destacam a complexidade da escrita simbdlica.

Por um lado, exigem que trés niveis de unidades de sentido interligadas sejam

imediatamente reconheciveis: os elementos significantes em um sistema semiético,

que muitas vezes sdo confundidos com “signos”; as expressdes incompletas e as
expressdes completas. Sem o devido reconhecimento, as expressées simbdlicas

nao podem ser lidas, apenas soletradas, elemento por elemento.
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E preciso estar consciente da operacdo especifica de substituicio semantica para
poder “resolver’” uma equacgéo, ou para poder aplicar uma formula numa situagao
particular, e resolver um problema concreto.

(2) O primeiro passo em algebra ndo comecga com a introducéo das letras, mas com
a escrita de expressdes incompletas para formar uma expressdo completa, cuja
resolucao exigira a substituicdo semantica. As equacdes numéricas, com elementos
vagos a serem completados, sdo um primeiro exemplo (Duval e al., 2015, pp. 67,
73).

Assim, qualquer expressao simbdlica na qual o simbolo de relagao

“”

possa ser
substituido pelo simbolo de designagdo de um resultado “—”, ndo € uma expresséo
simbdlica algébrica completa. O uso do simbolo “=” para designar o resultado de uma
operacao aritmeética, cria um equivoco que constituird um obstaculo aos primeiros passos
na entrada dos escritos simbdlicos algébricos.

A introducéo das letras comeca com a formacéo de expressdes incompletas, o que
exige, como veremos mais adiante, a consciéncia de uma operacédo discursiva especifica
dos escritos simbdlicos: a designacao funcional.

(3) Estritamente falando, a algebra ndo é uma lingua e nem pode sé-lo. E um registro
cognitivamente monofuncional discursivo e ndo multifuncional, como sao as linguagens
naturais.

Portanto, a leitura e compreensdo de expressdes simbdlicas requer o
reconhecimento visual dos diferentes niveis de sentido de uma expressao, a fim de poder
distinguir todas as unidades de sentido. Caso contrario, ficamos com o simples
reconhecimento de diferentes caracteres (digitos, letras, simbolos de operacdo ou de
relacdo), que s6 podem ser soletrados um apdés o outro. Na sequéncia, deparamo-nos com
sérias dificuldades para transformar sintagmas operatérios em outros sintagmas e, mais
ainda, para fazer substituicdes semanticas. Essas dificuldades podem bloquear de imediato
a grande maioria dos estudantes, ndo sO durante a resolucdo de equacdes, mas, mais

simplesmente, quando na aplicacdo de uma férmula!
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. CONCLUSAO DA ANALISE LINGUISTICA DOS ESCRITOS ALGEBRICOS
SIMBOLICOS: A NECESSIDADE DA DISTINCAO FREGEANA ENTRE SENTIDO E
DENOTACAO

A hip6tese anunciada por Jean-Philippe Drouhard (1992, p. 4) na introducdo da
prépria tese foi: “as ESA (Expressdes Simbdlicas da Algebra Elementar) podem ser
descritas por um modelo linguistico (uma gramatica)”. Em sua pesquisa, Jean-Philippe
chegou a uma conclusao paradoxal em relacéo a essa hip6tese. Para destacar o implicito
dos escritos simbdlicos algébricos, € necessario recorrer a distingdo semantica de Frege
entre o sentido de uma expressao e o que ela denota.

A complexidade dos escritos fracionarios aparece, ndo como sintagmas operatorios
gue giram em torno de um unico simbolo de operacéo (1/2, ou a/b), mas como aqueles que
giram em torno de dois simbolos de operacédo (3 + 1/2) e, ainda mais, com a inclusdo de
trés simbolos de operacao ((4 + 6) / (4 + 1)) (Drouhard, 1992, pp. 298, 314, 344-348). A
partir de um exemplo citado por Stella Baruk, um aluno foi perguntado sobre a seguinte

escrita:

& e >
2=10/5= (4+6)/(4+1) =6/1=6

Entdo, Jean-Philippe explicou a reacdo do aluno, que admitiu as duas simplificacdes
e nédo viu por que uma deveria se impor em relacdo a outra.

Como Stella Baruk apontou, a sequéncia das igualdades torna-se 2 = 6 e o0 estudante
respondeu: “E dai?”. No entanto, como constatado no decorrer da entrevista, o numero 2
nao € igual ao 6. Na nossa opinido, a resolucdo dessa contradicédo reside no fato de que,
para o estudante, a ESA 10/5 ndo designa o niumero 2 nem a ESA 6/1 designa o nimero
6. De fato, se os escritos séo privados de uma designagao ausente, ndo se pode exigir da
igualdade que ela indica essa designac¢ao ausente. Como consequéncia disso, a igualdade
desempenha, em relacao as transformacdes, um papel idéntico e que € bem conhecido na

aritmética de transformacdes, a saber, o0 signo do resultado de uma operagéo.

Em ultima analise, a auséncia de designacéo de fracdes conduz a designacéo de
relacdes e, em particular, de igualdade... e, dificilmente, a igualdade 10/5 = 6/1 designara

um valor de verdade (neste caso, “Falso”).

Portanto, a auséncia de denotacdo torna muito dificil julgar a correcdo de uma
transformacdo contestada. Para o aluno, o debate é percebido como uma troca de
argumentos de autoridade (Drouhard, 1992, pp. 360-361).
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Em outras palavras, a transformacéo dos escritos fraciondarios revela uma profunda
diferenca entre a substituicdo operatoria, que lida com expressoées lineares incompletas, e
a substituicdo semantica, que lida com expressdes completas nao lineares. O célculo de
expressfes incompletas fracionérias constitui o caso, cuja substituicdo semantica ja €

implicitamente necessaria antes mesmo do trabalho com equacdes.

A segunda conclusao diz respeito a necessidade de sensibilizar os alunos para a
diferenca entre o sentido de uma expressao simbolica e a sua denotacao.

Para além de um discurso sobre a prépria no¢do de denotacdo (ou seja, um meta-discurso
sobre expressdes matematicas), o discurso permanece um didlogo de surdos... Para os
alunos ha diferenca, mas ndo uma contradicdo. Para que haja contradicdo, tem de haver
denotacéo (Drouhard, 1992, p. 374).

Essa concluséo invalida a hipotese, anunciada desde as primeiras linhas da referida
tese e reafirmada a médio prazo, a saber, de que as ESA séo independentes dos nUmeros
gue representam? Nao, uma vez que a distingcdo de Frege € impossivel de ser feita com
um termo, um signo, ou uma expressao incompleta. Portanto, dizer que um signo, um termo
ou um sintagma operatério representa um namero € o mesmo que nao dizer nada. Em um
signo, um termo ou numa expressao, considerada isoladamente ou em si mesmo, ndo pode
haver a distingdo entre sentido e denotacdo, seria arbitrario fazé-lo. Imediatamente,
entramos no mal-entendido e no dialogo de surdos evocado por Jean-Philippe. Foi aqui que
Jean-Philippe teve de abandonar a analise das ESA, em termos de gramatica generativa,
para regressar as analises semantico-logicas, de Frege, sem abandonar, porém, o ponto

de vista matematico.

De fato, sucessivamente, Frege tem dado duas explicacbes diferentes para essa
distincdo, uma é matematica (1891) e a outra cognitiva (1892):
- A explicacdo matematica diz respeito a natureza do objeto denotado e é a que
Jean-Philippe escolheu:
Da leitura da Frege retivemos a ideia de que € do nosso interesse (de um ponto de
vista l6gico, mas também didatico) considerar a denotacdo de uma expressao ndo como

um namero, mas como uma funcgéo (Drouhard, 1992, p. 267).
E isso o leva a distinguir entre o sentido de uma funcéo e a sua interpretacao:

Chamo interpretagcdo de uma ESA X, num determinado quadro, qualquer objeto
correspondente a denotacdo de X nesse quadro (Drouhard, 1992, p. 280).
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Isso pode ser um numero ou qualquer outra coisa, dependendo do quadro do

problema em que uma equacao € utilizada (Drouhard, 1992, p. 280).

- A explicagdo cognitiva e epistemoldgica trata do mecanismo semantico-semiético
do calculo e do raciocinio matematico. Isso exige o confronto com DOIS termos, DOIS
signos, ou DUAS expressdes incompletas, com sentidos diferentes, a fim de discernir o

sentido e a denotagéo.

A analise dos escritos simbdlicos algébricos néo €, de todo, a mesma, dependendo
se se utiliza a explicacdo matematica ou a cognitiva da distingdo entre sentido e denotacéo.
De acordo com a explicagcdo matematica, a denotacéo so6 se refere aos trés valores verdade
(verdadeiro, falso, indecidivel), ou mais precisamente ao uUnico valor verdadeiro, e diz
respeito apenas a expressdes completas. Conforme a explicagdo cognitiva, a denotacéo
refere-se a dois termos, ou duas expressoes de sentidos diferentes, e refere-se apenas a
expressdes incompletas, ou seja, termos, sintagmas operatérios e, também, sintagmas

nominais em linguas naturais.

A conclusao, a partir da analise linguistica das ESA (correta), € paradoxal e suscita

varias questdes.

Q. 1 No continuum da escrita simbdlica (ver Figura 3), onde se situa a guinada para
gue os alunos possam ser introduzidos na algebra elementar? Seria no momento enquanto
ocorre a introducdo das letras, ou com a conscientiza¢do entre o sentido e denotacdo de

expressdes simbdlicas, que podem ser tanto numéricas quanto algébricas?

Q. 2 A distin¢do entre sentido e denotacdo, que se mostra necessaria na utilizagdo
e transformacao correta dos escritos simbdlicos, € essa distingdo de mesma ordem que o

conhecimento das propriedades dos niumeros e das operacfes?

Q.3 A nocéo de escrita simbdlica algébrica (ESA) ndo € uma nocao demasiado global
e, portanto, inutilizavel para analisar o funcionamento dos escritos simbdlicos? N&o
deveriamos, primeiro, distinguir os sistemas de escrita simbodlica de nimeros e o conjunto
de tipos de expressdes que podem ser formados, utilizando esses sistemas? E nao
deveriamos, entdo, distinguir expressfes incompletas (os sintagmas operatorios) e
expressdes completas (as equacdes)?

A concluséo final da tese trata dos quatro aspectos distintos das ESA, que devem
ser levados em consideragdo e sao requisitos para utilizd-las e transforma-las

corretamente.
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‘compreender’” as ESA é levar em conta a sua sintaxe, denotacido, sentido e
interpretacdo (Drouhard, 1992, p. 376). Essa conclusdo suscita a seguinte questao,

relativamente, a utilizacdo da distincao de Frege:

Q. 4 A distin¢céo entre denotacéao, sentido e interpretacéo é pertinente para analisar-

lhe a compreensdo em uma perspectiva didatica e ndo apenas mateméatica?

2.1 ACOMPLEXIDADE DAS ESA: UM IMPLICITO SINTATICO OU A SOBREPOSICAO
DE UNIDADES DE DIFERENTES TIPOS DE SENTIDO?

Interessa a teoria linguistica de Chomsky, pois permite distinguir dois niveis de
organizacdo completamente diferentes: em primeiro lugar, a da estrutura profunda, na qual
devem ser explicadas todas as regras sintaticas para a producao de expressfes completas
e incompletas. Em seguida, a estrutura de superficie, como sendo o nivel de todas as
expressdes possiveis, que essas regras permitem produzir. Para o ensino da algebra
elementar, as expressdes numeéricas, literais e algébricas sao utilizadas, calculadas ou
aquelas que se deve produzir e que preenchem os capitulos dos manuais escolares. Uma
comparacao entre esses dois niveis revela o que esta implicito. Sera, entdo, suficiente
tornar explicito o que estd implicito para que as ESA deixem de ser opacas ou
falaciosamente transparentes?

A questéo é que ndo h& nada de comum entre dois tipos de explicitagdo do implicito:

- Um, que torna necessario desenvolver um software para gerar expressdes
simbdlicas e as transforme em outras, ou seja, que as calcule;

- e, dois, que torna necessario ao aluno reconhecer visualmente as diferentes
unidades de sentido, que compdem qualquer expressdo simbdlica relativamente
complexa, como € o caso da escrita fracionaria (4 + 6) / (4+1).

O equivoco na leitura de expressoes simbdlicas consiste em reduzir as unidades de
sentido de um sintagma operatério ou de uma equacdo em uma sequéncia linear de
elementos visualmente separados por espagcos em branco. Quando dizemos oralmente
uma equacgdo a ser escrita, fazemos assim: soletramo-la!l Na realidade, os escritos
simbalicos algébricos sobrepdem-se e fundem-se em trés tipos de unidades de significado,
em uma sucessdo linear de numeros, letras e simbolos, como vimos em 1.2.
Evidentemente, h& os termos enumerados sucessivamente que dizem respeito a sistemas
de escrita de numeros e a um corpus de simbolos de operacdo e relacdo. Mas ha,

sobretudo, as unidades de sentido formadas por agrupamentos de termos. E aqui, é crucial

- Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Floriandpolis, v.18, p. 01-30, jan./dez., 2023. 15
Universidade Federal de Santa Catarina. 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2023.e97451


https://doi.org/10.5007/1981-1322.2023.e97451

separar claramente expressfes completas (equacdes) das incompletas que, também,
chamamos “sintagmas operatérios”. Os sintagmas operatérios apresentam um tipo de
dificuldade bem conhecido: o da ordem das operacdes. A transformacao dos sintagmas
operatorios é independente da resolucdo das equagfes, mesmo que a resolucdo das
equacgoes os implique.

Tomemos, de novo, o caso particular das fracdes que séo sintagmas operatorios.
Em sua tese, Jean-Philippe analisou-as, como se calcula-las implicasse uma expressao
completa, o que o levou a um impasse didatico (ver Q.2). Na realidade, trata-se de um
sintagma operatério que precisa ser delineado, visualizando-o, como uma arvore de
operacdes. Eis um exemplo, em parte retirado de um manual escolar publicado h& quase
guarenta anos, cuja originalidade era explicar os escritos simbdlicos, uma vez que é com a
escrita de numeros e letras, representando nimeros ou conjuntos de numeros, que
trabalhamos®. Esse exemplo mostra a necessidade de distinguir graus de complexidade na
escrita de um sintagma operatério. O grau de complexidade depende tanto do niumero de

simbolos de operacdo quanto da ordem das operacgdes.

Numero de Numero de  Numero de Diagrama das Condicao
unidades  sintagmas ~ NIVEIS DE operagdes fregeana de
de sentido operatorios UNIDADES reescrita
elementar DE SENTIDO

SIM

o
+
o
N
[ ¥
[a—

2

a/2 +b/2 7 3 2 NAO

Figura 4. Analise do grau de complexidade dos sintagmas operatorios.

Esse tipo de visualizacdo, congruente com a ordem de prioridade das operagdes,
indica todos os esclarecimentos verbais para explicar ou justificar o procedimento de célculo

dos sintagmas operatorios.

8 Deledicq e Lassave (1979, p. 80)
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A resolucao das equacbes exige, ao contrario, um tipo de substituicdo a que
chamamos condicdo fregeana de invariancia da denotacéo. E aqui chegamos ao segundo

ponto de desdobramento.

2.2 A DENOTACAO DE EXPRESSOES SIMBOLICAS: UMA FUNCAO MATEMATICA
OU INVARIANCIA DE UMA DESIGNACAO, UTILIZANDO DUAS EXPRESSOES
DIFERENTES?

Encontramos aqui as duas explicagbes dadas por Frege, que mencionamos acima

(ver 1): uma matematica e outra cognitiva.

A primeira foi eleita por Jean-Philippe, na prépria tese, e retomada em trabalhos
posteriores, trata-se de aplicar a distingéo entre sentido e denotacdo a uma Unica expressao
simbdlica considerada em si mesma, ou seja, a cada expressdo simbolica considerada,
independentemente da anterior ou da seguinte em um célculo ou em um processo de
resolucdo. O sentido e a denotacdo de uma expressdo aparecem, entdo, como dois

aspectos associados e, no entanto, totalmente independentes um do outro:
O sentido de uma expresséo A e a denotacao dessa mesma expressao.

Isso leva a identificar o sentido da expressao com o objeto denotado, ou seja, uma
funcdo ou valor verdade, independentemente do sentido da expresséo. Por isso, Jean-
Philippe sempre teve o cuidado de especificar que a denotacédo de uma equagcao nao é um
namero. Isso justifica-se matematicamente, uma “vez que uma equacao de segundo grau
com coeficientes reais pode ter duas ou nenhuma solucéo real, mas para uma equacao do

terceiro grau com coeficientes reais existe sempre solucao real (uma ou trés)”.

Mas essa escolha é paradoxal, na medida em que, o problema de Jean-Philippe era
analisar a especificidade da ESA, independentemente do que as diferentes expressdes

representassem matematicamente.

A explicac@o cognitiva é totalmente diferente, equivale a aplicar a distincao entre
duas expressdes simbolicas para explicar o mecanismo de calculo. Calcular significa
substituir, de forma néo tautoldgica, uma expressao B por uma expressao A, cujo sentido é
diferente de B, mas mantendo invariavelmente a denotacdo de A, ou seja, 0 que A designa.
Aplicada as frases da lingua natural, essa distingdo permite levar em conta a coeréncia ou

incoeréncia de um encadeamento de propostas em um raciocinio, argumento ou descri¢ao.
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Assim, o mecanismo de substituicdo subjacente ao célculo, como explica Frege

(1971/1892), pode ser esquematizado da seguinte forma:

A MESMA DENOTACAO

Expressdo simb. de SENTIDO A v Expressio simb. de SENTIDO B

-
y

«
Substitualidade de uma
a outra expressdo

Figura 5. Esquema do mecanismo de operacao de substituicdo das operacdes de calculo.

As duas setas solidas representam as duas possiveis substituicbes de uma
expressao A por outra expressao, dependendo da que foi dada no inicio. Essa substituicéo
s6 é possivel sob a condicdo de mesma denotacdo, ou seja, de equivaléncia semantica.
Para o calculo de sintagmas operatorios, a expressao “salva suppositione” € mais
apropriada do que a expressdo salva veritate, que sO0 é relevante para expressdes
completas.

Duas observagbes permitem ver a importéncia crucial dessa explicagdo cognitiva
para uma teoria da compreensao e aprendizagem da escrita simbdlica por parte dos alunos.

A primeira diz respeito a comparacao entre duas formas de escrever ou representar
nameros, uma em termos de sentidos elementares e outra em termos de sintagmas
operatérios. Qual € a diferenca entre o0s escritos:

“4” e (1+1+1+1)ou(2+2)ou(2x2)ou(6-4)ou,ainda, (8/2)7?

Por um lado, ndo hé diferenca entre sentido e denotacéo para a escrita 4, como para
todas as resultantes da utilizag&o exclusiva de um sistema numérico de posi¢ado de base n.
E isso por uma razao muito simples, explicada por Saussure: 0s signos nao existem por si
s, mas apenas dentro de um sistema semiético, no qual se opdem entre si, como valores
de escolha para significar ou designar. O sentido de um signo é o seu valor de escolha.
Assim, a simples utilizacdo de um digito, ou de varios digitos no sistema decimal, denota,
automaticamente, um namero, e nao ha substituicdo possivel, por exemplo: para que 0s
digitos 0, 1 e 6 possam alterar a sua denotacao, & necessario alterar o seu sentido e, para

iISS0, a base do sistema precisa ser alterada.
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Por outro lado, a distincdo entre sentido e denotacdo impde-se, cognitiva e
didaticamente, com o mais simples sintagma operatorio (2 + 2) ou (2 x 2). Portanto, ndo ha
necessidade de esperar-se pela introducéo de escritos fracionarios, como pensava Jean-
Philippe, para que a consciéncia dessa distingdo se torne uma condicdo necessaria a
compreensao dos escritos simbdlicos. Caso contrario, cada vez que o segundo membro de
uma expressao completa contenha apenas uma unidade elementar de sentido,

2x2 =4 2x = 4

o simbolo “=" sera automaticamente entendido como o resultado de um célculo. E
isso cria um obstaculo intransponivel ndo sé para a compreensédo das letras como sendo
variaveis, mas, sobretudo, para compreender-se que uma equacgao pode ter varias solugdes

X2 =4.

A segunda observacao diz respeito a equacao: equacionar um problema é o teste,
por exceléncia, para uma aquisicao significativa e util de conhecimentos em algebra, pois,
sem ela, os alunos ndo poderdo usar equacdes para resolver problemas, mesmo aqueles
de aplicacéo concreta de uma férmula. Recordemos aqui de que nos inquéritos PISA nem
sequer isso é exigido, mas apenas a utilizacdo de uma férmula dada no problema (Duval e
Pluvinage, 2016).

Contudo, equacionar um problema exige dos alunos a consciéncia da necessidade
de uma dupla designacédo do mesmo objeto. Em outras palavras, € preciso “saber” escrever
sozinho, e espontaneamente, duas expressfes simbodlicas com sentidos diferentes: uma
letra sendo escolhida para designar um dos dados do problema, a segunda, um sintagma
operatério construido com essa letra, para designar funcionalmente o outro dado do
problema.

Equacionar um problema consiste em alterar o registro de representacao, no qual os
dados sao apresentados. O diagrama seguinte mostra a complexidade das operagdes de

conversao cognitiva.
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duas designacées A eB

o do mesmo objeto
dados A do dados B do
DUAS enunciado A mesma denotacio enunciado
EXPRESSOES Expressdo A salva denotatione Expressdo B
INCOMPLETAS (3)
(1 2)
Uma "N
EXPRESSA0
COMPLETA
CALCULO ESCRITA de REESCRITA de
COM UMA ~ . B
EYPRESSAO expressdo A mesma dm}otaq:ao expressdo
COMPLETA completa salva verifate completa

Figure 6. Esquema do mecanismo de conversio de dados para o equacionamento de um
problema.

As duas primeiras linhas correspondem ao equacionamento de um problema e sdo
marcadas por trés flechas humeradas. Mas a terceira flecha na cor azul é completamente
diferente das outras duas, pois pressupde a tomada de consciéncia da distincdo de Frege.
A Ultima linha refere-se ao célculo, como sendo uma sequéncia de substituicdes entre
expressdes simbolicas escritas e que acontece em uma igualdade numérica, em uma
férmula literal ou em uma equacgao. O problema da enquete PISA “n/L = 140. Se n = 70,
guanto vale L?” (Duval e Pluvinage, 2016, p. 119-121). Essas substituicdes supdem
também uma conscientizacdo da distin¢cao de Frege, mas em um sentido puramente formal
(as duas flechas em vermelho). A denotacdo concerne ao valor verdade da expressao
completa. Portanto, € essencial ndo confundir a equivaléncia salva denotatione e a
equivaléncia salva veritate, que pode ser uma identidade (ver 1.2).

E, claro, conscientizar ndo é conhecer, mas reconhecer. N&o € adquirir

conhecimentos e savoir-faire, mas tornar-se capaz de tais aquisicoes.

2.3 ESCRITA E SEMIOTICA: OS SIGNOS PURAMENTE ESCRITOS DA ALGEBRA
AINDA SAO SIGNOS?

A autonomia semidtica dos signos, que foi imposta com a algebra, fez-se ao preco
de uma neutralizagado completa da sua funcao cognitiva de evocagéao de algum outro. Essa

neutralizacdo teve duas consequéncias revolucionarias para o desenvolvimento da
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matematica: a supressao da distingcdo entre significante e significado e, igualmente, a
supresséo do seu valor de oposi¢cao dentro de um sistema semidtico, o que ndo é o caso
da escrita de numeros (Duval, 2006, p. 82). Leibniz foi o primeiro a perceber a novidade
radical dai advinda para o pensamento matematico e para a forma de trabalhar em
matematica. Em um texto de 1684, portanto, pouco depois da formacéo da escrita algébrica

moderna, ele observa:

... Estou habituado a chamar este pensamento de cego ou simbdlico...; € aguele que
usamos em algebra e aritmética... (Leibniz, 1972, pp. 152-153).

Em outras palavras, os signos puramente escritos de algebra ainda o seriam, no
sentido de quando falamos de signos fora dos sistemas de escrita de algebra e nimeros?
Para compreender essa questao, é importante ndo confundir trés tipos de escrita: a escrita
significativa, a conceptual e a simbdlica.

Os escritos significantes sado os signos alfabéticos, que transcrevem a palavra, ou
gualquer discurso em lingua natural (ver Figura 2). Tais escritos requerem vocalizacao,
subvocalizagdo ou leitura mental, completa ou por amostragem, cuja velocidade varia
consideravelmente de acordo com o tipo de texto. O primeiro esquema de andlise semidtica
desenvolvido pelos estoicos, distinguindo o significante, o significado e o objeto denotado
pelo signo, aplica-se a linguagem natural e aos escritos alfabéticos. Foi esse 0 esquema
imposto até Peirce. De outra maneira, a distingdo entre o significante e o significado de um
signo é uma distin¢ao logico-linguistica, ndo matematica (Duval, 2006, p. 93).

Os escritos conceituais sdo o que as palavras, simbolos ou diagramas representam:
o conhecimento de uma forma, mais ou menos, convencional. Nesse caso, trata-se de um
conceito que é significado de um signo, seja ele uma palavra ou um simbolo. Em outras
palavras, a aquisicao de conceitos é a condi¢ao essencial para compreender-se 0 que esta
escrito ou esquematizado. Ja nao basta ser capaz de ler, ou ter um bom dominio da lingua,
para compreender-se a escrita conceitual faz-se necessario a compreensao dos conceitos
e ndo apenas das palavras.

Na maioria dos estudos didaticos de algebra, os escritos algébricos séo equiparados
aos escritos conceituais que sdo mais econdmicos e seriam mais simples. O uso do
simbolismo matematico deve, entéo, estar subordinado ao conhecimento matematico. Esse
postulado tedrico tem sido predominante ha muito tempo na didatica e, mesmo, na didatica
da élgebra. G. Vergnaud formulou-o perfeitamente na conclusao do seu artigo “Les champs
conceptuels”
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Em conclusédo, vou limitar-me a seguinte tese: o simbolismo mateméatico ndo € uma condicao
necessaria nem suficiente para a conceitualizacdo, mas contribui para essa
conceitualizacdo, especialmente para a transformacdo de categorias do pensamento
matematico em objetos matematicos. A linguagem natural € o meio essencial de
representacdo e identificacdo das categorias matematicas, mas ndo possui, tanto quanto os
diagramas, férmulas e equacdes, 0 laconismo indispensavel para a selecdo e
processamento das informacdes e relacdes relevantes. Essa énfase no simbolismo ndo
impede que, em ultima andlise, seja a a¢do do sujeito, que constitui a fonte e o critério de
conceitualizacéo (Vergnaud, 1990, p. 166).

Os escritos simbolicos sdo aqueles que utilizam apenas numeros, letras, simbolos
de operacéo, de relacdo e de quantificacdo. Em outras palavras, sdo apenas caracteres,
gue se distinguem, ndo mais do que, pelas suas formas e regras de agrupamentos. A sua
funcdo ndo € cognitiva, mas puramente operatoria. As sequéncias formadas possibilitam
gue expressdes sejam substituidas por outras, sem que se leve em conta o seu significado,
o sentido, a denotagcdo nem mesmo a mobilizacao de propriedades matematicas. Foi o que
Hilbert® explicou no texto o qual expde o problema da decidibilidade em aritmética, um
problema que levou Turing a imaginar uma maquina semiotica autbnoma para efetuar
céalculos e desenvolver a nogédo de programacao:

Para que o raciocinio logico seja seguro, 0s objetos discretos e extra l6gicos devem ser
dados como experiéncia imediata para cada pensamento... a sua apresentacgao,
diferenciacdo e sequéncia devem ser acessiveis em uma intui¢cdo imediata... Quando adoto
esse ponto de vista, 0os objetos da teoria dos numeros sdo, eles mesmos, signos, cuja
configurac@o pode ser reconhecida por nés de uma forma geral e certa... Sobre isto repousa
a solida posicao filoséfica, que considero indispensavel a base da matematica pura, bem
como, a todo o pensamento cientifico, compreensdo e comunicac¢ao: no principio é o signo
(Hilbert, 1922).

Em outros termos, com os escritos simbolicos, os signos podem-se reduzir aos
objetos, ou seja, a forma de um caractere ou uma sequéncia deles, que sao utilizados
independentemente do que possam vir a significar, a fim de manter-se apenas o seu poder
de calculo.

A dificuldade com a qual Jean-Philippe deparou-se no proprio trabalho foi a de ter
analisado os escritos algébricos, como se pudessem ser simultaneamente escritos
operatorios e escritos conceituais, sem sequer excluir a possibilidade de que pudessem ser
escritos significantes também.

Obviamente, essa dificuldade ndo é exclusiva do trabalho de Jean-Philippe.
Encontra-se em quase todas as investigacfes didaticas sobre o ensino da algebra

elementar no EF-2. Todos os escritos simbdlicos, aritméticos ou algébricos séo introduzidos

° Hilbert D. (1922). Neubegrindung der Mathematik. Hamburg: Verlag des mathematischen Seminars.
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como escritos conceituais. E todas as teorias semidticas, utilizadas na analise, séo teorias
generalistas dos signos, que ndo levam realmente em conta a ruptura entre a linguagem
falada e a escrita, entre 0s conhecimentos matematicos e outros tipos de conhecimentos,
entre o que esta sob um suporte de comunicacdo e 0 que esta sob um sistema de
tratamento. Com todas as teorias globalizantes da nocao de signo, torna-se impossivel
intentar e levar em conta a especificidade da escrita simbdlica algébrica em relacdo aos
outros dois tipos de escrita, bem como a sua irredutibilidade a outros registros de
representacao semiotica.

Enfim, as unidades elementares de significado como os numeros, letras e simbolos
de operagdes, normalmente chamadas de “signos”, t€m uma caracteristica primordial, qual
seja A SUA OCORRENCIA, isto €, 0 niamero de vezes que aparecem numa expressao
completa. As ocorréncias de uma letra, ou seja, 0 seu nimero e o0 seu lugar em expressdes
algébricas, constituem a base do calculo algébrico. A simplificacdo dos sintagmas
operatorios, que podem ser mais ou menos complexos, baseia-se na redu¢cdo do numero
de ocorréncias de uma das trés unidades elementares de sentido que as compdem. Do
mesmo modo, a resolucéo de uma equacao exige o deslocamento de certas unidades de
sentido de um membro para outro, a fim de separar as frases operacionais que incluem
letras e as que séo puramente numéricas (Duval e Pluvinage, 2016, p. 148-150). O calculo
algébrico e a resolucédo de equacgdes baseiam-se, fundamentalmente, no reconhecimento
visual das ocorréncias de letras e na forma dos seus arranjos em sintagmas operacionais.
O calculo algébrico é “formal” no sentido visual do termo. Mas, é claro, isso exige que se
possa reconhecer rapidamente os diferentes tipos de unidades de sentido que constituem
uma expressao simbélica completa. Esse processo pode, sem duvida, ser reduzido para a
resolucdo de equacgdes de primeiro grau e torna-se central para a resolucéo de equacoes
do segundo grau. O obstaculo sera maior ainda para aqueles alunos que, na aprendizagem
da algebra elementar, ndo foram introduzidos com exercicios de resolucdo de igualdades
com elemento vago a ser completado (Duval, 2015, pp. 62 - 67).

A diferenca entre célculo numérico e algébrico ndo esta na utilizacdo de uma letra,
se da pelo fato de que o resultado do calculo numérico acaba sempre em um nome proprio
de namero e ndo somente em outro sintagma operacional, o qual pode ser sempre reduzido
a um nome proprio de nimero. Por sua vez, esse nome € a escrita de um namero resultante
da mera mobilizagdo de um sistema de numeracdo (3, 14, 144,). Assim, pode-se
reconhecer se dois escritos numeéricos diferentes (2+4) e (2 3) ttm o0 mesmo nome proprio

OouU Se sdo 0S mesmos signos encontrados, segundo o critério de Hilbert. A mesma ideia
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aplica-se a resolucdo de equagdes do primeiro grau, o resultado é verificavel porque se
trata de um nome proprio e a letra utilizada possui (ou as letras possuem) um estatuto de
incognita.

Aquilo a que Jean-Philippe chamou “escritos simbdlicos algébricos” abrange toda a
gama de escritos simbdlicos que permitem a utilizacdo de algoritmos, engloba desde o
calculo com numeros inteiros até a resolucao de equagdes, passando pelo célculo com
casas decimais e, na sequéncia, com fragdes racionais. As ESA constituem um continuum
gue s6 pode ser percebido e estudado ao nivel do curriculo de ensino de matematica
comum aos alunos do EF-1 ao EF-2. Esse continuum é completamente obscurecido em
nivel local pela organizacdo de sequéncias didaticas, ou seja, sequéncias de algumas
semanas de duracgao, cujo objetivo de aquisicdo € um conteudo matematico local, que é
apenas um dos multiplos componentes de um conhecimento mais global, objetivo final de
aquisicdo de um ciclo de trés ou quatro anos de ensino! Nesse continuum, o limiar decisivo
para entrar na algebra ndo é a introducéo das letras, ou a generalizacdo que elas propiciam,
mas a consciéncia da diferenca entre a denotacdo das expressfes simbolicas e o seu
sentido. Essa conscientizacdo deve ter um lugar muito antes da introducdo das letras. As
dificuldades que os alunos enfrentam, na aprendizagem da algebra elementar, sdo apenas

a sindrome da auséncia total dessa consciéncia.

A segunda contribuicao da obra de Jean-Philippe é, portanto, considerar os “escritos
algébricos simbdlicos” como um todo. Igualmente, todos estédo sujeitos ao mesmo conjunto
de regras de formacéo na semantica fregeana. Para designar esse conjunto, falamos de
regras de um “continuum”. Jean-Philippe, por seu lado, retomou o termo ‘“registro”,
especificando “registro algébrico”. Neste sentido, s6 podemos concordar. Pois, ao retomar
esse termo, ele enfatiza o fato de que todas as expressdes simbodlicas devem ser
consideradas por si mesmas e que sao radicalmente diferentes da lingua materna utilizada
para as interacdes verbais em sala de aula. Se a escrita simbdlica é uma linguagem, € mais
estrangeira do que as linguas estrangeiras, que os alunos tém de aprender a falar. Apesar
disso, existe ainda a crencga, apenas do ponto de vista matematico, de que 0s escritos
simbdlicos seriam mais simples e rapidos de aprender! Pois bem, teremos de ouvir Jean-

Philippe, que nunca deixou de afirmar o contrario.

*

*k%

Como fazer as pessoas reconhecerem, a primeira vista, as diferentes unidades de
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sentido embutidas em uma expressao simbdlica e como torna-las conscientes da diferenca
entre os sentidos de uma expressao simbdlica e o que ela denota? Jean-Philippe salientou
a natureza crucial dessa questao para a compreensao e aprendizagem da algebra, também
tinha notado que as teorias didaticas ao priorizarem o ponto de vista dos professores e o
conteudo matematico a ser ensinado, ndo apresentam resposta nenhuma a essa questao.
O trabalho de Jean-Philippe também néo lhe permitiu progredir mais nesse assunto e esse
€ o limite do problema da sua investigacdo. Qual a raz&do disso?

Essa questdo, da compreensdo e da aprendizagem do registro de escritos
simbalicos, requer uma abordagem cognitiva em termos de registros, uma vez que a regra
de ouro de tal analise assevera que um registro s6 pode ser analisado com base nas
variacdes de outro. Em outras palavras, para analisar o registro de escritos simbdlicos, &
preciso considerar varios pares de registros, dentro dos quais as conversdes diretas e as
conversoes inversas devem ser estudadas, em primeiro lugar, entre si:

- (Escritos simboalicos e linguagem natural),

- (Escritos simbdlicos e graficos cartesianos),
- (Escritos simbdlicos e esquemas),

- (Escritos simbdalicos e tabelas),

- (Linguagem natural e tabelas).

A problemética de Jean-Philippe permanece, fundamentalmente, uma problematica
monorregistro e isso constitui o interesse e o0 aporte, uma vez que contribui para destacar
a complexidade do funcionamento e da mobilizagdo dos “Escritos Algébricas Simbdlicas”
em alunos do EF2.

A escrita, e ndo apenas a linguagem e a fala, tem sido o patamar decisivo na
evolugdo da humanidade. O nascimento da escrita ndo sé marca o inicio da histéria, como
permitiu o desenvolvimento do conhecimento e, em particular, da matematica. Isso destaca
um ponto fundamental caracteristico da atividade matematica: ndo se pode fazer
matematica sem primeiro escrever. A matematica é escrita. Ndo se pode realmente dizer...
sem escrever, ou rabiscar alguma coisa. A escrita € um dos fatores primordiais do
desenvolvimento cognitivo do pensamento, porque permite uma objetivacdo que se torna
impossivel com o imediatismo do que se diz, e do que se quer dizer com a palavra (Duval,
2000).

Os escritos simbdlicos algébricos séo radicalmente diferentes de todos os escritos,

cuja funcdo principal é codificar visualmente a fala, fixa-la para apresentar o pleno
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desenvolvimento da sua expressdo. Mesmo que as equacdes remontem aos babilonios??,
s6 apareceram muito tarde!! e s6 foram constituidas ha menos de dois séculos, desde
Cardan e Viete, até Descartes e Leibniz.

Os escritos alfabéticos sdo imediatamente alternaveis com a fala para quem
aprendeu a ler, assim como, obviamente, a fala pode ser imediatamente transcrita para
guem aprendeu a escrever. No entanto, do ponto de vista dos atos de expressao
propriamente ditos, falar e escrever ndo sdo atividades passiveis de mudanca, porque
guando se passa da palavra para a escrita, a relacdo com a lingua muda. Por um lado, as
operacOes discursivas de designacao a serem feitas sdo mais complexas quando se trata
de escrevé-las do que, simplesmente, de fala-las. Por outro lado, o foco é parcialmente
deslocado das palavras ou frases nominais para as unidades superiores de sentido, que
sdo as equacgles e proposicdes. Por isso, a escrita cumpre funcdes de distanciamento,
objetivacdo, controle e, finalmente, consciéncia de que a fala e as interacdes verbais nao
podem ser realizadas. Escrever estrutura o pensamento. Nao € falando que se aprende a
escrever.

Os escritos simbdlicos, numéricos ou algébricos (ESA) sdo operatérios e puramente
operacionais. Isso significa que a sua Unica funcéo é permitir operacdes algoritmizaveis de
substituicdo de expressdes simbdlicas por outras expressdes simbdlicas, de acordo com as
ocorréncias dos signos que as compdem. Isso implica, naturalmente, termos um sistema
de numeracdo que funciona como um sistema semidtico, no sentido de Saussure. E por
iSso que nao se pode, de forma alguma, trocar os escritos simbolicos pela fala, uma vez
gue essas operacdes de substituicdo ndo sdo possiveis com a utilizagdo, mesmo que
apenas mental, de uma linguagem natural. E, inversamente, as operacdes de associacao
de palavras e ideias, que constituem o poder da linguagem natural, ndo sdo possiveis com
0s escritos simbolicos.

A linguagem natural e os escritos simbdlicos sao dois registros de representacao
semibtica irredutiveis entre si. De um ponto de vista matemético, o registro de escritos

simbdlicos tornou-se o registro por exceléncia da matematica. Mas de um ponto de vista

10 A histéria comeca na Mesopotamia. Catalogo da exposicdo no Museu do Louvre-Lente, Nov/2016-
Jan/2017. A exposicéo inclui reprodugdes de dois prismas gravados na escrita cuneiforme do periodo 1749-
1712 a.C. Para um, as faces correspondem a tabelas numéricas e metroldgicas, e para o outro, a oito
problemas relacionados com retangulos e tijolos (n.°s 261 e 262, pp. 240-241). As primeiras pastilhas escritas
em argila cuneiforme datam de 3300-3000 d.C., (Fig. 66, p. 217).

11 F. Pluvinage, que acaba de nos deixar, chamou a atencdo para a coincidéncia entre o aparecimento dos
escritos simbdlicos e o desenvolvimento da impressao, que impbs a padronizacdo de caracteres (Duval &
Pluvinage, 2016, p. 130).
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didatico, h4 uma dupla tarefa a ser feita: sobre as operacfes de designacao especificas de
cada um desses dois registros e sobre a ndo-congruéncia das conversdes na passagem de

um a outro.

Contra o uso equivocado da palavra “linguagem” na didatica, Jean-Philippe salientou

a autonomia e o poder incomparavel da escrita em relagéo a fala.

PERSPECTIVAS

O ensino e aprendizagem da algebra elementar no EF-2 é organizado de acordo
com uma progresséo de (re)-“constru¢cao” da analise matematico-regressiva discutida na
inicio desse texto. A andlise semiocognitiva dos escritos simbdlicos foge completamente
desse quadro, significa analisar as necessidades e as dificuldades de aprendizagem da
algebra antes de organizar o seu ensino. Por um lado, o seu objetivo € sensibilizar, tanto
para as operacdes discursivas especificas da linguagem natural, como para 0s escritos
simbdlicos, e por outro, quebrar a parede de vidro que 0s separa. Esses excertos foram
feitos para que os proprios professores possam apropriar-se desse instrumento analitico, a
fim de apreender as causas profundas dos bloqueios dos alunos e desenvolver atividades,
cujo objetivo seja a tomada de consciéncia por parte dos alunos. Sera isso possivel? E
guais tarefas devem ser desenvolvidas para atingir esse objetivo desde 0s primeiros anos
do EF-2, ou pelo menos, ao final do segundo ano, para 80% dos alunos? Na realidade,
esses objetivos s6 podem ser plenamente atingidos se forem perseguidos, pela primeira
vez, durante os dois primeiros anos do EF-2. Isso implica dizer que, devem ser
explicitamente integrados na organizacao dos programas, uma vez que dizem respeito ao
lado oculto da atividade matematica e ndo ao lado exposto.

Voltemos agora as diferencas de abordagem entre a analise dos escritos simbdlicos
algébricos, de Jean-Philippe, e a analise do funcionamento semiocognitivo que esses
escritos pressupdéem. Em primeiro lugar, o verdadeiro ponto de encontro dessas duas
abordagens é o papel crucial que nelas desempenha a distingédo entre sentido e denotacao,
feita por Frege. A divergéncia se da pelo fato de que a abordagem de Jean-Philippe é
unilateral. Além disso, trata apenas de escritos algébricos, sem considerar, também, o
funcionamento especifico da linguagem natural e nem a questdo da sua coordenacdo
cognitiva. Essa divergéncia € evidenciada pela sua escolha da palavra “implicito” em
detrimento da expressao “ilusao de transparéncia”. De uma problematica, centrada em um

problema crucial de aprendizagem de algebra, passamos a um problema de algoritmizacao
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da escrita algébrica para fins de ensino. Pode-se dizer dos algoritmos, ao menos durante o
periodo de formacdo inicial dos jovens estudantes, o mesmo que Leibniz ja dizia sobre os

signos? O ensino da algebra obriga-nos a fazer essa questao.
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